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Le  opere  destinale  ad  iniziare  j giovani  nello  ^l'tiidio 
di  una  scienza,  debbono  contenere  le' basi  di  (Quelle  leo-  *' 
riche  che  per  la  loro  generalità  e fecondità' vogliono  ^s-^ 
ser  considerate  come  fondamentafi.  E ciò  rènde  ragiojie 
perché  di  tratto  in  tratto  sia  necessj[irio  mutare'  i libisi 
elementari;  sendochè  talune  dottrine  che  per  lo  innanzi 
apparivano  di  grande  rilievo,  perdino  col  progti'iiio'  del 
tempo  buona  parte  della  loro  importanza;-  mentre  per  *’'*• 
l’opposto  altre  dottrine  prima  ignote  o poco'  àpprezsath  , 
si  manifestino  ricche  di  copiose  conseguenze.  O^i  siamo  • . 
appunto  in  uno  di  quei  periodi  in  cui  sembra  ópportiUna  ' ' 
si  fatta  rinnovazione  dei  trattati  elementari;  poiché  di^ 
quelli  che  corrono  per  le  scuole  , si  può  dire  che  aléuni 
sienogià  antichi  per  essere  stali  scritti  prima  della  grande  ■ 
operosità  scientiflca  degli  ultimi  treni’ anni; ed, altri  non,  , * 
nuovi,  quantunque  di  recente  pubblicati , ’pér  nqn  essere 
andati  al  di  là  delle  idee  di  quei  tempi.*  In  niuna  parte 
delle  matematiche  apparisce  di  più  cotesto  inconvenienlé  ’ 
({uanto  nella  Geometria  pura  ; e basta  por  monte  ai  mi- 
rabili progressi  in  questa  scienza  operati  neU’ultinjD  scor- 

* - • , . . f 

• L’Italia  possiede  il  migliore  Trattalo  cloiu^tarc  (K.McocaViiea  ia/i«-  ' 
naie  die  vi  sia  oggidì  nell’ opera  che  l’illustre  (Vref.  MoSiìom  va  lenta-  * 
niente  pubblicando;  c fra  breve  speriamo  sarà  dotata  ddi  iioslro  valvndssinio 
prof.  Betti  di  un  Trallatu  di  Algebra  superiore  a livello  dcHu  sialo  prrsrnle 
di  i|uesto  ramo  iiiiportanle  dclle  .maleinaiidie.  ' 
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ciò  di  tempo,  per  consentire  con  noi  che  i trattati  più 
riputati  manchino  afTatto  di  quelle  dottrine  che  si  sono 
trovate  più  fruttuose  nella  Geometria  moderna;  talché 
con  ragione  può  c^rsi  che  essi  preparino  i giovani  più 
allo  studio  delle  OoHezioni  Matematiche  di  Pappo  che  a 
quello  delle  opere  di  tuASLEs,  Mòbius,  Poncelet,  Stei- 
^<ER,  ec.  Nè  con  ciò  intendiamo  enunciare  un’opinione 
meno  che  riverente  verso  L-cendre  i cui  Elementi  sono 
seguiti  a preferenza  n^lle  scuole  italiane;  ma  soltanto 
ricordare  come  l’illustre  Geometra,  altamente  benemerito 
dell’insegnamento,  pubblicasse  la  prima  edizione  della 
sua  opera  nel  i794,  e mancasse  ai  vivi  nel  1834,  cioè  in 
quel  tempo  appunto  in  cui  le  novelle  teoriche  si  veniva- 
no elaborando.  Anzi  noi  teniamo  per  fermo  che  se  egli 
fosse  vissuto  più  a lungo,  avrebbe  coteste  teoriche  usu- 
fruì tuate,  come  già  fece,  con  nobile  e.sempio,  in  altre  più 
elevate  dottrine. 

Le  cagioni  del  grave  divario  che  corre  tra  le  opere  di 
Geometria  elementare  e lo  stato  attuale  di  questa  scienza, 
sono  diverse  e di  varia  natura;  talune  generali  ad  ogni 
maniera  di  scienza,  altre  peculiari  alla  Geometria.  Le  pri- 
me ripetono  la  loro  origine  dal  potere  che  ha  sulla  maggior 
partedegli  animi  umani  l’abitudine, e dall’opinione  volgare 
seguita  da  molti  che  la  scienza  debba  servire  esclusiva- 
mente  alla  pratica;  opinione  onninamente  falsa  e che  ove 
prevalesse  annullerebbe  ogni  progresso.  Le  seconde  ripo- 
sano sopra  il  concetto  che  si  ha  della  parte  che  la  Geo- 
metria dovrebbe  avere  nell’  insegnamento  matematico. 
Taluni,  e .sono  i pochi,  vorrebbero  principale  lo  studio 
della  Geometria,  secondario  quello  dell’Analisi,  e della 
Geometria  quella  d’ Euclide,  la  sola  buona,  la  sola  adot- 
tabile. Altri,  e sono  i più,  non  solo  dànno  all’insegna- 
mento dell’Analisi  una  decisiva  preponderanza,  ma  rile- 
gano la  Geometria  in  un  posto  subalterno  affatto,  e la 
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circoscrivono  ai  suoi  primi  elementi.  Nulla  abbiamo  a dire 
rispetto  ai  primi  che  già  non  sia  stato  ampiamente  detto 
da  uomini  più  di  noi  autorevoli.  Ma  rispetto  ai  secondi  ci 
sia  permesso  avvertire  che  se  forse  il  loro  modo  di  pen- 
sare appariva  vero  molti  anni  addietro,  oggi  però  che, 
volere  o non  volere,  la  Geometria  ha  acquistato  una 
grande  estensione  ed  è divenuta  un  ramo  importante 
delle  matematiche,  non  ci  sembra  più  possibile  perseve- 
rare nelle  stesse  opinioni.  Sono  ancora  innumerevoli  i 
problemi  che  resistono  agli  sforzi  incessanti  dei  geome- 
tri ; non  priviamo  ingiovanì  di  un  mezzo  d’ investigazione 
certo  non  ispregevole,  e che  io  molli  casi  può  tornare 
utilissimo.  Lasciamo  sempre  principale  l’ insegnamento 
dell’Analisi;  ma  ampliamo  quello  della  Geometria  fra 
giusti  limiti.  I geometri  moderni,  sviluppando  ed  am- 
pliando idee  contenute  in  germe  nelle  opere  dei  Greci,  e 
in  quelle  di  gualche  eminente  intelletto  del  secolo  sedi- 
cesimo, hanno  formato  del  rapporto  anarmonico  e della 
teoria  dell’  involuzione  le -basi  di  una  nuova  Geometria 
che  sta  a quella  degli  antichi  presso  a poco  come  l’Astro- 
nomia moderna  sta  a quella  d’ Ipparco  e di  Tolomeo.  Or 
dovranno  i nostri  giovani  ignorare  le  nozioni  fondamen- 
tali di  queste  due  teorie  ? Di  più  si  è veduto  che  intro- 
ducendo nella  Geometria  pura  i segni  h-  e — per  rap- 
presentare la  direzione  dei  segmenti  fatti  sopra  una  stessa 
retta,  essa  Geometria  veniva  ad  acquistare  una  generalità 
per  lo  innanzi  non  che  raggiunta,  neppure  sperata.  Or 
dovremo  noi  passarci  dall’ adottare  questi  principii  per 
tema  d’  incontrare  il  biasimo  di  taluni  che  proscrivono 
qualunque  idea  non  esplicitamente  contenuta  negli  scritti 
dei  geometri  greci  ? Da  ultimo  la  trasformazione  delle 
figure  è uno  dei  più  fecondi  mezzi  d’ investigazione  geo- 
metrica. Or  dovranno  i nostri  scolari  ignorarne  le  basi  ? 
-Ma  le  novelle  teoriche  sono  per  avventura  difficili  ccom- 
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plicatc  per  modo  che  oltrepassino  i limiti  di  un  insegna- 
mento elementare?  Sono  inutili  per  la  pratica?  Sono 
inutili  per  le  parti  superiori  delle  matematiche?  — Lo 
nozioni  fondamentali  sul  rapporto  anarmonico,  sulla 
involuzione,  sulle  divisioni  omografiche  e sui  fasci  omo- 
grafici, sugli  assi  radicali  e sui  centri  di  similitudine, 
diremo  senza  tema  di  essere  smentiti  da  chi  le  ha  stu- 
diate , che  sono  più  facili  di  molte  parti  della  Geometria 
solida.  — I nuovi  metodi  prestandosi  con  grande  facilità 
c generalità  alla  soluzione  dei  problemi  geometrici,  gio- 
vano per  questo  lato  alle  applicazioni  della  scienza. 
lÌRiANCHON  capitano  di  artiglieria  [Application  de  la  Théorie 
des  Transversales) , e Steiner  [Die  geometrischen  Kon- 
slructionen  ec.),  hanno  già  mostrato  come  di  essi  possa- 
no trarre  non  lieve  profitto  i militari,  gli  ingegneri,  gli 
agrimensori;  altre  importanti  applicazioni  si  trovano 
nelle  opere  di  Dupin,  Poncelet,  ec.  — Geometria 
analitica,  trattata  come  si  deve  ai  di  nostri,  si  giova 
grandemente  dei  nuovi  principii,  come  può  vedersene 
un  prezioso  saggio  nel  Treatise  on  Conio  Seclion  del  dotto 
Salmon.  Molti  stimano  al  di  d’ oggi  utile  far  precedere  lo 
studio  della  Meccamea  razionale  da  quello  dei  movi- 
menti geometrici;  e questa  teoria  si  collega  intimamente 
con  talune  parti  delle  dottrine  geometriche  moder- 
ne. Talché  a noi  pare  che  nelle  nuove  teorie  si  riscon- 
trino tutte  le  condizioni  che  le  rendono  atte  ad  essere 
proficuamente  introdotte  nell’  insegnamento  elementare. 

Le  ragioni  con  qualche  larghezza  discorse  sinora,  ci 
dispensano  dal  dilungarci  nell’ esporre  le  idee  che  ci 
hanno  guidato  , quando,  invitati  dall’Editore  a proporre 
un  Trattato  di  Geometria  da  servire  per  le  scuole,  abbia- 
mo fra  i molti  prescelto  quello  del  professore  Amiot.  Que- 
sto Trattato  è essenzialmente  un’  opera  di  transizione, 
utilissima  per  cominciare  a divulgare  fra  noi  le  nuove 
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tporiohe.  In  buona  parte  esso  è quello  di  Legendre  me- 
glio ordinato  e purgato  di  talune  mende  che  nel  primo  si 
riscontravano;  per  dippiù  si  veggono  per  la  prima  volta 
esposti  nel  testo  con  chiarezza  e precisione  i principii 
della  teoria  delle  trasversali,  dei  rapporti  armonici  ed 
anarmonici,  della  involuzione , degli  assi  radicali  e dei 
centri  di  similitudine.  La  teoria  dei  triangoli  simili  è 
data  come  caso  particolare  di  quella  dei  poligoni  ; il  che 
è bene;  e vi  è parlato  (MV  omotetia  diretta  ed  inversa 
di  Chasles.  Il  metodo  adottato  dall’  .Autore  è quello  dei 
limiti  ; e qui  ci  sieno  permesse  altre  poche  parole.  Taluni 
hanno  una  particolare  predilezione  pel  cosi  detto  metodo 
della  riduzione  all’assurdo.  Questo  metodo  è antico  quanto 
la  Geometria;  esso  b infatti  il  primo  che  si  pn‘.senti 
nell’  infanzia  di  una  scienza  e in  mancanza  di  metodi 
più  elevati  e più  razionali.  Gli  scrittori  di  logica  hanno 
già  avvertito  che  e.sso  convince  ma  non  illumina  lo  spi- 
rito: os.servazione  di  gran  rilievo.  Altri  ha  luminosamente 
mostrato  come  in  qualche  caso  colesto  metodo  si  allon- 
tani da  quel  rigore  che  è condizione  indispensabile  di 
qualunque  dimostrazione  matematica.  — L’applicazione 
del  metodo  della  riduzione  all’assurdo  è legittima  ed  utile 
nelle  reciproche  ; è nece.ssaria  o semplicemente  preferi- 
bile quando  la  dimostrazione  diretta  o non  esiste  o riesce 
lunga  e complicata.  Fuori  di  questi  casi  i ben  pensanti 
la  rigettano. 

Alcune  piccole  aggiunte  abbiamo  fatte  qui  e là  nel 
testo;  e per  di  i)iù  abbiamo  stimato  utile  finire  il  volu- 
me con  dieci  Note,  che  si  po.s.sono  considerare  come  una 
specie  di  Complemento  di  Geometria.  Le  prime  due  Note 
sono  destinate,  1’  una  a .schiarire  talune  ide«  troppo  con- 
cisamente esposte  dall’  Autore,  1’  altra  a far  cono.scere  i 
poliedri  di  specie  superiore  di  Poinsot;  la  terza  contiene 
un  cenno  delle  proiezioni  prospettiche,  stereografiche  e 
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ortograficho;  le  quattro  seguenti  completano  le  nozioni  di 
Geometria  moderna  esposte  nel  testo,  e sono  in  gran 
parte  estratte  dalla  Geometria  superiore  di  Chasles;  l’ot- 
tava è diretta  a rendere  i giovani  più  familiari  colla  im- 
portante teoria  dei  poli  e delle  polari,  che  abbiamo  con- 
siderati tanto,  sul  piano  che  sulla  sfera;  la  nona  dà 
un  cenno  del  metodo  delle  polari  reciproche;  l’ ultima 
finalmente  ha  in  mira  di  far  conoscere  le  sezioni  coniche 
e a fare  intravedere  come  i metodi  moderni  si  applichino 
mirabilmente  a queste  celebri  curve.  — Talune  parti 
delle  nostre  Note  presuppongono  cognizioni  di  Trigono- 
metria in  chi  legge,  e possono  essere  tralasciate,  senza 
che  ciò  neccia  all’ intelligenza  del  resto,  da  chi  non  sia 
al  fatto  di  questi  studi. 

Vari  fra  i problemi  coi  quali  abbiamo  cercato  illu- 
strare le  nuove  teorie  si  ritrovano  fra  gli  esercizi  propo- 
sti da  Amiot  nel  testo.  A tale  scelta  siamo  stati  spinti 
dall’importanza  che  taluni  di  questi  problemi  hanno  per 
lo  sviluppo  ulteriore  della  scienza  ed  altresì  perchè  ci 
tornavano  utili  nell’  ultima  Nota.  Lasciandoli  poi  stare 
nel  testo  abbiamo  avuto  in  animo  d’ invitare  i giovani  a 
tentarne  la  soluzione  per  altre  vie,  non  essendovi  eser- 
cizio più  utile  in  sè  stesso  e più  efficace  a promuovere 
gli  studi  moderni  quanto  il  confronto  fra  i vari  metodi. 

Traducendo  quest’  opera  e corredandola  di  Note , 
altro  non  è stato  il  nostro  intendimento  se  non  quello 
d’ispirare  nei  giovani  l’amore  a queste  nuove,  feconde 
e belle  teorie  di  Geometria  moderna , e di  rialzare  gli 
studi  geometrici  nelle  nostre  scuole.  Se  avremo  raggiunto 
questo  scopo  modesto, saremo  ampiamente  ricompensati 
della  noia  che  suole  accompagnare  l’ effettuazione  di 
simili  lavori. 

Il  Traduttore. 
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1.  — Qualunque  corpo  ha  forma  e grandezza  deter- 
minala. La  sua  grandezza,  cioè  V estensione  del  luogo 
che  esso  occupa  nello  spazio,  ha  ricevuto  il  nome  di 
volume.  La  sua  forma  dipende  dalla  superficie  che  lo 
separa  dallo  spazio. 

Quando  la  superficie  di  un  corpo  è formata  di  più 
parti  distinte,  due  parti  contigue  hanno  limiti  comuni, 
che  chiamansi  linee.  Quindi  la  linea  è il  luogo  dell’  in- 
tersezione di  due  superficie. 

Se  due  linee,  tirate  sulla  medesima  superficie,  s’ in- 
contrano, si  dà  il  nome  di  punto  al  luogo  della  loro  in- 
tersezione. 

Noi  considereremo  i volumi,  le  superficie  e le  linee, 
indipendentemente  dai  corpi  di  cui  determinano  le  for- 
me, e daremo  loro  il  nome  comune  di  figure. 

Due  figure  sono  eguali  quando  sovrapponendole  si 
possono  far  coincidere;  se  hanno  la  medesima  esten- 
sione ma  non  la  stessa  forma,  si  dicono  equivalenti. 

2.  — Tra  le  diverse  linee  che  si  possono  condurre  da 
un  punto  a un  altro,  si  ammette  che  ve  ne  sia  una  sola, 
minore  di  tutte  le  altre. 

Si  distinguono  due  specie  di  linee  : la  linea  retta  c 
la  linea  curva. 

Una  linea  si  dice  retta  quando  una  sua  parte  qua- 
lunque rappresenta  la  più  corta  distanza  fra  i suoi  due 
punti  estremi. 
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Da  questa  definizione  e dall’  assioma  precedente 
risulta  che:  1°  da  un  punto  ad  un  altro,  si  può  condurre 
una  sola  linea  retta;  ^^se  si  applicano  due  punti  di 
una  retta  sopra  un’  altra  retta,  queste  due  linee  deb- 
bono coincidere  in  tutte  le  loro  parti,  perchè  i punti 
che  si  prendono  sulla  prima  retta  possono  essere  inde- 
finitamente lontani  uno  dail’ altro. 

Per  indicare  un  punto  si  fa  uso  di  una  lettera  qua- 
lunque. Una  linea  retta  si  nomina  enunciando  due  punti 
qualunque  dì  questa  linea.  Talché  (fìg.  i)\a.  retta  AB  è 
quella  che  passa  pe’  punti  A e B. 

Una  linea  si  dice  spezzata,  quando  è formata  da 
porzioni  di  rette. 

Qualunque  linea  non  retta  nè  spezzata,  ha  ricevuto 
il  nome  di  curva. 

3.  — Si  distinguono  due  specie  di  superficie,  la  su- 
perficie piana',  o il  piano,  e la  superficie  curva. 

Una  superficie  si  dice  piana  quando  la  retta  che 
passa  per  due  punti  qualunque  di  questa  superficie, 
coincide  con  essa  in  tutta  la  sua  estensione. 

Dimostreremo  in  seguito  che  due  piani  coincidono: 
1*’  Quando  hanno  a comune  tre  punti  non  in  linea  retta  ; 
2°  Quando  hanno  a comune  una  retta  e un  punto  esterno 
a questa  retta  ; 3»  Quando  hanno  di  comune  due  rette 
che  s’ incontrano. 

Una  superficie  si  dice  poliedrica  quando  è formata 
dalla  riunione  di  porzioni  di  superficie  piane. 

Qualunque  superficie  che  non  è nè  piana  nè  polie- 
drica, ha  ricevuto  il  nome  di  superficie  curva, 

4.  — La  Geometria  ha  per  oggetto  di  studiare  le  pro- 
prietà delle  figure  e di  misurare  la  loro  estensione:  è 
per  questo  che  si  definisce  la  scienza  dell’  estensione. 

Noi  la  divideremo  in  due  parti  : la  Geometria  piana 
e la  Geometria  solida.  Nella  prima  diremo  delle  pro- 
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prielà  delle  figure  piane,  cioè  di  quelle  di  cui  gli  ele- 
menti sono  in  uno  stesso  piano;  nella  seconda  studie- 
remo le  proprietà  delle  figure  i cui  elementi  sono  dis- 
posti in  modo  qualunque  nello  spazio. 

5. ^ — Quando  si  tirano  due  linee  rette  sopra  un 
piano,  queste  linee  prolungate  indefinitamente  s’ incon- 
trano 0 non.  s’ incontrano.  Net  primo  caso,  si  dice  che 
esse  formano  un  angolo;  nel  secondo,  che  esse  sono 
parallele. 

V angolo  è la  porzione  indefinita  del  piano,  com- 
presa tra  le  due  rette  che  si  tagliano  e che  terminano 
al  loro  punto  di  concorso.  Queste  linee  sono  i lati  del- 
r angolo,  e il  punto  nel  quale  esse  s’incontrano  n’è  il 
vertice.  La  "r^ndezza  di  un  angolo  dipende  solamente 
dalla  lontananza  dei  suoi  lati. 

Un  angolo  s’indica  col  suo  vertice,  se  altri  an- 
goli non  concorrono  in  questo  punto.  Altrimenti  si  se- 
gna un  punto  sopra  ciascun  lato  e si  enuncia  il  vertice 
tra  questi  due  punti..  Così  (fig.  2}  l’ angolo  BÀC  ha  il  suo 
vertice  nel  punto  A e i suoi  lati  passano  per  ì punti  B,  C. 

Due  angoli  (fig.  3}  ABC,  CBD  sono  adiacenti, 
quando  hanno  lo  stesso  vertice  B,  un  lato  BC  comune, 
e gli  altri  due  lati  BA,  BD  situati  1’  uno  da  una  parte  e 
l’ altro  dall’  altra  del  lato  comune  BC. 

Due  angoli  (fig.  4)  AEC,  DEB  si  dicono  opposti  al 
vertice,  quando  i lati  dell’  uno  sono  prolungamenti  dei 
lati  dell’  altro. 

6.  — - Teorema  dicesi  una  pro^wsizione  di  cui  è ne- 
cessario provare  la  verità.  Qualunque  teorema  contiene 
due  parti,  cioè:  una  ipotesi  fatta  sopra  un  soggetto,  e 
una  conchiusione  t eh’ è la  conseguenza  di  questa  ipo- 
tesi. Il  ragionamento  che  si  fa  per  dedurre  la  conchiu- 
sione  dall’  ipotesi,  quando  la  loro  dipendenza  non  è evi- 
dente, è chiamato  la  dimostrazione  del  teorema. 
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Se  nell’ enunciato  di  una  proposizione  si  aggiunge 
una  negazione  all’ipotesi  e alla  concbiusione,  si  forma 
la  proposizione  contraria. 

Si  chiama  reciproca  di  una  proposizione  un*  altra 
proposizione^  di  cui  l’ipotesi  e la  concbiusione  sono 
concbiusione  e ipotesi  della  prinia. 

La  proposizione:  «Se  due  angoli  sono  retti,  sono 
eguali  A ha  per  contraria:  « Se  due  angoli  non  sono  retti, 
non  sono  eguali  » e per  reciproca:  « Se  due  angoli  sono 
eguali,  sono  retti.  » 

Una  proposizione  essendo  data,  la  proposizione  con- 
traria e la  reciproca  non  sono  sempre  vere,  perchè  la 
concbiusione  di  una  proposizione  conviene  talvolta  a un 
maggior  numero  di  casi  dell’  ipotesi.  Noi  r.z  abbiamo  un 
esempio  nella  proposizione  precedente,  giacché  due  an- 
goli possono  essere  uguali  senza  essere  retti. 

Una  proposizione,  la  contraria  e le  loro  reciproche, 
hanno  tra  loro  una  tal  dipendenza  che,  quando  le  due 
prime  sono  dimostrate  vere,  le  altre  due  sono  evidenti. 
Quindi  facendo  capo  a questo  fatto  generale,  che  si  può 
chiamare  la  legge  dei  reciproci,  io  enuncierò  le  reci- 
proche più  importanti,  e dimostrerò  solo  quelle  di  cui 
avrò  tralasciate  come  inutili  le  proposizioni  contrarie. 

Corollario  è una  conseguenza  che  si  deduce  da 
una,  0 da  più  proposizioni. 

Scolio  è una  osservazione  che  si  fa  sopra  una  o 
più  proposizioni  precedenti,  diretta  a far  conoscere  il 
loro  legame,  la  loro  generalità,  le  restrizioni  a cui  vanno 
soggette,  la  loro  utilità  ec. 
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m.Jk  I.KVBJk.  BETTA.  E EA  AMIE  A SPEZZATA. 


CAPlTOIiO  1. 

Della  comune  misura  di  due  linee 
e del  loro  rapporto. 


1.— Quando  una  grandezza  è contenuta  un  numero 
esatto  di  volte  in  più  grandezze  della  stessa  specie,  si 
dice  che  essa  è la  loro  comune  misura. 

Cerchiamo  (fig.  S)  la  massima  comune  misura  di 
due  linee  rette  A e B.  A tal  fine,  portiamo  la  minore  B 
sulla  maggiore  A;  se  la  linea  B è contenuta,  per  esem- 
pio, quattro  volte  esattamente  in  A,  essa  sarà  la  mas- 
sima comune  misura  cercata. 

Se  invece  A contiepe  quattro  volle  B con  un  resto  R, 
si  dimostrerà,  con  un  ragionamento  identico  a quello 
che  si  fa  in  aritmetica  per  trovare  il  massimo  comun 
divisore  di  due  numeri,  che  le  comuni  misure  di  A e B 
sono  le  stesse  di  quelle  di  B c R,  e reciprocamente; 
talché  la  massima  comune  misura  di  A e B è la  stessa 
di  quella  di  B e R. 

Per  trovare  quest’  ultima,  si  porterà  R sopra  B ; e 
se  Ri  è il  resto,  le  comuni  misure  di  B e R saranno 
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eguali  a quelle  di  R e Ri.  Si  continuerà  In  tal  guisa  sino 
a che  si  pervenga  ad  un  resto  contenuto  un  numero 
esatto  di  volte  nel  precedente;  l’ultimo  resto  sarà  la 
massima  comune  misura  di  A e B. 

Per  determinare  quante  volte  questa  comune  mi- 
sura è contenuta  in  A e B,  supponiamo  che  si  sia  tro- 
vato 

A = 4 B 4-  R 
B = 3 R -h  Ri 

R=2Rl-^R, 

Ri=3R5i 

Avremo  successivamente 

R = 6R,  + Ra  = 7R, 

B=21  Rj4-3Rj  = 24  Rj 
A = 96  R*-+-7R2  = 103R, 

Conviene  osservare  che  i moltiplicatori  24  e 103 
debbono  essere  primi  fra  loro;  giacché  se  avessero  un  di- 
visore comune,  per  esempio  3,  le  due  linee  A e B avreb- 
bero 3 Rs  per  comune  misura;  lo  che  è impossibile, 
poiché  Rj  è la  loro  massima  comune  misura. 

Da  questi  valori  di  A e B si  deduce  che  il  loro  rap- 
porto 

A_  103 
B~  24; 

2.  — Può  accadere  che  cercando  la  massima  co- 
mune misura  di  due  linee,  non  si  trovi  alcun  resto  con- 
tenuto esattamente  nel  resto  precedente.  In  questo  caso 
le  linee  non  hanno  comune  misura,  e si  dice  che  sono 
incommensurabili  tra  loro. 

li  metodo  precedente  condurrebbe  a due  limiti  del 
rapporto  di  queste  linee;  ma  vai  meglio  dividere  una 
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delle  linee,  B per  esempio,  in  un  certo  numero  di  parli 
eguali  e di  cercare  il  massim«  multiplo  di  questa  fra- 
zione di  B contenuto  in  A.  Supponiamo  diviso  B in 
10  parti  eguali  e A maggiore  di  15  ma  minore  di  16  di 
queste  parti,  avremo 


A> 


15B 
10  ’ 


A< 


16B 
10  ’ 


dunque  il  rapporto  di  ^ è compreso  ® • (^“^dì 

Nola  I,  in  fondo  al  Volume). 

3.  — Si  chiama  unità  la  grandezza  assunta  come 
termine  di  paragone  fra  tutte  le  grandezze  della  stessa 
specie. 

Misurare  una  grandezza,  significa  paragonarla  alla 
sua  unità,  cioè  cercare  quante  unità  e parti  di  unità 
essa  contiene.  11  numero  intero  o frazionario  che  si  trova, 
esprime  il  rapporto  di  questa  grandezza  all’  unità. 

L’  unità  lineare  è la  diecimilionesima  parte  del 
quarto  della  circonferenza  della  terra,  ed  ha  ricevuto 
il  nome  di  metro.  Il  metro  è stato  suddiviso  in  parti 
di  dieci  in  dieci  volte  più  piccole,  che  sono:  il  deci- 
metro, decima  parte  del  metro  ; il  centimetro,  decimo 
del  decimetro  o centesimo  del  metro;  il  millimetro, 
decimo  del  centimetro  o millesimo  del  metro.  Si  soqo 
anche  formate  mediante  il  metro  unità  di  dieci  in  dieci 
volte  più  grandi,  che  sono:  il  decametro  o dieci  metri; 
l’ ettometro  o cento  metri  ; il  chilometro  o mille  metri  ; 
il  miriametro  o dieci  mila  metri. 

Per  misurare  una  linea  retta  maggiore  del  metro, 
si  porta  il  metro  su  questa  linea,  e se  vi  è contenuta, 
per  esempio,  7 volle  esattamente,  si  dice  che  la  lun- 
ghezza di  questa  retta  è di  7 metri.  Se  questa  retta  non 
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contiene  esattamente  il  metro,  essa  conterrà  un  certo 
numero  di  metri,  come  7,  e un  resto  minore  del  metro. 
Si  cerca  poi  quante  volte  questo  resto  contiene  il  deci- 
metro; se  è uguale  a 5 decimetri  aumentati  di  un  resto 
minore  del  decimetro,  si  misurerà  questo  nuovo  resto 
mediante  il  centimetro.  Supponiamolo  eguale  a 6 cen- 
timetri; la  lunghezza  della  retta  sarà  di  7 metri  56  cen- 
timetri. 

Se  la  retta  che  si  vuol  misurare  è minore  del  me- 
tro, si  troverà  la  sua  misura  per  via  del  decimetro,  del 
centimetro,  ec.,  come  nell’  esempio  precedente. 

Per  misurare  una  linea  spezzata , si  valutano  sepa- 
ratamente le  lunghezze  delle  rette  che  la  compongono 
e si  fa  la  somma  dei  numeri  che  si  sono  trovati. 


CJiPlTOIiO  li. 

Angoli. 


TEOnEMA  1. 

• 

Se  due  rette  AB,  CD  s’ incontrano,  gli  angoli  AEG, 
BED  opposti  al  vertice  sono  eguali,  (fig.  -i). 

Infatti  rivoltiamo  il  piano  dei  due  ' angoli  adia- 
centi BEC,  BED  e poniamolo  sul  piano  dei  due  angoli 
adiacenti  CEA,  CEB,  facendo  coincidere  i punti  E e le 
rette  DC,  AB.  I due  angoli  BEC,  CEB  essendo  eguali,  il 
lato  EB  del  primo  angolo  prende  la  direzione  di  EC,  lato 
del  secondo.  Dunque  gli  angoli  BED,  AEG  sono  eguali. 
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Corollario  I. — Supponiamo  che  la  linea  CD,  pri- 
ma situata  sulla  retta  AB,  si  muova  girando  intorno  al 
punto  G;  è chiaro  che  la  retta  CD  passerà  una  volta,  ed 
una  volta  sola,  per  una  posizione  nella  quale  gli  an- 
goli adiacenti  ÀEC,  GEB  sono  uguali.  Allora  i quattro 
angoli  formati  da  queste  due  linee  sono  uguali  ; giacché 
gii  angoli  AEG  e CEB  sono  rispettivamente  eguali  agli 
angoli  BED  e AED  come  opposti  al  vertice. 

Corollario  II.— Quando  due  linee  rette  che  s’in- 
contrano, formano  quattro  angoli  eguali  (fìg.  6.)^  si  dice 
che  runa  è perpendicolare  all’altra,  e si  dà  il  nome 
di  angolo  retto  a ciascuno  dei  quattro  angoli. 

AI  contrario  due  rette  sono  oblique  l’ una  all’  altra 
quando  incontrandosi  formano  angoli  disuguali.  à' 

In  virtù  del  Corollario  precedente  possiamo  dun- 
que dire  che  da  un  punto  preso  sopra  una  retta  si  può 
inalzare  una  perpendicolare  a questa  retta  e non  se  ne 
può  inalzare  che  una  sola. 

Corollario  III. — Tutti  gli  angoli  retti  sono  uguali. 

Un  angolo  si  dice  acuto  o ottuso  secondochè  è mi  • 
nore  o maggiore  di  un  angolo  retto. 

L’angolo  retto  è stato  preso  per  unità  d’angolo, 
perchè  solo  della  sua  specie  ; in  guisa  che  per  misurare 
un  angolo  bisogna  cercare  il  suo  rapporto  all’  angolo 
retto.  Vedremo  in  seguito  come  al  confronto  diretto  di 
due  angoli,  si  sia  sostituito  il  paragone  di  due  linee  che 
hanno  cogli  angoli  una  notevole  relazione. 

Due  angoli  sono  complementari  quando  la  loro 
somma  è uguale  a un  angolo  retto,  e si  dicono  sup- 
plementari quando  presi  insieme  equivalgono  a due 
retti. 
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TEOREiHii.  n. 

t 

Quando  una  linea  retta  AB  ne  incontra  un’  al- 
tra CD,  la  somma  di  due  angoli  adiacenti  AEG,  BEG, 
formati  da  queste  linee,  è uguale  a dm  angoli  retti. 

7.; 

Conduciamo  la  retta  EF  perpendicolare  ad  AB, 
avremo  : 

rangolo  AEC-i-CEB  = AEF-i-FEC  -i-  CEB  = AEF  -h  FEB. 

Ma  gli  angoli  AEF,  FEB  sono  retti,  dunque  la 
somma  degli  angoli  adiacenti  AEG,  GEB  è uguale  a due 
angoli  retti. 

Corollario  I.  — Se  (fig.  8)  per  un  punto  C di 
una  retta  AB  conduciamo  differenti  rette  da  una  stessa 
parte  di  AB,  la  somma  degii  angoli  adiacenti  consecu- 
tivi è uguale  a due  retti;  infatti  si  ha: 

ACD  DCE  ECF  + FCB  ACF  -}-  FCB  = 2 retti. 

Corollario  li.  — Se  (fig.  9)  per  un  punto  A di 
un  piano  si  conducono  sopra  questa  superfìcie  più 
rette  in  differenti  sensi,  la  somma  degli  angoli  adia- 
centi consecutivi  che  esse  formano  è uguale  a 1»  angoli 
retti. 

Prolunghiamo  DA  al  di  là  del  vertice  A e sosti- 
tuiamo all’  angolo  FAB  i due  angoli  FAG,  GAB  dei 
quali  esso  è la  somma.  Gli  angoli  adiacenti  consecutivi, 
situali  da  ciascuna  parte  di  DG,  valgono  insieme  due 
angoli  retti  ; dunque  la  somma  di  tutti  gli  angoli  for- 
mati attorno  al  punto  A è uguale  a h angoli  retti. 
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TEOREMA  111. 

Se  dite  angoli  adiacenti  ABC,  GBD  som  supple- 
mentari, i loro  lati  non  comuni  AB,  BD  sono  sulla  me- 
desima retta,  (fig.  40.) 

Conduciamo  pel  punto  B la  retta  BE  perpendico- 
lare ad  AB;  la  somma  degli  angoli  ABE,  EBD  è uguale 
a quella  degli  angoli  ABC,  GBD,  cioè  a due  retti.  Ma 
l’angolo  ABE  è retto,  dunque  EBD  è anche  retto  e 
le  due  linee  AB,  BD  che  sono  perpendicolari  a BE, 
nello  stesso  punto  B , formano  una  sola  retta. 

Corollario. — Se  più  angoli  ACD,  DCE, 

EGF,  FCB,  adiacenti  due  a due,  valgono  insieme  due 
angoli  retti,  i lati  estremi  AG,  GB  sono  sulla  medesima 
retta;  giacché  i due  angoli  adiacenti  ACF,  FCB  sono 
supplementari. 


jCAPITOIìO  hi. 

Della  Perpendicolare  e delle  Oblique. 

Si  chiama  piede  di  una  perpendicolare  e di  una 
obliqua  il  punto  in  cui  la  perpendicolare  o l’ obliqua  in- 
contra la  retta  alla  quale  è condotta. 

Se  da  un  punto  preso  fuori  di  una  retta  conduciamo 
a questa  retta  una  perpendicolare  e diverse  oblique , di- 
remo che  due  oblique  sono  egualmente  o disugualmente 
distanti  dalla  perpendicolare,  quando  i loro  piedi  sono  a 
distanze  eguali  o disuguali  da  quello  della  perpendicolare. 

Si  chiama  luogo  geometrico  una  linea,  retta  o curva, 
di  cui  tutti  i punti  hanno  una  proprietà  comune. 
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TEOnCMUL  I. 

Da  un  punto  0,  posto  fuori  di  una  retta  AB,  si 
può  condurre  una  perpendicolare  a questa  retta  e non 
se  ne  può  condurre  che  una  sola.  (ftg.  11). 

Facciamo  girare  la  parte  superiore  del  piano  della 
figura  attorno  alla  retta  AB,  sino  a che  coincida  colla 
parte  inferiore.  Sia  0'  il  posto  che  occupa  il  punto  0. 
Riportiamo  il  piano  nella  sua  prima  posizione  e uniamo 
i punti  0 ed  0'  colla  retta  00';  dico  che  00'  è perpen- 
dicolare ad  AB.  Infatti,  pieghiamo  nuovamente  il  piano 
seguendo  AB,  la  retta  CO  prende  la  direzione  di  CO', 
poiché  il  punto  0 cade  per  ipotesi  sul  punto  0'.  Dunque 
gli  angoli  adiacenti  OCB,  BCO'  sono  uguali  e la  retta  00' 
è perpendicolare  ad  AB. 

Qualunque  altra  retta  OD,  condotta  dal  punto  0 
sino  all’  incontro  di  AB,  è obliqua  a questa  linea  ; giac- 
ché, condotta  DO',  e piegata  la  figura  seguendo  AB, 
il  punto  0 cade  sul  punto  0'  e la  retta  DO  coincide 
con  DO'.  Quindi  l’ angolo  CDO  è uguale  all’  angolo  CDO' 
e per  conseguenza  minore  di  CDE;  laonde  la  retta  OD 
forma  con  AB  angoli  disuguali. 

TKOREMA  D. 

Se  d a un  punto  0., preso  fuori  di  una  rcffó  AB,  con- 
duciamo la  perpendicolare  e differenti  oblique  ad  AB, 

1“.  La  perpendicolare  è minore  di  qualunque  obli- 
qua; 

2®.  Due  oblique,  egualmente  distanti  dalla  perpen- 
dicolare, sono  eguali; 

3°.  Di  due  oblique,  disugualmente  distanti  dalla 
perpendicolare,  la  più  lontana  è la  maggiore. 
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1».  Siano  (fig.  il,)  OC  la  perpendicolare  ed  OD  una 
obliqua  qualunque,  condotte  dal  punto  0 ad  AD.  Pren- 
diamo sul  prolungamento  di  OC  la  linea  CO'  eguale  ad 
OC,  e tiriamo  la  retta  DO'.  Le  due  rette  OD,  O'D  sono 
eguali,  giacché,  se  facciamo  girare  la  figura  OCD  at- 
torno ed  AB  per  applicarla  sopra  O'CD , la  retta  OC 
prende  la  direzione  di  CO',  perchè  gli  angoli  OCD,  O’CD 
sono  retti  ; e poiché  OC  è uguale  a O'C  il  punto  0 coin- 
cide col  punto  0';  dunque  OD  è uguale  a O'D. 

Ala  la  retta  OCO'  è minore  della  linea  spezzata  ODO', 
dunque  OC,  metà  di  OCO',  è anche  minore  di  OD,  metà 
di  ODO'. 

2".  Prendiamo  (fig.  12)  sopra  AB,  da  ciascun  lato 
della  perpendicolare  OC,  lunghezze  uguali  CD,  CG  e 
conduciamo  le  oblique  OD,  OG  che  si  allontanano  egual- 
mente da  OC.  Per  dimostrare  che  queste  oblique  sono 
eguali,  facciamo  girare  OCD  attorno  ad  OC  sino  a che 
l’angolo  retto  OCD  coincida  con  OCG;  poiché ia  retta 
CD  è uguale  a CG,  il  punto  D si  applica  sul  punto  G, 
dunque  le  oblique  OD,  OG  sono  uguali. 

3®.  Consideriamo  (fig.  13)  le  due  oblique  OD,OE  che 
listano  disugualmente  dalla  perpendicolare  OC  e condu- 
ciamo dal  punto  D la  retta  DF  perpendicotare  ad  AB. 
Poiché  r angolo  ODA  è maggiore  di  Ol^C^a  retta  DF  è 
situata  nell’angolo  ODA;  dunque  essa  incontra  OE  in 
un  punto  F intermedio  fra  0 cd  E.  La  linea  retta  OD  è 
minore  di  OF  -t-  FD;  ma  la  pqrmjj^icolare  FD  è minore 
dell’obliqua  EF;  dunque  la  rma  OD  è à più  forte  ra- 
gione minore  di  OF  -f-  FE,  ovvero  (J^IE. 

Corollario  L — La  disianza  fra  un  puHTo  e una 
retta  si  misura  per  via  della  perpendicolare  condotta  da 
questo  punto  alla  retta,  perchè  essa  è la  più  corta  linea 
che  si  possa  condurre  dal  punto  alla  retta. 

Corollario  IL  — Da  un  punto  preso  fuori  di  una 
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retta  si  possono  condorre  a questa  Knea  due  sole  obli- 
que eguali. 

Corollario  III.  — Le  reciproche  dei  teorema  pre- 
cedente sono  evidenti^  giacché  questo  teorema  dimostra 
che  due  oblique  hanno  fra  loro  la  stessa  relazione  delle 
distanze  dei  loro  piedi  a quello  della  perpendicolare. 

TEOBEHA  UI. 

Se,  per  il  mezzo  C della  retta  AB,  si  conduce  la 
perpendicolare  GE  a questa  linea, 

1®.  Qualunque  punto  di  GE  è ugualmente  lontano 
dall’  estremità  di  AB  ; 

2°.  Qualunque  punto  esterno  a GE  è disugualmente 
distante  dalle,medesime  estremità  A e B.  ((ìg.  14.) 

1®.  Poiché  CA  é uguale  a GB,  le  oblique  DA,  DB, 
che  uniscono  un  punto  qualunque  D della  perpendico- 
lare GE  ai  ponti  A e B,  sono  uguali.  Dunque  qualunque 
ponto  D della  retta  GE  é ugualmente  lontano  da  A e B. 

2°.  Sia  F un  punto  esterno  a GE  e conduciamo  le 
rette  FA,  FB;  la  retta  GE  trovandosi  fra  i punti- A,  F, 
la  retta  AF  incontra  GE  nel  punto  E,  le  cui  distanze  ai 
punti  A e B sono  uguali.  Ma  FB  é minore  di  FE  -h  EB, 
ovvero  di  FE-t-EA;  dunque  il  punto  F é disugualmente 
distante  dall’  estremità  di  AB. 

Scolio.  — La  perpendicolare  DE  è il  luogo  geome- 
trico dei  punti  egualmente  lontani  da’  due  punti  A e B 

TCOREHA.  IV. 

1".  La  bisettrice  di  un  angolo  ha  ciascuno  dei  suoi 
punti  egualmente  lontano  dai  due  lati  di  quest’  angolo. 

2®.  Qualunque  punto  esterno  alla  bisettrice,  è dis- 
ugualmente distante  dai  medesimi  lati.  (fig.  15.) 
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1®.  Da  un  punto  qualunque  D della  retta  BO,  che 
divide  l’angolo  ABC  in  due  parti  eguali,  conduciamo  DE 
perpendicolare  al  Iato  BA,  e DF  perpendicolare  al 
Iato  BC.  te  rette  DE,  DF  sono  uguali,  giacché  se  fac- 
ciamo girare  l’angolo  ABO  attorno  a BO  e l’appli- 
chiamo sul  suo  eguale  CBO,  il  lato  BA  coincide  con 
BC  e la  retta  DE  perpendicolare  ad  AB  prende  la  di- 
rezione di  DF  perpendicolare  a BC;  dunque  i ponti  E, 
F coincidono,  e il  punto  D è ugualmente  distante  dai 
lati  AB,  BC  dell’angolo  ABC. 

2®.  Da  un  punto  G esterno  a BO,  conduco  le  rette 
GH  e GN  rispettivamente  perpendicolari  a BA  e BC.  La 
retta  GII  incontra  la  bisettrice  BO  nel  punto  L,  dal  quale 
tiro  LM  perpendicolare  a BC,  ed  unisco  il  punto  M con  G. 
La  perpendicolare  GN  è più  corta  dell’obliqua  GM,  la 
quale  è minore  di  GL  LM;  dunque  a più  forte  ragione 
GN  è minore  di  GL-t-LM  ovvero  di  GL  + LH;  dunque 
il  punto  G è disugualmente  distante  dai  lati,  dell’  an- 
golo ABC. 

Scolio.  — Il  luogo  geometrico  dei  punti  egualmente 
lontani  da  due  rette  che  si-  tagliano  è il  sistema  delle 
bisettrici  degli  angoli  formati  da  queste  rette. 


CAPITOliO  IV. 
Delle  Bette  parallele. 


Quando  (fìg.  16)  due  linee  rette  AB,  CD  sono  in- 
contrate da  una  terza  EF,  formano  con  questa  linea 
otto  angoli  che,  considerati  due  a due,  hanno  ricevuto 
nomi  particolari.  Per  rendere  più  semplici  gli  enunciati, 
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indicheremo  ciascuno  di  questi  angoli  con  una  lettera 
posta  tra  i suoi  lati. 

1°.  Si  chiamano  corrispondenti  due  angoli  non 
adiacenti  H e N,  che  sono  uno  interno,  l’altro  esterno 
alle  rette  AB,  CD  e dallo  stesso  lato  della  secante  EF. 

2°.  Due  angoli  non  adiacenti  H e R diconsi  alterni- 
interni  quando  sono  compresi  tra  le  due  rette  AB,  CD, 
e situati  dalle  due  parti  della  secante. 

3°.  Due  angoli  non  adiacenti  N,  L diconsi  alterni- 
esterni  quando  non  sono  compresi  tra  AB  e CD  e si 
trovano  a differenti  lati  della  secante. 

4°.  Due  angoli  H,  M diconsi  interni  quando  sono  si- 
tuati tra  le  linee  AB,  CD  e dalla  stessa  parte  della  se- 
cante. 

50.  Due  angoli  G,  N diconsi  esterni  quando,  essendo 
situati  dallo  stesso  lato  della  secante,  non  sono  com- 
presi tra  AB  e CD. 


Ammetteremo  come  evidente  che  se  due  rette (fig.il) 
DC,  AF  sono  una  perpendicolare  e V altra  obliqua  so- 
pra AD,  queste  due  linee  prolungate  s' incontreranno  ('). 

TEOREMA.  1. 

Da  un  punto  A si  può  condurre  una  parallela  a 
una  retta  BC,  ma  non  se  ne  può  condurre  che  una  sola. 

(h-  iV 

Conduciamo  pel  punto  A,  la  retta  AD  perpendico- 
lare a BG  e la  retta  GE  perpendicolare  ad  AD.  Le  due 
linee  BG,  GE  non  possono  incontrarsi,  altrimenti  pel (*) 


(*)  Questa  proposizione  è il  famoso  Postulatum  V di  Euclide , sul  quale 
1’  eminente  geometra  fondò  la  teoria  delle  parallele.  Per  coloro  che  ne  avessero 
vaghezza  riponiamo  in  fondo  al  volume  la  dimostrazione  che  ne  ha  falla  Ber- 
trand di  Ginevra,  riputata  una  delle  migliori.  (X.) 
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punto  di  concorso  si  sarebbero  condotte  due  perpendi- 
colari sopra  AD;  lo  che  è impossibile.  Dunque  GE  è 
parallela  a BG. 

Pel  punto  A non  si  può  condurre  un’  altra  paral- 
lela a BG;  infatti  una  linea  AF  diversa  da  AE,  sarebbe 
obliqua  ad  AD  e per  conseguenza  incontrerebbe  BG. 

Gorollario.  — Due  rette,  parallele  ad  una  terza, 
sono  parallele  tra  loro. 

Infatti  se  le  due  rette  s’incontrassero,  si  sarebbero 
condotte  due  parallele  da  uno  stesso  punto  ad  una  stessa 
retta. 


TBOAEMA  U. 

Se  dm  rette  AB,  GD  fanno  con  una  secante  GH  due 
angoli  corrispondenti  eguali  AEH,  GFII, 

1®.  Gli  angoli  alterni-interni  sono  eguali  ; 

2®.  Gli  angoli  alterni- esterni  sono  eguali; 

3®.  Gli  angoli  interni  sono  supplementari; 

4®.  Gli  angoli  esterni  sono  pure  supplementari; 

5®.  Le  rette  AB,  GD  sono  parallele,  (fig.  i8.) 

1®.  L’angolo  AEH  è uguale  a GFH  per  ipptesi, 
r angolo  EFD  è anche  uguale  a GFII  come  opposto  al  ^ 
vertice.  Dunque  gli  angoli  alterni-interni  AEH,  EFD 
sono  eguali. 

2®.  Similmente  ciascuno  degli  angoli  alterni-esterni 
GFH,  GEB  è uguale  ad  AEH;  dunque  essi  sono  uguali 
Ira  loro. 

3®.  L*  angolo  AEH  è uguale  per  ipotesi  a GFH  che 
è il  supplemento  di  GFE;  dunque  i due  angoli  interni 
AEH,  GFE  sono  supplementari. 

4®.  Gli  angoli  esterni  AEG,  GFH  valgono  insieme 
due  angoli  retti,  perchè  l’angolo  GFH  è uguale  ad  AEF, 
che  è il  supplemento  di  AEG. 

2 
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5“.  Dal  punto  medio  0 della  retta  £F , conduciamo 
MN  parallela  ad  AB  e facciamo  girare  la  Ggura  NDiFD 
attorno  al  punto  0 , nel  suo  piano,  sino  a che  OF  coin- 
cida con  OE , che  l’ è uguale.  1 due  angoli  MOE , NOF 
essendo  uguali , la  retta  ON  prende  la  direzione  di  OM. 
Similmente  la  retta  FD  prende  la  direzione  di  EA , per 
1’  uguaglianza  degli  angoli  OFD,  OEA.  Ma  la  retta  E A 
è parallela  ad  MN  ; dunque  CD  è anche  parallela  adMN 
e per  conseguenza  ad  AB  ('). 

TEOBEMA  nn. 

Se  due  rette  AB,  CD  tono  parallele,  formano  con 
una  secante  qualunque  GH , 

1”.  Gli  angoli  corrispondenti  eguali; 

2°.  Gli  angoli  altemi-interni  eguali; 

3“.  Gli  angoli  alterni-esterni  eguali  ; 

h°.  Gli  angoli  interni  supplementari-, 

5®.  Gli  angoli  esterni  anche  supplementari,  (fig.  i 9.) 

1".  1 due  angoli  corrispondenti  AEH,  CFH  sono 
eguali.  Infatti  se  dal  punto  E si  conduca  una  retta  che 
formi  con  EF  un  angolo  eguale  a CFH,  questa  linea  è 
parallela  a CD  ; dunque  essa  coincide  con  AB  ; e l’ an- 
golo AEH  è uguale  a CFH. 

2°.  Dall’  eguaglianza  degli  angoli  corrispondenti  ri- 
sulta che  1“  gli  angoli  alternMnterni  sono  eguali  ; 2®  gli 
angoli  alterni-esterni  sono  eguali;  3°  gli  angoli  interni 


(*)  Questo  quinto  caso  può  dimostrarsi  ancora  nel  segoento  modo; 

Dall’uguaglianza  degli  angoli  AEH,  CFH  si  deduce  quella  degli  angoli 
GEB,  GFD  , che  sono  rispettivamente  uguali  ai  primi.  Quindi  l’ ipotesi  fatta  da 
una  parte  della  secante , cioè  che  gli  angoli  corrispondenti  AETI , CFH  siano 
uguali , si  riproduce  identicamente  dall*  altra  parte  della  secante  medesima  ; tal- 
ché apparisce  evidente > che  se  le  rette  AB,  CD  potessero  incontrarsi  da  una 
parte , dovrebbero  incontrarsi  anche  dalla  parte  opposta , lo  che  è impossibile. 
Dunque  AB  c parallela  a CD.  (T.) 
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sono  supplementari  ; 4“  gli  angoli  esterni  sono  supple- 
mentari. 

Scolio.  — Le  proposizioni  contrarie  delle  dne  pre- 
cedenti sono  vere. 


TEOREILA  IV. 

Due  angoli  » cui  lati  sono  paralleli  due  a due  sono 
eguali  o supplementari,  (fig.  20). 

Consideriamo  in  prima  gli  angoli  ABC,  DBF  i cui 
lati  sono  paralleli  e diretti  nello  stesso  senso  ; questi  an- 
goli sono  eguali.  Infatti  prolunghiamo.  DE  sino  a che 
incontri  BC;  gli  angoli  ABC,  DGC  sono  eguali  come 
corrispondenti  ; gli  angoli  DBF , DGC  sono  anche  eguali 
per  la  medesima  ragione,  dunque  l’angolo  ABC  è eguale 
a DBF. 

Gli  angoli  ABC,  HEG  i cui  lati  sono  paralleli  e 
diretti  in  senso  contrario  sono  eguali;  poiché  entrambi 
questi  angoli  sono  eguali  all’  angolo  DBF. 

Finalmente  gli  angoli  ABC,  DEH  che  hanno  i lati 
AB,  ED  paralleli  e diretti  nello  stesso  senso  e i lati  BC, 
EH  paralleli  e diretti  in  senso  contrario,  sono  supple- 
mentari. Infatti  l’angolo  ABC  è uguale  a DEF,  supple- 
mento di  DEH.  Dunque  ABC,  DEH  sono  supplementari. 

TEOREMA  V. 

Due  angoli  che  hanno  i lati  perpendicolari  due  a 
due  sono  eguali  o supplementari,  (fig.  21). 

Siano  ABC,  DEF  due  angoli  della  medesima  specie 
i cui  lati  sono  rispettivamente  perpendicolari  ; dico 
che  essi  sono  eguali.  Infatti  conduciamo  le  linee  BH 
e BK  rispettivamente  parallele  ad  EF  e ad  ED,  e nello 
stesso  senso  ; 1’  angolo  KBII  è uguale  a DEF.  Poiché  gli 
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angoli  ABK,  GBH  sono  retti,  gli  angoli  KBH,  ABC  sa- 
ranno eguali  perchè  complementi  dello  stesso  ango- 
lo ABH;  quindi  ABC  è uguale  a DEF. 

L’ angolo  DEG,  supplemento  di  DEF , e I’  angolo 
ABC  hanno  anche  i loro  lati  perpendicolari  ma  sono 
suppleinentarì. 


CAPlTOliO  V. 
Triangoli. 


Si  chiama  triangolo  (fig.  23)  la  porzione  di  piano 
compresa  fra  tre  rette  che  s’ incontrano  due  a due.  Le 
parti  AB,  BG,  AG  di  queste  rette  comprese  tra  i punti 
d’ intersezione  sono  i lati  del  triangolo.  Gli  angoli  che 
formano  queste  linee  e i vertici  di  questi  angoli  sono 
chiamati  gli  angoli  e i vertici  del  triangolo. 

In  un  triangolo  si  distinguono  sei  elementi  : tre  iati 
e tre  angoli.  — Il  triangolo  è equilatero  o equiangolo 
< quando  i tre  Iati  o i tre  angoli  sono  eguali.  È isoscele 
se.  ha  due  lati  eguali  ; rettangolo  se  ha  un  angolo  retto. 
Il  lato  opposto  all’angolo  retto  ha  ricevutoci  nome  d’t^o* 
tenusa. 


TEORKIIA.  1. 

Ciascun  lato  di  un  triangolo  è minore  della  somma 
degli  altri  due.  (fig.  23.) 

Infatti  ciascun  lato  AB  è minore  della  linea  spez- 
zata AG  4-  BC  formata  dagli  altri  due  lati. 
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Scolio.  — Se  si  osserva  che  la  relazione 
AB<AC  + BC 

può  scriversi  nel  seguente  modo 

BC>AC  — AB; 

si  ha  quest’auro  enunciato  del  teorema  precedente: 
Ciascun  lato  è maggiore  della  differenza  degli 
altri  due. 


TEOREBIA  U. 

La  somma  dei  tre  angoli  di  un  triangolo  qualun- 
que è uguale  a due  angoli  retti,  ^fig.  SS.) 

Prolunghiamo  il  lato  AB  del  triangolo  ABC  al  di 
là  del  vertice  B e per  questo  punto  conduciamo  BE  pa^ 
rallela  ad  AG.  La  somma  dei  tre  angoli  adiacenti  ABC, 
CBE , EBD,  è uguale  a due  angoli  retti  ; ma  l’ angolo 
CBE  è uguale  ad  ACB,  come  altemo-interno  ; EBD  è 
uguale  a CAB , come  corrispondente , dunque 

ABC  ACB  ~f~  CAB  2 retti. 

Corollario  I.  — L’ angolo  CBD  formato  dal  lato 
BC  e dal  prolungamento  BD  del  lato  AB  ^ è detto  ester- 
no; ed  è uguale  alla  somma  dei  due  angoli  interni  CAB , 
ACB  che  non  gli  sono  adiacenti. 

Corollario  II.  — Un  triangolo  può  avere  un  solo 
angolo  retto  o un  solo  angolo  ottuso;  gli  altri  due  an- 
goli sono  acuti.  — I due  angoli  acuti  di  un  triangolo 
rettangolo  sono  complementari. 

Corollario  III.  — Ciascuno  degli  angoli  di  un 
triangolo  equiangolo  è uguale  ai  due  terzi  di  un  angolo 
retto. 
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Corollario  IV.  — Se  due  angoli  di  un  triangolo 
sono  rispettivamente  eguali  a due  angoli  di  un  altro 
triangolo,  il  terzo  angolo  del  primo  triangolo  è uguale 
al  terzo  angolo  del  secondo. 

TEOREHA.  UBI. 

Due  triangoli  sono  eguali  quando  hanno  un  angolo 
eguale  compreso  tra  due  lati  rispettivamente  eguali, 
(fig.  23). 

Siano  ABC,  DEF  i triangoli  dati,  e sia  il  lato 
AB  = DE  il  lato  ACi=:DE  e*  1?  angolo  A = D.  Dico 
che  questi  triangoli  sono  eguali.  Infatti  sovrapponiamo 
il  triangolo  DEF  sopra  ABC  e poniamo  il. punto  D sul 
punto  A,  il  punto  £ sul,  punto  B ; poiché  l’ angolo  D è 
uguale  ad  A , il  Iato  DF  prende  lai  direzione  di  AG  ; e i 
punti  F e G coincidono  a causa  dell’eguaglianza  dei 
lati  DF,  AG.  Dunque  i lati  EF,  BG  coincidono  anche  essi, 
e i due  triangoli  ABC,  DEF  sono  eguali; 

Corollario  L—Daireguaglianzadei  triangoli  ABC, 
DEF  si  deduce  che  il  latoEF  è uguale  a BG,  Fangolo  E 
è uguale  a B e l’ angolo  F a C. 

Corollario  II. — Un  triangolo  è determinato  quando 
sono  dati  due  lati  e F angolo  compreso. 

TEOREMA.  W. 

Due  triangoli  sono  uguali  quando  hanno  un  lato 
eguale  adiacente  respettivamente  a due  angoli  eguali, 
(fig.  23). 

Sia  il  lato  EF  = BG , l’ angolo  E = B,  l’ angolo  F =C  ; 
dico  che  questi  triangoli  sono  eguali. 

Sovrapponiamo  il  triangolo  DEF  sopra  ABC  e po- 
niamo il  punto  E sopra  B,  il  punto  F sopra  C.  Poiché  i 
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‘ due  angoli  E,  B sono  eguali,  il  lato  ED  prende  la  dire- 
zione di  BA  ; parimente  il  lato  FD  prende  la  direzione 
di  CA  per  l’eguaglianza  degli  angoli  F e C;  dunque  il 
punto  D,  comune  alle  due  rette  ED,  FD,  coincide  con 
l’ intersezione  A delle  due  linee  BA,  CA,  e i due  trian- 
goli ABC,  DEF  sono  eguali. 

Corollario  I. — Da  questa  dimostrazione  si  de- 
duce che  l’angolo  D= A,  il  lato  DE=AB,  il  lato  FD=AC. 

Corollario  li. — Un  triangolo  è determinato  quando 
sono  dati  un  lato  e i due  angoli^  adiacenti. 

Corollario  III.  — Due  triangoli  rettangoli  sono 
eguali  se  hanno  V ipotenusa  ed  un  angolo  acuto  rispet- 
tivamente eguali. 

Infatti  gli  altri  due  angoli  acuti  di  questi  triangoli 
sono  anche  eguali,  come  complementi  di  angoli  eguali. 
Dunque  i triangoli  sono  eguali  perchè  aventi  due  an- 
goli e il  lato  compreso  rispettivamente  egualL 

Quindi  un  triangolo  rettangolo  è determinato  quando 
sono  dati  l’ ipotenusa  ed  un  angolo  acuto. 

TEenSVA  T. 

Due  triangoli  sono  eguali  se  hanno  i tre  lati  rispet- 
tivamente eguali,  (fìg.  24.) 

Sieno  ABC,  ABD  due  triangoli  aventi  il  lato  AB 
comune,  il  lato  AC  eguale  ad.  AD  ed  il  lato  BC  eguale 
a BD;  dico  che'  ea»  sono  eguali. 

Infatti  ciascuno  dei  punti  A,  B è egualmente:  di- 
stante da  C e da  D ; dunque  Ih  retta  AB  è perpendico- 
lare sul  mezzo  di  CD:  Se  sovrapponiamo  il  triangolo  DAB 
sopra  CAB,  facendolo  girare  intorno  ad  AB,  la  retta  ED 
prende  la  direzione  di  EC  e le  loro  estremità  D,  C coin- 
cidono, perchè  queste  rette  sono  perpendicolari  ad  AB  ed 
eguali  tra  loro.  Dunque  il  lato  DB  coincide  con  CB  ed  il 


Digilized  by  Google 


24  GEOMETRIA  PIANA. 

Iato  DÀ  con  GÀ,  e per  conseguenza  i triangoli  sono  eguali. 

Corollario  I.  — Dall’  eguaglianza  dei  due  trian- 
goli emerge  quella  degli  angoli  opposti  ai  lati  eguali. 

Corollario  IL— Un  triangolo  è determinato  quando 
sono  dati  i suoi  tre  Iati. 

Corollario  III.  — Due  triangoli  rettangoli  sono 
eguali,  se  hanno  V ipotenusa  ed  un  altro  lato  rispet- 
tivamente eguali,  (fig.  ^5.) 

Sieno  ABC,  ÀDG  due  triangoli  rettangoli  aventi  il 
lato  comune  AG  e le  ipotenuse  AB,  AD  eguali.  Poiché 
gli  angoli  ACB,  ACD  sono  retti,  la  linea  BGD  è retta  e 
le  due  oblique  eguali  AB,  AD  si  allontanano  egualmente 
dalla  perpendicolare  AG.  Dunque  il  lato  BC  è uguale  a DC, 
e i due  triangoli  hanno  tre  lati  eguali  rispettivamente. 

Quindi  un  triangolo  rettangolo  è determinato  quando 
sono  dati  l’ ipotenusa  e un  altro  lato. 

Scolio.  — Due  triangoli  che  hanno  gli  angoli  ri- 
spettivamente eguali  non  sono  necessariamente  eguali  ; 
giacché  tirando  una  parallela  a uno  dei  lati  di  un  trian- 
golo (fig.  26),  se  ne  forma  un  altro  i cui  angoli  sono 
eguali  a quelli  del  primo,  senza  che  questi  triangoli 
sieno  eguali. 


«EOliBIIA.  Vi» 

Se  due  triangoli  hanno  due  lati  rispettivamente 
eguali  e gli  angoli  compresi  fra  questi  lati  disuguali, 
il  lato  opposto  al  maggiore  dei  due  angoli  è maggiore 
di  quello  che  è opposto  all’  altro  angolo,  (fig.  27.) 

Sieno  i due  triangoli  ABC,  ABD  che  hanno  il  Iato 
AB  comune,  il  lato  AC  eguale  ad  AD  e l’angolo  BAG 
maggiore  di  BAD;  dico  che  il  lato  BC  è maggiore  di  Bl). 
Dividiamo  l’angolo  CAD  in  due  parti  eguali  per  via 
della  retta  AE.  Questa  linea,  situata  nell’  angolo  CAB 
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maggiore  di  BAD,  incontra  il  lato  BC  nel  punto  E,  che 
uniamo  a D colla  retta  DE.  1 due  triangoli  CAE,  DAE 
avendo  un  angolo  eguale  compreso  tra  due  lati  eguali, 
sono  eguali,  e CE  = DE.  Ma  BD  è minore  di  BE  + ED 
ovvero  di  BE  + EC;  dunque  BD  è minore  di  BC. 

Corollario  I.  — Se  due  triangoli  hanno  un  lato  di- 
suguale e gli  altri  due  rispettivamente  eguali,  l’angolo 
opposto  al  lato  maggiore  è maggiore  dell’angolo  op- 
posto all’  altro  lato. 

Questa  reciproca  è una  conseguenza  evidente  delle 
due  proposizioni  precedenti. 

Corollario  li. — Il  teorema  III  e il  precedente 
provano,  che  se  due  triangoli  hanno  due  lati  rispettiva- 
mente uguali,  i terzi  lati  di  questi  triangoli  hanno  ira 
loro  la  stessa  relazione  degli  angoli  opposti,  cioè  che 
questi  lati  sono  eguali  o disuguali  a seconda  che  gli  an- 
goli opposti  sono  eguali  o disuguali,  e che,  nel  caso  della 
disuguaglianza,  il  lato  maggiore  è opposto  all’angolo 
maggiore. 


TEOBElUi  TlI. 

Se  un  triangolo  ha  due  angoli  eguali,  i lati  oppo- 
sti a questi  angoli  sono  eguali,  (fig.  SS.) 

Sia  ABD  il  triangolo  dato,  l'angolo  B uguale  al- 
l’angolo D;  dico  che  AB  è uguale  ad  AD.  Dividiamo  l’an- 
golo BAD  in  due  parti  eguali  colla  retta  AC.  Poiché  l’an- 
golo BAC  è uguale  a CAD  e l’ angolo  ABC  ad  ADC  per 
ipotesi,  il  terzo  angolo  ACB  del  triangolo  ABC  è uguale 
al  terzo  angolo  ACD  del  triangolo  ÀCD;  dunque  questi 
triangoli,  che  hanno  un  lato  comune  AC  adiacente  a 
due  angoli  eguali,  sono  eguali  e si  ha  il  luto  AB  uguale 
ad  AD. 

Corollario.  — La  bisettrice  AC  dell’  angolo  BAD 
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divide  in  due  parti  eguali  il  lato  opposto  BD  e gli  è per- 
pendicolare. 

Scolio.  — Un  triangolo  equiangolo  è equilatero. 

TEOREMA  Tin 

Se  nn  triangolo  ABC  ha  due  angoli  disuguali  BAC, 
BOA,  il  lato  BC,  opposto  alV  angolo  maggiore  BAC,  è 
maggiore  del  lato  AB,  opposto  all’altro  angolo,  (fig.  28.) 

Conduciamo  dal  punto  A,  nell’  angolo  BAC,  la  retta 
DA  in  guisa  tale  che  l’ angolo  DAC  sia  eguale  a BCA. 
Poiché  il  triangolo  ADC  ha  due  angoli  eguali,  i Iati  DA, 
DC,  opposti  a questi  angoli,  sono  eguali.  Ma  nel  trian- 
golo ABD  il  lato  AB  è minore  di  BD-+-AD,  ovvero  di 
BD-hDC;  dunque  AB  è minore  di  BC. 

Scolio. — Le  reciproche  delle  due  proposizioni  pre- 
cedenti sono  evidenti.  Quindi:  In  un  triangolo  che  ha 
due  lati  uguali,  gli  angoli  opposti  sono  uguali.  — Un 
triangolo  equilatero  è equiangolo.  — In  qualunque 
triangolo,  che  abbia  due  lati  disuguali,  il  lato  mag- 
giore è opposto  all’  angola  maggiore. 


cAPEToiiO  yn. 

Poligoni. 


Si  chiama  Poligono  una  porzione  di  piano  termi- 
nata da  linee  rette.  L’insieme  di  queste  linee,  che  di- 
consi  lati,  forma  il  contorno  o il  perimetro  del  poligono. 

Gli  angoli  e i vertici  di  un  poligono  sono  gli  angoli 
formati  dai  suoi  lati  c i vertici  dei  suoi  angoli. 


Digitized  by  Google 


LIBRO  PRIMO. 


27 


Un  poligono  dicesi  regolare  quando  ha  i lati  eguali 
e gli  angoli  eguali. 

U poligono  di  tre  lati  è il  triangolo;  quello  di  quat- 
tro si  chiama  quadrilatero;  quello^  di  cinque,  penta- 
gono; quello  di  sei,  esagono;  ec. 

Un  poligono  dicesi  convesso,  quando  si  trova  inte- 
ramente da  una  stessa  parte  delle  rette,  indeflnitamente 
prolungate,  che  lo  terminano.  Nel  caso  contrario  si  dice 
che  è concavo^ 

11  perimetro  di  un  poligono  convesso  ABGDE 
non,  può  essere  incontrato  in  più  di  due  punti  da  una  ^ 
linea  retta  MN.  (fig,  29.)  Sieno  G,  F i punti  nei  quali 
MN  interseca  i due  lati  AB,  CD;  dico  che  MN  non  può 
incontrare  il  perimetro  in  altri  punti.  Infatti  i due  punti 
G,  F sono  da  una  medesima  parte  di  ciascuna  delle 
rette  DE,  AE,  ec.  Dunque  la  linea  GF  non  incontra  al- 
cuna dii  queste  rette. 

Dicesi  diagonale  la  retta  che  unisce  due  vertici  non 
consecutivi*  di' un  poligono. 

Tra  i quadrilateri  si  distinguono  : 

Il  trapezio,  di  cui  due  lati  sono  paralleli,  (fig.  30.) 

M parcdlelo grammo , i cui  lati  opposti  sono  paral- 
leli (fig.  31. )i 

La  losanga.,  che  ha  i lati  uguali  e gli  angoli  disu- 
guali. (fig.  32.) 

Il  rettangolo,  che  ha  gli  ^goli  eguali  e i lati  di- 
suguali. (fig.  33.) 

il  quadrato,  che  ha  i lati  eguali  e gli  angoli  eguali. 


(fig.  34.) 


TEOBESIA  1. 

La  somma  degli  angoli  interni,  di  un  poligono 
convesso  è uguale  a tante  volte  due  angoli  retti  quanti 
sono  i lati  meno  due.  (fig.  35.) 
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• Tiriamo  nel  poligono  ABCDEF  e pel  vertice  A,  le 
diagonali  AC,  AD,  AE  ; verremo  a decomporre  il  poli- 
gono in  tanti  triangoli  quanti  sono  i Iati  meno  due. 
Giacché  questi  triangoli  hanno  il  punto  A per  vertice 
comune  e per  base  i differenti  lati  del  poligono,  eccet- 
tuati i due  lati  AB,  AF.  Poiché  la  somma  degli  angoli 
di  ciascun  triangolo  é uguale  a due  retti,  quella  degli 
angoli  di  tutti  i triangoli  é uguale  a due  retti  ripetuti 
tante  volte  quanti  sono  i triangoli.  Ma  la  somma  degli 
angoli  del  poligono  è uguale  a quella  degli  angoli  di 
tutti  i triangoli  ; dunque  questa  somma  é uguale  a tante 
volte  due  retti  quanti  sono  i lati  meno  due. 

Corollario  I.  — Se  indichiamo  con  n il  numero 
dei  lati  del  poligono,  la  somma  dei  suoi  angoli  è uguale 
a 2 («  — 2)  retti,  o a (2  « — 4)  retti.. 

Corollario  II.  — Il  valore  di  uno  degli  angoli  di 
un  poligono  equiangolo  si  ottiene  evidentemente  divi- 
dendo il  valore  della  loro  somma  pel  loro  numero.  Cosi 
l’angolo  di  un  poligono  equiangolo  di  n lati  avrà  per 

valore di  un  angolo  retto. 

n 

Scolio.  — La  somma  degli  angoli  di  un  quadrila- 
tero é uguale  a quattro  retti.  Dunque  ciascuno  degli  an- 
goli del  rettangolo  o del  quadrato  è retto. 

TEonEMA  n. 

Se  si  prolungano  nella  stessa  direzione  tutti  i lati 
di  un  poligono  convesso,  la  somma  degli  angoli  esterni 
formati  in  tal  guisa  è uguale  a quattro  retti,  (fig.  36.) 

Poiché  ciascun  angolo  esterno  ABG  é il  supple- 
mento del  suo  adiacente  interno  ABG,  la  somma  degli 
angoli  tanto  esterni  quanto  interni,  é uguale  a due  an- 
goli retti  ripetuti  tante  volte  quanti  sono  i vertici  del 
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polìgono;  dunque  questa  somma  è uguale  a 2 n retti ^ 
se  n è il  numero  dei  lati.  Ma  gli  angoli  interni  valgono 
insieme  2 « — 4 retti;  dunque  l’eccesso  di  2 n retti  so- 
pra (2n— -4)  retti,  cioè  quattro  retti,  rappresenta  la 
somma  degli  angoli  esterni  (‘). 


TE4»R»A  m. 


Due  poligoni  della  medesima  specie  sono  eguali 
quando  tutti  i lati  e gli  angoli  sono  eguali  e disposti 
nel  medesimo  ordine,  eccetto  due  lati  consecutivi  e l’an- 
golo compreso  fra  essi.  (fig.  40.) 

Consideriamo  i due  pentagoni  ABCDE,  A'B'C'D'E'. 
Sieno  il  lato  AB  ==  A'B',  BC  = B'C',  CD  C'D',  e l’ an- 
golo A = A',  B = B',  C = C',  D = D'.  Per  dimostrare 
l’eguaglianza  di  questi  poligoni, sovrapponiamo  gli  angoli 
eguali  E' A'B',  EAB;  poiché  i lati  A'B',  AB  sono  eguali,  il 
punto  B'  coincide  con  B e,  per  l’eguaglianza  degli  an- 
goli B',  B , il  lato  B'C'  prende  la  direzione  di  BC.  Ma  B'C' 
è uguale  a BC,  dunque  il  punto  C'  si  applica  sopra  C e 
il  lato  C'D'  si  dirige  verso  CD.  Poiché  questi  lati  e gli 
angoli  D',  D sono  eguali,  il  punto  D'  coincide  con  D e 
il  lato  D'E'  prende  la  direzione  di  DE.  Dunque  ì ver- 
tici E',  E coincidono  e i due  poligoni  sono  eguali. 

Scolio.  — L’eguaglianza  di  due  poligoni  di  n lati  è 
conseguenza  dell’eguaglianza  di  n — 2 lati  ed  z»  — < 1 an- (*) 


(*)  Quello  teorema  può  diraostrarsi  con  grande  facilitìi  nel  seguente  modo; 

Conduciamo  per  un  punto  O,  preso  nel  piano  del  poligono,  rette  parallele 
ai  lati  del  poligono  e dirette  secondo  i prolungamenti  dei  medesimi  ; è chiaro  che 
gli  angoli  fatti  intorno  al  punto  O saranno  rispettivamente  eguali  agli  angoli  esterni 
del  poligono;  ma  la  somma  dei  primi  eipiivale  a quattro  retti,  quindi  anche  la 
somma  dei  secondi  pareggia  quattro  retti. 

Da  questa  proposizione  o dalla  precedente  si  deduce  che  un  poligono  con- 
vesso non  può  avere  pià  di  tre  angoli  acidi.  (T.) 
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goli  ; dunque  essa  dipende  da  2 n — 3 condizioni  diffe- 
renti (‘). 


TKOREMA  IV. 

Due  poligoni  della  medesima  specie  sono  eguali 
quando  all’  eccezione  di  un  lato  e dei  due  angoli  adia- 
centi le  altre  parti  sono  eguali  e disposte  nello  stes- 
s’ ordine. 

Questo  teorema  si  dimostra  per  via  della  sovrappo- 
sizione diretta  dei  due  poligoni. 

’TEOREMA  V. 

Due  poligoni  della  medesima  specie  sono  eguali 
quando , all’  eccezione  di  tre  angoli  consecutivi , le 
altre  parti  sono  eguali  e disposte  nel  piedesimo  ordine. 

La  dimostrazione  è analoga  alla  precedente  (*). 

(•)  Un  poligono  di  n lati  è determinato  generalmente  da  2n — 3 condizioni. 
Questa  pToposixiooe  può  dimostrarsi  direttamente  nel  seguente  modo  ; 

Supponiamo  che  il  teorema  sia  provato  per  un  poligoDo  din  — 1 lati  ; di- 
mostrerò eh' è vero  anche  per  un  poligono  di  n lati.  Costruisco  sopra  un  lato  del 
poligono  di  n — 1 lati  un  trian^lo.  i cui  lati  non  si  trovino  sul  prolungamento 
di  quelli  adiacenti  del  poligono  -,  cosi  avrò  aumentato  il  poligono  di  un  lato  ed 
aggiunto  contemp  'aneamentc  due  condizioni , quelle  cioè  necessarie  per  la  de- 
terminazione del  triangolo.  Quindi  possiam  dire  in  generale  che:  se  il  nu- 
mero dei  lati  di  un  poligono  è aumentato  di  uno , il  numero  degli  elementi  ne- 
cessari! per  la  determinazione  del  poligono  cresce  di  due.  Ora  per  un  poligono 
din  — 1 lati  il  numero  delle  condizioni  è dato  da  2 (n  — 1)  — 3;  quindi  per 
un  poligono  di  n lati  questo  numero  sarà  dato  da  3r  — 3.  Ma  il  teorema  ha  luogo 
pel  triangolo  , quindi , ec. 

Laonde  un  quadrilatero  è determinato  in  generale  da  5 condizioni,  il  pen- 
tagono da  7,  l’ esagono  da  9 , ec. 

E chiaro  poi  che  un  poligono  regolare  c determinato  quando  è conosciuto 
un  solo  dei  suoi  lah. 

Osserviamo  ancora  che  un  trapeno  è determinato  da  quattro  condizioni, 
un  parallelogrammo  da  tre,  una  losanga  o un  rettangolo  da  due , e finalmente  un 
quadrato  da  una  sola.  (T.) 

(^)  Enuncio  senza  dimostrarlo  quest’altro  caso  di  eguaglianza  dei  poligoni* 

Due  poligoni  ABCDEF , A’B'C’D’E't’’  sono  uguali  quando  hanno  il  lato 
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/ lati  opposti  e gli  angoli  opposti  di  un  paralle- 
logrammo sono  eguali,  (fig.  41.) 

Tiriamo  la  diagonale  AC  del  parallelogrammo  À6CD; 
i due  triangoli  ABC,  ADG  hanno  il  lato  AC  comune, 
l’ angolo  BAC  uguale  ad  ACD  come  alterni-in terni  ri- 
spetto alle  parallele  AB,  CD,  e gli  angoli  BCA,  DAC 
eguali  per  la  stessa  ragione  ; dunque  i triangoli  ABC, 
ADC  sono  uguali  e per  conseguenza  il  lato  AB  è uguale 
a DC , il  lato  BC  ad  AD  e l’ angolo  B a D.  Gli  angoli  BAD, 
BCD  sono  anche  uguali  come  aventi  i lati  paralleli  e di- 
retti in  senso  contrario.  . 

Corollario  I.  — Le  parallele  AB , CD  comprese 
tra  due  rette  parallele  DA,  BC  sono  uguali. 

Corollario  li.  — Due  parallele  AB,  CD  sono  da 
pertutto  egualmente  distanti,  (fig.  42.) 

Infatti  se  da  due  punti  qualunque  E,  F di  AB  si 
conducono  le  perpendicolari  £G,  FH  u CD,  queste  rette 
sono  parallele  ed  eguali , perchè  comprese  tra  due  pa- 
rallele. 


TEORKHA.  TII. 

Un  quadrilatero  ÀBCD  è %m  parallelogrammo , se  . 
i lati  0 gli  angoli  opposti  sono  uguali,  (fig.  41.) 

1**.  Sieno  il  lato  AB  = CD  e il  lato  AD  =z  BC.  La 
diagonale  AC  divide  la  figura  in  due  triangoli  eguali, 
perchè  hanno  tre  lati  rispettivamente  eguali;  dunque 
gii  angoli  BÀC,  DCA,  opposti  ai  iati  BC,  AD,  sonò 

AF  = A*F’  e le  disianze  dell’  estremità  A erf  F , A’  erf  F’  di  questi  lati  a tutti 
gli  altri  vertici  B,  C,  D,  E,  e B’,  C’,  D’,  E’,  sieno  rispettivamente  uguali  e simil- 
mente disposte.  (T.) 
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uguali.  Ma  questi  angoli  sono  alterni-interni  rispetto  ad 
AB  e CD;  dunque  questi  lati  sono  paralleli.  Parimente 
AD  è parallela  a BC. 

2®.  Siano  l’ angolo  A = C e l’angolo  B = D;  avremo 
A-4-B  = C-f-D,  cioè  che  la  somma  dei  due  angoli  A 
c B è uguale  alla  metà  della  somma  dei  quattro  angoli 
del  quadrilatero  ; dunque  gli  angoli  A e B sono  supple- 
mentari.  Ma  questi  angoli  sono  interni  rispetto  alle 
rette  AD,  BC;  dunque  queste  linee  sono  parallele.  Pari- 
menti  AB  è parallela  a CD. 

Corollario  I. — La  losanga  è un  parallelogrammo, 
poiché  i lati  opposti  sono  uguali. 

Corollario  II.  — Il  rettangolo  è un  parallelo- 
grammo,  poiché  gli  angoli  opposti  sono  uguali.  — Il 
quadrato  è ad  una  volta  losanga  e rettangolo. 

TEOREMA.  Tin. 

* 

Un  quadrilatero  è un  parallelogrammo , se  due 
lati  opposti  sono  uguali  e paralleli,  (fig.  41.) 

Sia  il  lato  AB  uguale  e parallelo  a DG.  La  diago- 
nale AC  divide  il  quadrilatero  in  due  triangoli  ABC, 
ÀDG  uguali,  perchè  hanno  un  angolo  uguale  compreso 
tra  due  lati  rispettivamente  uguali;  quindi  BG=:  AD. 

TEOREMA  IR. 

Le  diagonali  di  un  parallelogrammo  sono  disu- 
guali e si  dividono  mutuamente  in  due  parti  uguali, 
(fig.  43.) 

1®.  I due  triangoli  ADC,  BCD  hanno  il  lato  DC  co- 
mune, i lati  AD,  BC  eguali  e l’angolo  ADC  maggiore 
di  DCB.  Dunque  il  lato  AC  è maggiore  di  BD. 

2®.  I due  triangoli  ABE,  CDE  sono  eguali,  perchè 
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il  lato  AB  = CD,  l’ angolo  ABE  = CDE  e l’ angolo  BAE  = 

DCE.  Dunque  il  lato  AE,  opposto  all’  angolo  ABE,  è 
uguale  a CE,  opposto  all’  angolo  CDE.  Parimenti  il  lato 
BE  = DE. 

Corollario  I.  — Gli  angoli  ADC,  BCD  essendo  retti 
nel  rettangolo,  i due  triangoli  ADC,  BCD  sono  uguali 
e le  diagonali  AC,  BD  sono  uguali  (*). 

Corollario  II.  — Se  il  parallelogrammo  è una  lo- 
sanga, la  diagonale  BD,  avendo  due  punti  B,  D egual- 
mente lontani  dall’  estremità  di  AC,  è perpendicolare 
sul  mezzo  di  questa  retta.  Dunque  le  diagonali  di  una  ^ 
losanga  sono  perpendicolari  1’  una  all’altra.  V :^v 

Corollario  111.  — Le  diagonali  del  quadrato  sono  ^ 
eguali  e perpendicolari  l’ una  all’  altra. 

Scolio  generale.  — Due  parallelogrammi  sono  ' 
u^ali  quand’  hanno  un  angolo  eguale  compreso  tra  due 
lati  rispettivamente  uguali.  — Due  rettangoli  sono  uguali 
se  hanno  due  lati  rispettivamente  uguali.—  Due  losanghe  ' 
sono  uguali  se  hanno  un  lato  e un  angolo  rispettiva- 
mente eguali.  — Due  quadrati  sono  eguali  se  hanno  un  'V- 
lato  eguale.  ^ 

{ 

t 

TEOREilA  %*.  . . V 

Jn  un  trapezio  ABCD, 

1®.  La  retta  EF  che  unisce  i mezzi  E,  F dei  lati  con- 
correnti AD,  BC,  è parallela  ai  due  altri  lati  AB,  CD, 
ed  eguale  alla  loro  semisomma. 

2®.  La  retta  che  unisce  i mezzi  delle  diagonali,  è 
parallela  ai  medesimi  ledi  ed  eguale  alla  loro  semidif- 
ferenza. 

(I)  Da  questo  Corollario  si  deduce  che  il  punto  medio  dell’ ipotenuta  di  im 
triangolo  rettangolo  dista  egualmente  dai  tre  vertici  del  triangolo.  (T.) 

3 
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1*.  Pel  punto  F (fig.  37)  conduciamo  GH  parallela 
ad  AD.  I triangoli  CFH  e FGB  sono  eguali  come  aventi  il 
lato  FC  = FB  per  ipotesi  e gli  angoli  eguali;  dun 
que  FII=FG,  CH  = GB.  Ma  DA=HG  come  parallele 
comprese  fra  parallele;  quindi  le  loro  metà  DE,  HF  sono 
eguali,  laonde  EF  è parallela  a DC  e per  conseguenza 
ad  AB. 

Inoltre 

EF  = AB  — GB 
EF  = DC  -f-  CH; 

sommando  e dividendo  per  2,  si  ha 

AB  -f-  DC 
Lh—  2 • 

2".  Sieno  (fig.  38)  M,  N i ponti  medii  delle  diago- 
nali AC,  BD.  Conduciamo  pel  punto  N la  retta  PQ  pa- 
rallela ad  AC;  i due  triangoli  PiN'B,  DNQ  sono  uguali 
perchè  hanno  gli  angoli  eguali  e il  lato  BN  = ND  per 
ipotesi;  quindi  PB  = DQ,  PN  = NQ. 

Ma  AC  = PQ,  laonde  AM  = PN;  quindi  MN  è pa- 
rallela ad  AB  e per  conseguenza  a DC. 

Si  ha 


MN  = AB  — BP 
MiN=:DQ--CD; 

sommando  e dividendo  per  2, 

AB  — DC 


MN=: 


2 


Corollario.  — La  retta  che  unisce  i mezzi  di  due 
lati  di  un  triangolo,  è ‘parallela  al  terzo  lato  ed  eguale 
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alla  sua  metà;  giacché  un  triangolo  può  essere  consi- 
derato come  un  trapezio,  di  cui  uno  dei  lati  paralleli  è 
divenuto  nullo  (*). 


(*)  Giovandosi  di  questo  Corollario  si  dimostra  agevolmente  il  seguente 
teorema  ; 

In  qualunque  quadrilatero  ÀBCD,  la  retta  che  unisce  i meni  m,  n delle 
diagonali,  e quelle  che  uniscono  i mezzi  E ed  F,  G ed  H dei  lati  opposti , si 
tagliano  mutuamente  in  due  parti  eguali  nello  stesso  punto  (fig.  39.).  ('T  ) 
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nBLliA.  CIRCOWFEBENZA.  »Eb  CEUCHIO. 


CAPlTOIiO  1. 
Diametro  e Corde. 


Si  chiama  cerchio  la  porzione  del  piano  terminata 
da  una  linea  curva  di  cui  tutti  i punti  sono  egualmente 
distanti  da  un  punto  situato  all’  interno  del  cerchio  e 
chiamato  centro.  Questa  linea  curva  è la  circonferenza 
del  cerchio. 

Sì  dà  il  nome  di  raggio  (fìg.  44)  a qualunque  retta 
AC  che  unisce  il  centro  C a un  punto  qualunque  A della 
circonferenza.  Tutti  i raggi  di  un  cerchio  sono  uguali. 

Un  arco  è una  porzione  qualunque  AMB  della  cir- 
conferenza, ed  ha  per  corda  la  retta  AB  che  unisce  le 
sue  estremità  A e B.  La  corda  AB  ha  i soli  punti  A e B 
comuni  colla  circonferenza,  poiché  dai  centro  a questa 
retta  si  possono  tirare  due  sole  oblique  eguali  al  raggio. 

Una  corda  corrisponde  a due  archi,  la  cui  riunione 
forma  la  circonferenza.  Noi,  in  generale,  considereremo 
solamente  il  minore  di  questi  archi. 

Si  chiama  diametro  qualunque  corda  che  passa  pel 
centro.  Tutti  i diametri  sono  uguali,  poiché  ciascuno  dì 
essi  è doppio  del  raggio. 
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Si  chiama  segmento  di  cerchio  la  porzione  del  piano 
compresa  tra  un  arco  e la  sua  corda;  settore,  la  parte 
del  cerchio  compresa  tra  due  raggi. 

TEOHEaiA  I. 

1®.  Il  diametro  è la  massima  corda  del  cerchio. 

2®.  Esso  divide  in  due  parti  eguali  il  cerchio  e la 
sua  circonferenza,  (fig.  45.) 

1®.  Sia  AB  una  corda  qualunque  ; conduciamo  il 
diametro  AD  ed  il  raggio  GB;  nel  triangolo  AGB  si  ha 
che  AB  è minore  di  AG  + GB  ovvero  di  AD. 

2®.  Facciamo  girare  la  parte  ABD  del  cerchio  aU 
torno  ad  AD,  sino  a che  si  applichi  sopra  AED;  i due 
archi  ABD,  AED  debbono  coincidere,  altrimenti  avreb- 
bero dei  punti  disugualmente  distanti  dal  centro;  dun- 
que il  diametro  AD  divide  la  circonferenza  e il  cerchio 
in  due  parti  eguali. 


TEOREMA,  n. 

Il  diametro  HE.,  perpendicolare  ad  una  corda  AB, 
divide  in  due  parti  eguali  questa  corda  e gli  archi  che^ 
essa  sottende,  (fig.  46.) 

Pieghiamo  la  figura  seguendo  il  diametro  DE,  e so- 
vrapponiamo il  semicerchio  DAE  sopra DBE;  l’arco  DAE 
coincide  con  DBE.  Poiché  gli  angoli  AFE,  BFE  sono 
retti,  la  linea  FA  prende  la  direzione  di  FB  ed  il  punto 
A coincide  con  B;  dunque  la  retta  AF  è uguale  a BF, 
l’ arco  AD  eguale  a BD,  e 1’  arco  AE  a BE. 

Scolio.  — 11  centro  di  un  cerchio,  il  punto  medio 
di  una  corda  e i punti  medii  dei  duo  archi  che  essa 
sottende,  sono  sopra  una  medesima  retta  perpendicolare 
alla  corda. 
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Corollario.— Il  luogo  dei  punti  medii  delle  corde 
parallele  ad  una  retta  data  è il  diametro  perpendicolare 
a questa  retta. 


TEOHEM A m. 

Nello  stesso  cerchio  o in  cerchi  eguali,  1“  gli  archi 
eguali  hanno  corde  eguali  ; 2®  queste  corde  sono  egual- 
mente distanti  dal  centro;  3“  gli  angoli  che  hanno  il 
loro  vertice  al  centro  e che  inter cettana  questi  archi 
sono  eguali,  (fig.  41) 

1°.  Sieno  AB,  EF  due  archi  eguali,  preà  sulle  cir- 
conferenze eguali  CA,  GE.  Poniamo  il  centro  G sopra  C 
e il  punto  E sopra  A ; poiché  le  due  circonferenze  coin- 
cidono e gli  archi  EF,  AB  sono  eguali,  il  punto  F cade 
sopra  B,  Dunque  le  corde  EF,  AB  sono  eguali. 

2®.  Le  due  corde  EF,  AB  essendo  sovrapposte,  i loro 
mezzi  H,  D coincidono  e la  perpendicolare  GII  condotta 
dal  centro  G sopra  EF,  è uguale  alla  perpendicolare  CD, 
condotta  dal  centro  G sopea  AJB.  Dunque  le  corde  EF, 
AB  sono  egualmente  distanti  dal  centro. 

3®.  il  raggio  GE  coincidendo  con  CA  ed  il  raggio  GF 
con  GB,  i dne  angoli  EGF,  ACB  soo»  eguali. 

TBOBEHLA.  IV. 

Nello  stesso  cerchio  o in  eerehi  eguali,  se  due  or  - 
chi  minori  di  una  semicirconferenza  sono  disuguali, 
1®  il  maggiore  è sotteso  dalla  corda  maggiore;  2®  ^sta 
corda  è la  piò  vicina  al  centro;  3®  angolo  al  centro 
che  intercetta  questa  aarco  è il  maggiore,  (fig.  48.) 

Sieno  la  circonferenza  CA  eguale  alla  drconferenza 
OL  e 1’  arco  AB  maggiore  di  LM.  Prendiamo  sopra  AB 
un  arco  AD  eguale  ad  LM  ; le  corde  AD,  LM  sono  eguali. 
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1®.  Dico  che  la  corda  AB  è maggiore  di  AD;  giac- 
ché nei  triangoli  ACB,  ACD  Pai^ok»  ACB  è maggiore 
di  ACD  e i lati  AC,  CB  sono  eguali  ai  lati  AC,  CD.  Dun- 
que il  lato  AB,  opposto  all’  angolo  ACB,  è martore  di 
AD,  opposto  all’angolo  ACD. 

2°.  Conduciamo  CG  perpendicolare  ad  AB  e CK. 
perpendicolare  ad  AD.  Poiché  il  mezzo  di  AD  ed  il 
centro  sono  da  diiTerenti  parti  di  AB,  la  retta  CK  in- 
contra AB  in  un  punto  H,  e si  ha  la  perpendicolare  CG 
minore  dell’obliqua  CH.  Dunque,  a più  forte  ragione, 
CG  è minore  di  CIIK. 

3®.  L’angolo  ACB  è evidentemente  maggiore  di  ACD. 

Scolio. — Le  reciproche  delle  due  proposizioni  pre- 
cedenti sono  vere,  considerando  tuttavia  i soli  archi 
minori  di  una  semicirconferenza;  giacché,  per  gli  archi 
maggiori,  le  corde  decrescono  a misura  che  gli  archi 
crescono. 


VBOBEMA  Y. 

Per  ire  punti  A,  B,  C,  non  situati  in  linea  retta, 
si  può  far  passare  una  circonferenza^  e non  se  ne  può 
far  passare  che  una  sola.  (/ig.  49.) 

Tiriamo  le  rette  AB,  BC,  e per  i mezzi  D,  E di  que- 
ste lineo  conduciamo  DF  perpendicolare  ad  AB,  EG  per- 
pendicolare a BC.  Le  rette  DF,  EG  debbono  incontrarsi; 
giacché  se  fossero  parallele,  le  perpendicolari  AB,  BC 
condotte  dal  punto  B a queste  parallele  dovrebbero  coin- 
cidere, e i punti  A,  B,  C sarebbero  in  linea  retta,  contro 
r ipotesi. 

Sia  H il  punto  di  concorso  delle  rette  DF,  EG. 
Questo  punto  appartenendo  a ciascuna  delle  perpendi- 
colari DF,  EG,  condotte  dai  mezzi  di  AB  e BC,  è ugual- 
mente distante  dai  punti  A,  B,  C;  ed  è il  solo  punto  che 
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goda  dì  questa  proprietà;  poiché  qualunque  altro  è 
esterno  almeno  a una  delle  rette  DF,  EG;  per  conse- 
guenza si  trova  a distanze  disuguali  da  À,  fi,  C. 

Dunque  la  circonferenza  descritta  dal  punto  H come 
centro  col  raggio  AH,  passa  per  ì punti  A,  fi,  G,  ed  è 
la  sola,  perchè  vi  ha  un  sol  punto  egualmente  distante 
dai  punti  A,  fi,  C. 

Corollario.  — Due  circonferenze  che  hanno  tre 
punti  comuni  coincidono. 


CAPITOI^O  n. 
Tangente. 


Quando  una  linea  retta  AD  (fig.  50.)  incontra  una 
circonferenza  in  due  punti,  fi,  G,  si  dice  che  essa  è se- 
cante. Se  si  fa  girare  attorno  ad  uno  dei  punti  d’ inter- 
sezione, fi  per  esempio,  sino  a che  l’ altro  coincida  con  fi, 
la  secante  diviene  tangente  alla  circonferenza.  Da  questa 
deOnizione  risulta  che  la  tangente  ha  un  sol  punto  co- 
mune colla  circonferenza. 

TEOHEHA  1. 

La  tangente  lìD  alla  circonferenza  CA  è perpendi- 
colare al  raggio  CA  del  punto  di  contatto  A.  (fig.  51.} 
Infatti  conduciamo  dal  punto  A la  secante  AE,  ti- 
riamo dal  centro  la  perpendicolare  CF  sopra  AE , e fac- 
ciamo girare  la  secante  attorno  al  punto  A,  sino  a che 
il  punto  E confondendosi  con  A,  la  retta  AE  coincida 
colla  tangente  BD.  In  tutto  le  posizioni  di  AE,  la  per- 
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pcndicolare  CF  passa  per  il  mezzo  della  corda  AE;  dun- 
que essa  prende  la  direzione  del  raggio  CA,  quando  il 
punto  E coincide  con  A,  e la  tangente  BD  è perpendi- 
colare al  raggio  CA. 

Corollario.  ■—  Da  un  punto  di  una  circonferenza 
sì  può  condurre  una  sola  tangente. 

Scolio.  — La  tangente  è parallela  alle  corde  che 
sono  divise  per  metà  dal  diametro  che  passa  pel  punto 
di  contatto. 


VEOREMA  n. 

Due  linee  rette  parallele  intercettano  sulla  circon- 
ferenza archi  eguali,  (fig.  52.) 

1®.  Se  le  due  parallele  sono  le  due  secanti  BC,  DE, 
il  diametro  AH,  perpendicolare  a queste  rette,  divide  in 
due  parti  eguali  ciascuno  degli  archi  BAG,  DAE  che 
sottendono,  cioè  si  ha 

AB  = AC, 

e ABh-BD  — AC-hCE 

dunque  arco  BD  = arco  CE. 

2®.  Se  una  delle  parallele  è la  tangente  FG  e l’altra 
la  secante  BG,  il  raggio  OA  del  punto  di  contatto  della 
tangente  è perpendicolare  a questa  retta  e alla  sua 
parallela  BC.  Dunque  divide  l’arco  BAG  in  due  parti 
eguali  AB,  AC. 

3°.  Quando  le  due  parallele  sono  tangenti,  sono  per- 
pendicolari allo  stesso  diametro  AH,  e l’arco  ABH  è 
uguale  ad  AGII. 
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CAPlTOIiO  ni. 

Olstansa  di  un  punto  da  una  circonferenma. 
Intersexione  e contatto  di  due  cerdif. 


Chiamasi  normale  ad  una  curva  la  perpendicolare 
AG,  condotta  alla  tangente  AB  dal  punto  di  contatto  A. 
(fig.  53.) 

Se  la  curva  è una  circonferenza,  la  normale  coin- 
cide con  la  direzione  del  raggio  perpendicolare  alla  tan- 
gente; dunque  essa  passa  pel  centro.  Per  condurre  una 
normale  al  cerchio  per  un  punto  A interno  o esterno 
(fig.  54.) , si  unisce  questo  punto  col  centro  C per  via  di 
una  retta;  la  quale  prolungata  incontra  la  circonfe- 
renza io  due  punti  B,  D,  ed  è perpendicolare  alle  tan- 
genti condotte  per  questi  punti:  dunque  AB,  AD  sono 
due  normali  le  cui  direzioni  coincidono.  Poiché  le  retto 
che  uniscono  il  punto  A agli  altri  punti  E,  F,  ec.  della 
circonferenza,  non  sono  perpendicolari  alle  tangenti  in. 
questi  punti,  darò  loro  il  nome  di  oblique  e dirò  che 
esse  si  allontanano  egualmente  o disugualmente  da  una 
normale,  quando  gli  archi  compresi  tra  questa  normale 
e le  estremità  delle  oblique  saranno  eguali  o disuguali. 

Due  circonferenze  sono  secanti  quando  hanno  due 
punti  comuni;  a!  contrario,  sono  tangenti  in  un  pimto 
quando  in  questo  punto  hanno  una  tangente  comune. 

I centri  delle  circonferenze  e il  punto  di  contatto  sono 
in  linea  retta. 


TEOBEMA.  I. 

Se  da  un  punto  A si  conducono  le  due  normali  ed 
un'obliqua  qualunque  AE  alla  circonferen:ia  BC,  l'obli- 
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qua  è maggiore  di  una  delle  normali  e minore  delV  altra, 
(fig,  55.) 

1°.  Supponiamo  in  prima  il  punto  A esterno  al  cer- 
chio, ed  uniamo  il  centro  al  punto  E;  nel  triangolo  AEC 
si  ha,  AE  -4-  EC  maggiore  di  AB  + BC,  e quindi  l’ obli- 
qua AE  maggiore  della  normale  AB,  poiché  CE  è uguale 
a CB. 

Si  ha  pure  che  AE  è minore  di  AC  -+■  CE  ovvero  di 
AC  + CD  ; dunque  l’ obliqua  AE  è minore  della  nor- 
male AD. 

2°.  Se  il  punto  A è interno  al  centro,  si  ha  EC, 
ovvero  AB  -h  AC  minore  di  AE  + AC  : dunque  AB  è 
minore  di  AE. 

Similmente  AC  -t-  CE  ovvero  AD  è maggiore  di  AE. 

Scolio.  — La  normale  AB  è la  più  corta  distanza,  e 
la  normale  AD  la  maggior  distanza  del  punto  A alla  cir- 
conferenza. 


TKoiiEBia  n. 

iSie  da  un  punto  A si  conducono  le  normali  e diffe- 
renti oblique  ad  una  circonferenza  : 

1®.  Due  oblique  egualmente  lontane  da  una  normale 
sono  eguali; 

2°.  Di  due  oblique  disugualmente  lontane  dalla 
normale  minima,  la  maggiore  è la  più  distante,  (fìg.  56.) 

1“.  Sia  AB  la  normale  minima  condotta  dal  punto  A 
alla  circonferenza  BC;  prendiamo,  a cominciare  da  B, 
due  archi  eguali  BE,  BF,  e con^ ungiamo  le  loro  estre- 
mità E,  F col  punto  A:  le  due  oblique  AE,  AF  sono 
eguali.  Infatti,  i due  triangoli  AEC,  AFC  sono  eguali  per- 
chè hanno  l'angolo  ACE  — ACF,  come  angoli  al  centro 
che  intercettano  sulla  circonferenza  archi  eguali  BE,  BF, 
i lati  CE,  CF  uguali  come  raggi,  AC  di  comune.  Dun- 
que AE  è uguale  ad  AF. 
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2°  Se  P arco  BG  è maggiore  di  BF,  P obliqua  AG  ’è 
maggiore  di  ÀF  ; giacché  i due  triangoli  GAG,  CAF  hanno 
l’angolo  ACG^ACF,  CG=:CF,  CA  di  comune;  dunque 
il  lato  AG,  opposto  all’  angolo  ACG,  è maggiore  di  AF, 
opposto  all’  angolo  AGF. 

Scolio.  — Per  un  punto  si  possono  condurre  ad 
una  circonferenza  due  sole  oblique  eguali. 

TKOREMA  DI. 

Due  circonferenze  sono  esterne  V una  all’  altra, 
quando  la  distanza  dei  loro  centri  è maggiore  della 
somma  dei  loro  raggi,  (fig.  57.) 

Sieno  A il  centro  ed  AB  il  raggio  di  uno  dei  cer- 
chi; prendiamo  sul  prolungamento  di  AB  la  retta  BG 
eguale  alla  differenza  fra  la  distanza  dei  centri  e la 
somma  dei  raggi,  e la  linea  GD  eguale  al  raggio  del  se- 
condo cerchio;  il  punto  D sarà  il  centro  di  questo  cer- 
chio. Ma  DG  è minore  della  normale  minima  DB,  condotta 
da  D alla  circonferenza  AB;  dunque  la  circonferenza  GD 
ha  tutti  i suoi  punti  esterni  alla  circonferenza  AB. 

TEOnEMA  ET. 

Due  circonferenze  sono  tangenti  esteriormente,  se 
la  distanza  dei  loro  centri  è uguale  alla  somma  dei 
loro  raggi,  (fig.  58.) 

Sieno  A il  centro  ed  AB  il  raggio  di  uno  dei  cer- 
chi; prendiamo,  sul  prolungamento  di  AB,  la  retta  BG 
eguale  al  raggio  dell’altro  cerchio,  che  avrà  per  centro 
il  punto  G.  Ma  GB  è uguale  alla  normale  minima,  con- 
dotta da  G alla  circonferenza  AB;  dunque  la  circonfe- 
renza GB  ha  il  punto  B comune  con  la  circonferenza  AB, 
c tutti  gli  altri  suoi  punti  esterni  al  cerchio  AB. 
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La  perpendicolare  BD,  condotta  dal  punto  B sulla 
retta  ÀC  è tangente  ai  due  cerchi  ; dunque  le  circonfe- 
renze sono  tangenti  esteriormente. 

TEORBHA.  T. 

Due  circonferenze  sono  secanti,  quando  la  distanza 
dei  centri  è minore  dell<i  somma  dei  raggi  e maggiore 
della  loro  differenza,  (fig.  59.) 

Sieno  A il  centro  ed  AB  il  raggio  della  circonfe- 
renza minore.  Prendiamo  a cominciare  da  A sopra  AB, 
una  retta  AC  uguale  alla  distanza  dei  centri,  e sup- 
poniamo il  punto  G esterno  al  cerchio  AB.  Il  raggio  del 
secondo  cerchio  è maggiore  della  normale  minima  CB 
e minore  della  normale  massima  CD,  condotte  da  G alla 
circonferenza  AB;  poiché  la  distanza  AC  dei  centri  è mi- 
nore della  somma  dei  raggi  e maggiore  della  loro  diffe- 
renza. Dunque  la  circonferenza  C ha  due  punti  E,  F co- 
muni con  la  circonferenza  AB,  e uno  dei  due  archi  di 
cui  questi  punti  sono  le  estremità  è interno  alla  circon- 
ferenza AB,  mentre  l’ altro  è esterno. 

Similmente  si  proverebbe  che  le  due  circonferenze 
si  tagliano,  supponendo  il  punto  G interno  alla  circon- 
ferenza AB  0 sopra  questa  linea. 

Corollario.  — La  retta  AC,  che  passa  pei  centri, 
è perpendicolare  sul  mezzo  della  retta  GF  che  unisce  i 
due  punti  d’ intersezione;  giacché  ciascuno  dei  due  cen- 
tri è egualmente  distante  dai  due  punti  E,  F. 

TEOHEnA.  YI. 

Due  circonferenze  sono  tangenti  internamente , 
quando  la  distanza  dei  loro  centri  è uguale  alla  dif- 
ferenza dei  loro  raggi,  (fìg.  60.) 
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Slcno  A il  centro  ed  AB  il  raggio  del  maggiore  dei 
due  cerchi;  prendiamo  BC  eguale  al  raggio  deli’ altro 
cerchio,  che  avrà  il  suo  centro  nel  punto  C.  Ma  il  raggio 
CB  è uguale  alla  normale  minima  condotta  da  C alla 
circonferenza  AB;  dunque  il  punto  B è comune  alle  due 
circonferenze  e gli  altri  punti  della  circonferenza  CB 
sono  interni  al  cerchio  AB. 

La  perpendicolare  BD,  inalzata  da  B sopra  AB,  è 
tangente  ai  due  cerchi;  dunque  le  due  circonferenze 
sono  tangenti  internamente. 

TEOREMA.  Tll. 

Due  circonferenze  sono  interne  V una  alV  altra 
quando  la  disianza  dei  loro  centri  è minore  della  dif- 
ferenza dei  loro  raggi,  (fg.  61.) 

Siene  A il  centro  ed  AB  il  raggio  del  maggiore  dei 
due  cerchi  ; poiché  la  somma  della  distanza  dei  centri 
e del  raggio  del  cerchio  più  piccolo  è minore,  per  ipo- 
tesi, del  raggio  AB,  se  prendiamo  sopra  AB  la  retta  AC 
uguale  alla  distanza  dei  centri  e CD  eguale  al  raggio  del 
secondo  cerchio,  il  punto  D si  trova  dentro  il  cerchio  AB. 
Ma  il  raggio  CD  è minore  della  normale  minima  CB,  con- 
dotta da  C alla  circonferenza  AB,  dunque  la  circonfe- 
renza CD  è interna  alla  circonferenza  AB. 

Scolio.  — Le  reciproche  dei  cinque  teoremi  che 
precedono  sono  evidenti. 
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OAPITOIiO  IV. 
Misara  degli  Angoli. 


VKORJEnA.  1. 

Nello  stesso  cerchio  o in  cerchi  eguali,  il  rapporto 
di  due  archi  AB,  A'B'  è uguale  a quello  dei  due  angoli 
al  centro  ACB,  A'C'B'  che  intercettano  questi  archi, 
(fig.  62.) 

Supponiamo  primieramenle  gli  archi  AB  A^B*  com- 
mensurabili. Troveremo  la  loro  massima  comune  mi- 
sura AD  col  metodo  che  abbiamo  dato  per  due  linee 
rette;  se  1’  arco  AD  è contenuto  tre  volte  in  AB  e cinque 

4,  B 3 

volte  in  A'B',  il  rapporto  sarà  eguale  a Dividiamo 

Au  5 

l’arco  AB  in  tre  parli  eguali  ad  AD  e l’arco  A'B'  in 
cinque  parti  eguali  pure  ad  AD,  e uniamo  i punti  di 
divisione  di  AB  al  centro  C e quelli  di  A'B'  al  centro  C'. 
Poiché  gli  archi  AD,  DE,  ec.,  A'D',  D'E',  ec.,  sono  eguali, 
saranno  eguali  anche  gli  angoli  al  centro  ACD,  DCE,  ec., 
A'C'D',  D'C'E',  ec.  ; dunque  l’ angolo  ACD  è contenuto 
tre  volte  in  ACB  e cinque  volte  in  A'C'B',  e si  ha 

ACB  _ 3_  AB 
A'C'B' ~ 5“  A'B'* 


Se  gli  archi  AB,  A'B'  non  hanno  comune  misura, 
ffig.  63.)  dividiamo  l’ arco  A'B'  in  un  numero  qualunque 
di  parli  eguali,  dieci  per  esempio,  e sia  A'D'  una  di 
queste  parti;  1’  arco  AB  sarà  compreso  tra  due  multipli 
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« 

consecutivi  di  A'D'  come,  per  esempio,  6A'D'  e 7A'D'; 

AB  6 

dunque  il  rapporto  è i maggiore  di  e minore 

A li  IO 

7 

di  — . Uniamo  i punti  di  divìsior*'  *»rco  A'B'  al 
IO 

centro  C'  e quelli  di  AB  al  centro  C.  V angolo  A'C'D'  è 
contenuto  dieci  volte  esattamente  nell’angolo  A'C'B'  e 
l’angolo  AGB  è maggiore  di  6 A'C'D',  ma  minore  di 

7 A'C'D';  dunque  il  rapporto  è compreso  tra  i nu* 

A C B 

.6  7 ^ AB  ACB 

meri  ® Io’  ® ^ rapporti  contengono 

lo  stesse  numero  di  decimi.  Similmente  si  proverebbe 
che  essi  contengono  lo  stesso  numero  di  unità  di  un 
ordine  qualunque;  dunque  questi  rapporti  sono  eguali. 

Scolio' I.  — Parimente  si  dimostra  che  il  rapporto 
dei  ^ue  archi  AB,  A'B'  è ugnate  a quello  dei  settori 
ACB,  A'C'B'. 

j Scolio  II.  — Il  rapporto  di  due  archi  non  è eguale 
a quello  delle  loro  corde.  Infatti  (fig.  64.)  consideriamo 
due  archi  AB,  AC,  di  cui  il  primo  sia  il  doppio  del  se- 
condo; la  corda  AB  è minore  della  linea  spezaata  AG+CD, 
che  è il  doppio  della  corda  AG. 

TBOBCHA  a. 

V angolo  al  centro  ha  la  stessa  misura  dell’  arco 
che  intercetta  sulla  circonferenza,  (fig.  65,  66.) 

Osserviamo  primieramente  che  se  pel  centro  di  una 
circonferenza  si  tirano  due  diametri  perpendicolari  l’uno 
all’altro,  gli  angoli  al  centro  sono  eguali  come  pure  i 
quattro  archi  che  essi  intercettano  ; talché  un  angolo 
retto  il  cui  vertice  è al  centro  di  una  circonferenza  in- 
tercetta un  àivQ  eguale  al  quarto  della  circonferenza. 
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Misurare  un  angolo  ACB,  significa  cercare  quante 
unità  d’angolo  e parti  di  questa  unità  contiene;  per 
unità  d’angolo  Mftpderemo  l’ angolo  retto  ACD.  Per  age- 
volare il  pa^r<jp^ra  questi  due  angoli,  descriviamo 
una  circonfereoBi  dal  vertice  C come  centro  con  un  rag- 
* gio  qualunque.  Poiché  il  rapporto  degli  angoli  al  centro 
eguaglia  quello  degli  archi  intercetti,  si  ha 


ACB. 

acd' 


AB 

AD 


11  rapporto  è il  numero  astratto  che  esprime 
AGI)  f 

la  misura  dell’angolo  ACB,  laonde  se  si  coni^^ne  di 

prendere  per  unità  d’ arco  il  quarto  della  circonferenza,  ’ 

AB 

cioè  AD,  il  rapporto  — sarà  anche  il  numero  astratto 

che  esprime  la  misura  dell’arco  AB;  e l’angolo  accen- 
tro ACB  avrà  la  stessa  misura  dell’arco  AB  che  intercetta. 

Scolio. — Per  esprimere  più  semplicemente  gli  ar- 
chi in  numeri,  1’  unità  d’ arco  è stata  divisa  in  90  parti 
eguali  chiamate  gradi,  talché  tutta  la  circonferenza  ne 
contiene  quattro  volte  90,  cioè  360. 

Ciascun  grado  è stato  diviso  in  60  minuti  ; ciascun 
minuto  in  60  secondi,  dunque  l’unità  d’arco  contiene  . 
5400  minuti,  o 324000  secondi. 

7 

Un  arco  di  7»  15'  è uguale  ai  — dell’  unità  d’ arco, 

vii 

15 

aumentati  dei  r.lr*  di  questa  unità,  cioè,  è uguale 


5400 


435 


ai  — — del  quarto  della  circonferenza  ; quindi  l’ angolo 
5400 

435 

al  centro  che  intercetta  quest’  arco  è uguale  ai  rrrr  di 


5400 


un  angolo  retto. 
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Quando  un  angolo  è descritto  sul  piano  di  una  cir- 
conferenza e che  i suoi  lati  sono  rette  secanti  o tan- 
genti, per  misurarli  non  è necessario  descrivere  una 
circonferenza  dal  suo  vertice  come  cenìro,  e si  può  fare 
uso  della  prima  circonferenza,  come  ci  proponiamo  mo- 
strare nelle  seguenti  proposizioni. 

11  vertice  dell’ angolo  può  trovarsi  sulla  circonfe- 
renza, nell’  interno  o nell’  esterno. 

i 

VEOBBMA  m. 

Qualunque  angolo  ABD  formato  da  una  tangente  BD 
ed  una  corda  BA,  ha  per  misura  la  metà  dell'  arco  BFA 
compreso  tra  i suoi  lati.  (fig.  67.) 

Uniamo  il  centro  G al  punto  di  contatto  B e tiriamo 
il  diametro  FG  perpendicolare  alla  corda  AB.  L’ angolo 
ABD  è uguale  a BCF,  perchè  hanno  lo  stesso  comple- 
mento CBH.  Ma  l’angolo  al  centro  BCF  ha  per  misura 
1’  arco  BF,  metà  dell’  arco  AB;  dunque  l’ angolo  ABD  è 
misurato  dalla  metà  dell’  arco  AB  compreso  tra  i suoi 
lati. 

L’ angolo  ABB  che  è uguale  a BGG,  perchè  hanno 
suppleme6ti  eguali,  ha  anche  per  misura  la  metà  del- 
l’ arco  BGÀ  compreso  tra  i suoi  lati. 

/ 

TEOBBHA  IT. 

Qualunque  angolo  ABC,  iscritto  in  un  cerchio,  ha 
per  misura  la  metà  dell'  arco  AG  cmnpreso  tra  i suoi 
lati.  (fìg.  68.) 

Conduciamo  dal  vertice  dell’  angolo  ABC  la  tan- 
gente BD;  quest’angolo  è uguale  alla  differenza  degli  an- 
goli ABD,  CBD  formati  ciascuno  da  una  tangente  e da 
una  corda.  Ma  l’ angolo  ABD  è misurato  dalla  metà  di 
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ACB,e  l’angolo  CBD  dalla  metà  di  CB;  dunque  l’angolo 
ABC  ha  per  misura  la  m^tà  di  ACB  — GB,  cioè  la  metà 
dell’arco  AG,  compreso  tra  i suoi  lati. 

Gorollario.  — Similmente  si  dimostrerebbe  die 
l’angolo  GBE,  formato  da  una  corda  BG e dal  prolunga- 
mento BE  di  un’altra  corda  AB,  ha  per  misura  la  metà 
della  somma  degli  archi  BG,  AB,  compresi  tra  i suoi 
lati  e tra  i loro  prolungamenti. 

Scolio.  — Se  uniamo  per  mezzo  di  rette  i differenti 
punti  di  DO  arco  alle  sue  estremità  (fig.  69),  gli  angoli 
ACB,  ADB,  ec.,  iscritti  (')  in  quest’  arco,  sono  tutti  eguali, 
perchè  essi  hanno  per  misura  la  metà  dello  stesso  arco 
AB  compreso  tra  i loro  lati.  Si  dice  che  l’ arco  è capace 
dell’  angolo  iscritto. 

Se  l’ arco  dato  è una  semicirconferenza,  gli  angoli 
Iscritti  sono  retti.  Al  contrario  sono  acuti  o ottusi  se- 
condocbè  l’arco  nel  quale  sono  iscritti  è maggiore  o 
minore  di  una  semicirconferenza. 


VEOHBHA  V. 

Qualunque  angolo  ABC  formato  da  dm  aeeanti  che 
s' incontrano  dentro  il  cerchio,  ha  per  misura  la  metà 
della  somma  degli  archi  AG,  DE  compresi  tra  i suoi 
lati  e i loro  prolungamenti,  (fig.  10.) 

Tiriamo  la  corda  GD;  l’angolo  ABG,  esterno  al 
triangolo  GBD,  è Uguale  allà  somma  dei  due  angoli  in- 
terni ADC,  BGD  che  hanno  rispettivamente  per  misura 
la  metà  degli  àrchi  AG  e DE.  Dunque  l’ angolo  ABG  è 
misurato  dalla  metà  di  AG  + DE. 

(I)  Un  angolo  si  dice  iscrilto  in  un  cerchio,  quando  ha  il  suo  vertice  sulla 
circonferenza  j t circóicriito  ad  un  cerchio  quando  ha  i suoi  lati  tangenti  alla 
circonfetenza. 

Se  SI  fa  muovere  un  angolo  invariabile  in  modo  che  i suoi  lati  passino  co- 
stantemente per  due  punti  fissi,  il  vertice  di  quest’angolo  descrive  lina  citconfe- 
renza  che  passa  per  questi  due  punti.  (X.) 
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teorema.  'VI. 

Qualunque  angolo  ABC,  formato  da  due  secanti  che 
s’ incontrano  fuori  del  cerchio , ha  per  misura  la  metà 
della  differenza  degli  archi XC,  DE,  compresi  tra  i suoi 
lati.  (fiy.  7i.) 

Conduciamo  la  corda  DC;  nel  triangolo  DBC,  l’an- 
golo interno  ABC  è uguale  alla  differenza  dei  due  angoli 
iscritti  ADC,  DCB  che  sono  rispettivamente  misurati 
dalle  metà  degli  archi  AC,  DE.  Dunque  l’angolo  ABC 
ha  per  misura  la  metà  di  AC  — DE. 

Scolio.  — Similmente  si  dimostrerebbe  che  1’  an- 
golo formato  da  una  tangente  e da  una  secante  o da 
due  tangenti  ha  per  misura  la  semìsomma  degli  archi 
compresi  tra  i lati. 


CAP1TOI4»  V. 

Problemi  ■olle  Perpendicolari,  le  Parallele, 
gli  Angoli  e gli  Archi. 


Problema  I.—  Condurre,  pel  punto  A,  una  per- 
pendicolare alla  linea  BC.  (fig.  72  e 73.) 

Dal  punto  A come  centro,  descrivete  un  arco  di 
cerchio  che  incontra  la  retta  BC.  Dai  due  punti  d’ inter- 
sezione B e C,  come  centri,  collo  stesso  raggio,  mag- 
giore della  metà  di  BC,  descrivete  due  archi  che  si  ta- 
glino in  D e tirate  la  retta  AD;  AD  è la  perpendicolare 
richiesta. 

Infatti,  ciascuno  dei  punti  A e D è ugualmente  di- 
stante dall’  estremità  B e C della  retta  BC. 
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Probi-ema  li.  — Condurre  pel  punto  A , una  parai- 
lela  alla  retta  BC.  (fìg.  74.) 

Da  un  punto  qualunque  C della  retta  BG  come  cen- 
tro, descrivete,  col  raggio  CA,  l’arco  AB  tra  il  punto  A 
e la  linea  BC.  Descrivete,  collo  stesso  raggio  e dal  punto 
A come  centro,  l’arco  indefinito  CE;  prendete  su  que- 
st’ arco  una  lunghezza  CD  uguale  ad  AB  e tirate  la  retta 
AD,  eh’  è la  parallela  richiesta. 

Infatti  il  quadrilatero  ABCD  è un  paralfelogrammo, 
poiché  i lati  opposti  sono  eguali. 

Problema  III.  — Nel  punto  E della  retta  ED,  fare 
un  angolo  eguale  all’  angolo  BAC.  (fìg.  75.) 

Dai  punti  A ed  E,  come  centri,  descrivete  collo 
stesso  raggio  due  archi  BC,  DG;  prendete  sopra  DG  una 
parte  DF  uguale  all’  arco  BC  compreso  tra  i lati  dell’an- 
golo BAC  e tirate  la  retta  EF;  l’angolo  DEF  è uguale 
a BAC. 

Infatti  i due  triangoli  ABC,  DEF  hanno  i tre  lati 
rispettivamente  uguali. 

Problema  IV.  — Dividere  in  due  parti  eguali  una 
linea  retta,  un  arco  o un  angolo.  (Itg.  76.) 

1®  Per  dividere  la  retta  AB  in  due  parti  uguali,  de- 
scrivete, dai  punti  A e B come  centri,  collo  stesso  rag  - 
gio, maggiore  della  metà  di  AB,  due  archi  che  s’ incon- 
trano ai  due  punti  C,  D,  e conducete  la  retta  CD  che 
divide  AB  in  due  parti  eguali  nei  punto  E. 

Infatti,  ciascuno  dei  punti  C,  D essendo  egualmente 
diiitanle  dall’  estremità  di  AB,  la  retta  CD  è perpendico- 
lare sul  mezzo  di  AB. 

2”  Debbasi  dividere  l’ arco  BC  in  due  parti  eguali. 
(fìg.  77.) 

Conducete  la  corda  BG  e dividetela  io  due  parti 
eguali  per  mezzo  della  perpendicolare  DE,  che  dividerà 
anche  l’arco  BC  in  due  archi  uguali  BG,  CG. 
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3°  Per  dividere  l’ angolo  BAC  in  due  parti  eguali 
(fìg.  78),  descrivete,  dal  vertice  A come  centro,  con  un 
raggio  qualunque,  l’arco  BC  tra  i lati  dell’angolo,  e 
conducete,  pel  punto  A,  la  perperdicolare  AD  alla  corda 
BC.  Questa  linea  divide  l’ arco  BG  e l’ angolo  BAC  in  due 
parti  eguali. 

Scolio.  Applicando  questo  metodo  alia  metà,  al 
quarto,  all’ottavo,  ec.,  di  una  retta,  di  un  arco  o di 
un  angolo,  si  divide  la  retta,  l’arco  o l’angolo  in  k, 
8,  16,  ec.,  parti  eguali. 


I 


CAPITOliO  Tl. 

Cosfnulone  del  Triangoli  e dei  Parallelogrammi. 


Problema  I.  — Dati  due  angoli  A e B di  w»  trian- 
golo, trovare  il  terzo,  (^g.  79.) 

Fate  nel  punto  C dì  una  retta  qualunque,  l’ angolo 
DCE  eguale  ad  A,  ed  al  punto  D della  stessa  linea  l’an- 
golo ODE  eguale  a B;  il  terzo  angoto  E del  triangolo 
CDE  è l’ angolo  richiesto. 

Problema  II.  — Dati  due  lati  a e h d’  trian- 
golo, e V angolo  C che  essi  formano,  descrivere  il  trian- 
golo. (fig.  80.) 

Al  punto  D della  retta  indefinita  DE,  fate  l’ angolo 
EDF  eguale  a C;  prendete  il  lato  DE  eguale  ad  a,  DF 
eguale  a 6,  e conducete  la  retta  EF.  La  fìgura  EDF  è il 
triangolo  richiesto. 

Problema  III.  — Dati  un  lato  e due  angoli  di  un 
triangolo,  descrivere  il  triangolo,  (fig.  81.) 

Se  i due  angoli  dati  A e B sono  adiacenti  al  lato 
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dato  c,  prendete,  sopra  una  retta  iodetìnila,  una  lun- 
ghezza DE  eguale  a c;  fate  al  punto  D 1’  angolo  EDF 
eguale  ad  A ed  al  punto  E l’ angolo  DBF  eguale  a 6. 
La  figura  EDF  è il  triangolo  richiesto. 

Se  i due  angoli  dati  non  sono  adiacenti  al  lato  G, 
si  determinerà  il  terzo  angolo  del  triangolo  e il  pro- 
blema sarà  ridotto  al  precedente. 

Scolio.  — Il  problema  può  essere  risoluto  allora 
soltanto  quando  la  somma  dei  due  angoli  A e B è mi- 
nore di  due  retti. 

Problema  IV.  — Dati  ire  lati  ky  B,  C di  un  trian- 
golo ^ descrivere  il  triangolo,  (fig.  82). 

Sopra  una  retta  indefinita,  prendete  DE  uguale  ad  A; 
dal  punto  D come  centro,  con  un  raggio  eguale  a B,  de- 
scrivete un  areo  ; dal  punto  £ come  centro,  con  un  rag- 
gio eguale  a G,  descrivete  un  altr’  arco  sino  all’  incontro 
dei  primo  ed  unite  il  punto  d’intersezione  F ai  punti  D,  E. 
La  figura  EDF  è il  triangolo  richiesto. 

Scolio.  — ADinchè  il  triangolo  possa  costruirsi  è 
necessario  che  gli  archi  s’incontrino  ; dunque  la  distanza 
dei  loro  centri , cioè  il  lato  A , dev’  esser  minore  della 
somma  dei  due  raggi  B,  G e maggiore  della  loro  differenza. 

Problema  V.  — Dati  due  lati  a,  b di  triangolo 
e l’angolo  A opposto  al  lato  a,  descrivere  il  triangolo. 

Il  lato  a può  essere  maggiore,  uguale  o minore  di  b. 

1®.  (fig.  83)  Se  si  ha  a ^ 6,  fate  l’ angolo  GDF  uguale 
ad  A ; sopra  DG  prendete  DE  uguale  a 6 e descrivete  dal 
punto  E come  centro,  col  raggio  o,  un  arco  che  incon- 
tri DF  in  due  punti  F,  H,  i quali,  per  essere  ED  minore 
del  raggio  a,  sono  situati  da  differenti  parti  del  punto  D. 

11  primo  dei  due  triangoli  DEF,  DEH  sodisfa  solo  a tutte 
le  condizioni  del  problema. 

2®.  ((ìg.  84)  Se  il  lato  a è aguale  a ò,  il  triangolo 
può  costruirsi  solamente  quando  l’ angolo  A è acuto.  In  ■ 
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questa  ipotesi,  1’  arco  di  cerchio  descritto  dal  punto  E 
come  centro  col  raggio  a,  passa  per  D,  e si  ha  DEF 
pel  triangolo  richiesto. 

3°.  (fig.  85.)  Se  a < 6,  è necessario  ancora  che  ran- 
gole A sia  acuto , e allora  l’ arco  descritto  dal  punto  E 
come  centro,  col  raggio  a,  incontra  DF  in  due  punti  F,  H, 
i quali,  per  essere  ED  maggiore  del  raggio  a,  sono  situati 
da  una  stessa  parte  del  punto  D.  Ciascuno  dei  due  trian- 
goli DEF,  DEH  sodisfa  alla  quislione. 

Se  il  lato  a è uguale  alla  perpendicolare  £K,  abbas- 
sata dal  punto  E sopra  DF,  l’ arco  HF  diventa  tangente  a 
DF,  e il  triangolo  rettangolo  DEK  soddisfa  alla  quistione. 

Il  problema  non  ammette  soluzione  se  il  lato  a è 
minore  di  £K. 

Problema  VI.  — Dati  due  lati  adiacenti  A c B rfi 
tin  parallelogrammo  e V angolo  C da  essi  formato,  de- 
scrivere il  parallelogrammo,  (fig.  86.) 

Fate  l’angolo  EDF  eguale  a C,  prendete  DE  eguale 
ad  A e DF  eguale  a B.  Dal  punto  £ come  centro,  col  rag- 
gio B,  descrivete  un  arco;  dal  punto  F come  centro,  col 
raggio  A,  descrivete  un  altr’  arco  che  incontra  il  primo 
in  G;  conducete  le  rette  EG,  FG.  Il  quadrilatero  DEGF 
è il  parallelogrammo  richiesto. 

■ ' ■ 


CAPITOLO  TU. 

Problemi  sul  cerchio. 

Problema  I.  — Trovare  il  centrò  di  un  cerchio, 
(fig.  87.) 

Prendete  tre  punti  A,  B,  C sulla  circonferenza  ; con- 
ducete le  corde  AB,  BC  e dividete  queste  rette  io  due 
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parli  eguali  per  mezzo  delle  perpendicolari  DE,  DF  che 
s’ incontrano  nel  centro  del  cerchio. 

Scolio.  — Questa  costruzione  fa  conoscere  il  centro 
della  circonferenza  che  passa  per  i vertici  di  un  triangolo. 

Problema  II.  — Far  passare  per  due  punti  A c B 
una  circonferenza  tale  che  uno  dei  due  archi,  aventi  la 
retta  AB  per  corda,  sia  capace  di  un  angolo  dato, 
(fig.  88.) 

Fate  al  punto  B 1’  angolo  ABE  uguale  all’  angolo 
dato  ; dividete  in  due  parti  eguali  la  retta  AB  per  via 
della  perpendicolare  DC  e conducete  pel  punto  B la  per- 
pendicolare BD  a BE.  Le  due  rette  CD,  BD  s’incontrano 
nel  punto  D.  La  circonferenza  descritta  da  questo  punto 
come  centro  col  raggio  DB,  è quella  che  cercavasi. 

Infatti  1®  essa  passa  pei  due  punti  A e B,  perchè 
DA  è uguale  a DB. 

2°.  Gli  angoli  iscritti  nell’  arco  AMB  hanno  per  mi- 
sura la  metà  dell’arco  AB  e sono  uguali  all’angolo 
dato  ABE,  di  cui  il  lato  BE  è tangente  al  cerchio  BD. 

Pboblema  hi.  — Condurre  pel  punto  A una  tan- 
gente al  cerchio  CB. 

i°.{fig.89.)  Se  il  punto  A è sulla  circonferenza,  ti- 
rate il  raggio  CA.  La  perpendicolare  AD  condotta  dal 
punto  A sopra  CA  è tangente  al  cerchio. 

2°.  (fig.  90.)  Se  il  punto  A è fuori  del  cerchio,  tirate 
la  retta  CA  e dal  mezzo  di  questa  retta  come  centro, 
con  un  raggio  uguale  alla  metà  di  CA,  descrivete  una 
circonferenza  che  incontra  la  circonferenza  BC  in  due 
punti  B e D.  Le  rette  AB,  AD,  che  uniscono  questi  punti 
con  A,  sono  tangenti  al  cerchio  BC. 

Infatti,  ciascuno  degli  angoli  ABC,  ADC  è retto, 
perchè  iscritto  in  una  semicirconferenza;  quindi  AB  è 
perpendicolare  all’estremità  del  raggio  BC  e AD  alpestre 
mità  del  raggio  CD. 
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Corollario.  — I due  triangoli  rettangoli  ACB,  ACD 
sono  eguali  perchè  hanno  V ipotenusa  comune  AC  e i 
due  lati  GB,  CD  eguali;  dunque  AB  è uguale  ad  AD  e 
r angolo  BAG  all’  angolo  DAG.  Lo  che  dà  il  seguente 
teorema  : 

Le  tangenti  condotte  da  uno  stesso  punto  ad  un  cer- 
chio sono  eguali,  e la  retta  che  unisce  questo  punto  al 
centro  divide  in  due  parti  eguali  l’angolo  delle  tangenti. 

Problema  IV.  — Descrivere  un  cerchio  tangente  ai 
tre  lati  del  triangolo  ABC  (fig.  91). 

1°.  Conducete  le  bisettrici  degli  angoli  BAC,  ABC; 
queste  rette  s’ incontrano  in  un  punto  D che  dista  egual- 
mente dai  tre  lati  del  triangolo.  Abbassate  DH  perpen- 
dicolare sopra  AB,  e descrivete,  dal  punto  D come  cen- 
tro col  raggio  DII,  una  circonferenza  che  sarà  tangente 
ai  tre  lati  del  triangolo. 

2®.  Tirate  le  bisettrici  degli  angoli  esterni  BCM,  CBL; 
queste  rette  s’ incontrano,  perchè  la  somma  degli  angoli 
interni  BCE,  CBE  è minore  di  due  retti,  ed  il  loro  punto 
di  concorso  E dista  egualmente  dalle  tre  rette  AB,  BG,  AC. 
Dunque,  il  cerchio  descritto  dal  punto  E come  centro  col 
raggio  ER,  perpendicolare  ad  AB,  è tangente  al  lato  BC 
e ai  prolungamenti  BL,  GM  degli  altri  due  lati. 

In  modo  affatto  simile  si  proverebbe  che  si  pos- 
sono descrivere  due  nitri  cerchi  tangenti  esternamente 
ai  lati  AB,  AC.  Dunque  il  problema  ha  quattro  soluzioni. 

Corollario.  — Il  punto  di  concorso  delle  bisettrici 
degli  angoli  interni  di  un  triangolo  è il  centro  del  cer- 
cbdo  iscritto.  11  punto  di  concorso  delle  bisettrici  di  due 
angoli  esterni  di  un  triangolo  e di  quella  dell'  angolo 
interno  che  ad  essi  non  è adiacente,  è il  centro  di  uno 
dei  tre  cerchi  ex-iscritti. 
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€APITOI4>  Vm, 

PsUgonl  IscrltU  e eircoscrlttl 


Un  poligono  è iscrìtto  In  un  cerchio  quando  i suoi 
vertici  sono  situati  sulla  circonferenza.  Reciprocamente, 
il  cerchio  è circoscritto  al  poligono. 

Al  contrario,  un  poligono  è circoscritto  ad  un  cer- 
chio quando  i suoi  lati  sono  tangenti  alla  circonferenza. 
Reciprocamente  il  cerchio  è iscritto  nel  poligono. 


’TEOREIHA.  1. 


‘ In  qualunque  quadrilatero  iscritto  gli  angoli  op- 
posti sono  supplementari.  Reciprocamente,  se  gli  angoli 
opposti  di  un  quadrilatero  sono  supplementari,  questo 
poligono  è iscrittibile.  (fìg.  92.) 

Sia  ABCD  un  quadrilatero  iscritto;  l’angolo  ABC  è 
misurato  dalla  metà  dell’  arco  ADC,  e l’angolo  oppo- 
sto ADC  dalla  metà  dell’  arco  ABC  ; dunque  la  loro 
somma  ha  per  misura  j (arco  ADC -h  arco  ABC),  cioè 
la  semicirconferenza,  e gli  angoli  sono  supplementarL 
Reciprocamente,  supponiamo  gli  angoli  ABC,  ADC 
del  quadrilatero  ABCD  supplementari,  e facciamo  pas- 
sare una  circonferenza  pei  tre  vertici  A,  B,  C.  L’  angolo 
iscritto  ABC  ha  per  misura  la  metà  dell’  arco  AEC,  ed 
il  suo  supplemento  ADC  ha  per  misura  la  metà  del- 
l’arco ABC;  dunque  il  vertice  D si  trova  sull’arco  AEC 
cd  il  quadrilatero  è iscrivi  bile. 


Digilized  by  Google 


co 


GEOMETRIA  PIANA. 


. TEOREMA  11. 

In  qualunque  quadrilatero  convesso  e circoscritto 
ad  un  cerchio,  la  somma  di  due  lati  opposti  è uguale 
a quella  degli  altri  due. 

Reciprocamente,  un  quadrilatero  convesso  è circo- 
scrivibile quando  le  somme  dei  lati  opposti  sono  eguali. 

Poiché  (fig.  93)  il  quadrilatero  ABCD  è circoscritto 
al  cerchio  ErGH,  si  ha 


AE=  AH 
BE=  BF 
CG  CF 
DG  = DH  ; 

dunque 

AE  + BE  + CGh-DG=  ah 4- BF  + CF  H- DH 
o 

AB  CD  AD  4~  BC. 

Reciprocamente  il  quadrilatero  ABCD  è circoscrivi- 
hile  se  abbiamo 


AB-f-CD=  AD4-BC 

Infatti  (fig.  94) , se  il  cerchio  che  è tangente  alle 
rette  AD,  AB,  BC  non  lo  fosse  al  lato  DC,  condurremmo 
per  il  punto  D la  retta  DE  tangente  a questo  cerchio  ; 
il  quadrilatero  ABED  essendo  circoscritto,  ne  risulte- 
rebbe 

AB  + DE=  AD4-BC-HCE 
e 

DC4-CE>  de. 
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Si  avrebbe  dunque 


&1 


AB  DC  -f-  CE  ~t-  DE  AD  -f-  BC  CE  -f-  DE 
AB  + DC>AD-+-BC, 


Io  che  è conlrario  all’ ipotesi.  Dunque  il  quadrilatero  ABCD 
è circoscrittibilc. 


TEORKIHA.  HI. 


/ Qualunque  poligono  regolare  è iscrittibile  e circo- 
scriitibile  ffìg.  95.) 

Siano  AP  la  bisettrice  dell’  angolo  BAF  e BQ  quella 
dell’angolo  ABC;  poiché  la  somma  degli  angoli  BAP,  ABQ 
è minore  di  due  retti,  le  linee  AP,  BQ  concorrono  in  un 
punto  0,  che  dico  egualmente  distante  da  tutti  i vertici 
del  poligono. 

Infatti  il  triangolo  OAB  è isoscele,  perche  gli  angoli 
ABO,  BAO  sono  eguali; quindi  il  lato  AOè  uguale  a BO. 
Unisco  il  vertice  C al  punto  0 ed  osservo  che  i trian- 
goli ABO,  CBO  hanno  un  angolo  eguale  compreso  tra 
due  lati  eguali;  dunque  essi  sono  eguali  e il  lato  CO  ò 
uguale  ad  AO. 

In  modo  analogo  dimostrerei  che  le  rette  DO,  ec., 
sono  eguali  ad  AO.  Laonde  la  circonferenza,  descritta 
dal  punto  0 come  centro  e col  raggio  AO,  passa  per  tutti 
i vertici  del  poligono. 

I lati  AB,  BC,  CD,  ec.,  sono  corde  eguali  del  cer- 
chio circoscritto,  quindi  le  perpendicolari  OG,  OH,  ec., 
condotte  dal  centro  di  questo  cerchio  alle  corde  sono 
eguali;  e la  circonferenza  descritta  dal  punto  0 come 
centro  col  raggio  OG,  è tangente  ai  lati  del  poligono. 

Scolio.  — Al  punto  0 si  è dato  il  «ome  di  centro 
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del  poligono  regolare;  alle  rette  OA,  OB,  ec.,  quello  di 
saggi  del  poligono;  alle  linee  OG,  OH,  ec. , quello 
d’  apotemi. 

Si  chiama  angolo  al  centro  di  un  poligono  regolare 
l’angolo  di  due  raggi  consecutivi  OÀ,  OB.  Gli  angoli 
al  centro  sono  eguali  e ciascuno  di  essi  pareggia  il  quo- 
ziente della  divisione  di  quattro  retti  pel  numero  dei  lati 
del  poligono. 

Corollario.  — Le  bisettrici  degli  angoli  di  un  po- 
ligono regolare  e le  perpendicolari  inalzate  sul  punto 
medio  dei  lati,  concorrono  tutte  in  uno  stesso  punto. 


VEOHEMAk  IT. 

/ Se  una  circonferenza  è divisa  in  parti  eguali  AB , 
BC,  CD,  ec., 

1°.  Il  poligono  iscritto  formato  dalle  corde  AB, 
BC  CD,  ec.  è regolare; 

2*.  Il  poligono  circoscritto  EFGH formato  dalle 

tangenti  condotte  da  ciascun  punto  di  divisione,  è rego- 
lare (fìg.  96.) 

1®.  Poiché  gli  archi  AB,  BC,  CD  sono  eguali,  le  loro 
corde  sono  pure  eguali.  L’ angolo  ABC  ha  per  misura  la 
semisomma  degli  archi  AD  e DC,  e l’ angolo  BCD  la  se- 
misomma degli  archi  AD  ed  AB;  dunque  questi  angoli 
sono  eguali.  Lo  stesso  vale  per  gli  altri  angoli  del  poli- 
gono ABCD ; laonde  questo  poligono  è regolare. 

2®.  1 triangoli  isosceli  ABE,  BCF,  CDG,  ec.,  hanno 
una  base  eguale,  adiacente  a due  angoli  rispeUivamente 
eguali;  dunque  sono  eguali.  Dal  che  segue;  1®,  che  gli 
angoli  E,  F,  G ec.  sono  eguali;  2®,  che 


AE  = BE  = BF  = CF  = CG,  ec. 
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Laonde  i lati  EF,  FG,  ec.  sono  eguali,  e il  poligono 
circoscrillo  è regolare. 

Scolio.  — Se  dividiamo  ciascuno  degli  archi 
AB,  BG,  CD,  ec.  in  due  parti  eguali,  e che  s’iscriva 
il  poligono  regolare  di  2n  lati,  il  perimetro  e la  super- 
ficie di  questo  poligono  sono  rispettivamente  maggiori 
del  perimetro  e della  superficie  di  quello  di  n lati.  Vale 
il  contrario  pel  poligono  regolare  circoscritto  di  2n  lati. 


TEOnEHA  vr. 

Una  circonferenza  essendo  divìsa  in  n parti  eguali 
nei  punti  A,  B,  G,  D ec.,  se  uniamo  questi  punti,  a co- 
minciare da  uno  di  essi,  A per  esempio , di  2 in  2, 
eli  3 in  3,  e in  generale  di  h tn  h,  si  forma  un  poli- 
gono regolare  di  n lati,  quando  i numeri  n ed  b sono 
primi  tra  loro.  (fiq.  91.) 

Sia  l’ arco  AD  = AB  X * ; si  ha  per  ipotesi  circon- 
ferenza AO  = AB  X » • Poiché  i numeri  n ed  A sono 
supposti  primi  tra  loro,  il  minimo  multiplo  comune  del- 
l’arco AD  e della  circonferenza  AO  è ABX«X^>' 
il  prodotto  AB  X « X A è uguale  all’arco  AD  X o alla 
circonferenza  AO  X^-  Dunque  il  poligono,  formato  dal- 
r unire  i punti  di  divisione  della  circonferenza  di  A in  h, 
ha  n tati,  e il  suo  perimetro  sottende  A volte  la  circon- 
ferenza. 

Corollario.  — Se  i numeri  » ed  A avessero  un 
divisore  comune  si  mostrerebbe  con  un  ragionamento 
analogo,  che  il  poligono  formato  dall’  unire  i punti  di  A 

in  A ha  solamente  ^ lati,  e che  il  suo  perimetro  sot> 
d 

tende  ^ volto  la  circonferenza. 
d 


Digitized  by  Coogle 


(>4 


GEOMETRIA  PIANA. 


Scolio.  — Si  dice  che  questi  poligoni  regolari  con- 
cavi sono  stellati  (’). 

TEOREMA  TI. 

dÀ 

7 Vi  ha  tanti'^poligoni  regolari  di  n lati  quante 
unità  vi  sono  nella  metà  del  numero  che  esprime 
quanti  numeri  interi  vi  sono  inferiori  a n e primi  con 
esso  (ftg.  98.) 

Siano  1,  a,  b,  c,  n — c,  n — b,  n — a,  n — 1 i 
numeri  interi,  minori  di  tj  e primi  con  esso.  Dividiamo 
una  circonferenza  in  n parti  eguali,  ed  uniamo  i punti 
di  divisione  di  1 in  1,  di  a in  a,  di  & in  b,  ec.  Ciascuno 
dei  numeri  1,  a,  b,  ec.,  essendo  primo  con  n,  passe- 
remo per  tutti  i punti  di  divisione  prima  di  ritornare 
al  punto  di  partenza,  in  guisa  che  formeremo  tanti  po- 
ligoni regolari  di  n lati  quanti  numeri  interi  vi  sono 
inferiori  a n e primi  con  esso. 

Questi  poligoni  sono  eguali  due  a due;  giacché  gli 

(*)  Intcndcnao  colsig.  Poinsot  per  poligono  ronveuo  quello  che  non  ha  an- 
goli maggiori  di  due  relti,  anche  i poligoni  stellati  di  cui  parla  l’autore  sono 
convessi. 

Per  formarsi  un  giusto  concetto  della  teoria  dei  poligoni  stellati , giova  sa- 
pere che  il  sig.  Poinsot  distingue  nei  poligoni  l’ordine  e la  specie.  Due  poligoni 
si  dicono  dello  stesso  ordine  quando  hanno  un  egual  numero  di  lati  e della  stessa 
specie  quando  la  somma  degli  angoli  è eguale  io  entrambi.  Siccome  al  variare  di 
quest’ ultima  somma, in  ciascun  ordine,  varia  pure  il  numero  di  volte  che  il  peri- 
metro fa  il  giro  della  circonferensa  , potremo  indicare  la  specie  con  questo  nu- 
mero.  Cosi  un  poligono  di  n lati  lo  diremo  della  prima  specie  quando  il  suo  pe- 
rimetro fa  una  volta  sola  il  giro  dello  spazio  angolare  ; della  seconda  specie  quando 
fa  due  volte  questo  giro,  ec. 

La  reciproca  del  teorema  V c vera;  cioè  se  unendo  di  h in  h,  n punti  A,  B, 
C,  D,  ec.,  si  passa  per  latti  questi  punti  prima  di  ritornare  al  punto  di  par.- 
tema,  il  numero  h sarà  necessariamente  primo  con  n.  Laonde,  se,  unendo  in 
tal  guisa  più  punti  a intervalli  qualunque  eguali,  non  ai  può  mai  ritornare  .al 
primo  senza  passare  per  tutti  gli  altri,  potremo  affermare  che  il  numero  di  tutti 
questi  punti  è primo  assolutamente , lo  die , secondo  una  giudiziosa  osserva- 
zione del  signor  l’oinsot , costituisce  lua  specie  di  dedoiaione  geometrica  dal 
numero  primo.  (T  ) 
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archi  ABX«j  ABX(«  — a)  come  ABD,  AED,  la  coi 
somma  è uguale  alla  circonferenza,  hanno  corde  uguali, 
e se  si  uniscono  i punti  di  divisione  di  a io  a,  si  forma  lo 
stesso  poligono  che  unendoli  di  » — a in  n — a,  ma 
percorrendo  la  circonferenza  in  senso  contrario. 

Corollario.  — Vi  sono  2 pentagoni  regolari,  3 et- 
tagoni, 2 decagoni,  ec. 

TEOREMA  TD. 

/ 

La  somma  degli  angoli  interni,  formati  dai  lati 
successivi  di  un  poligono  regolare  di  n lati,  è uguale 
a tante  volte  2 angoli  retti  quante  unità  vi  sono 
in(n  — 2h),  h essendo  V intervallo  costante  pel  quale 
si  passa  per  andare  da  un  vertice  al  seguente,  ((ig.  99.) 

Siano  AD  un  lato  e ADE  un  angolo  del  poligono  re- 
golare di  n lati  che  si  forma  unendo  di  A in  4 i punti  di 
divisione  della  circonferenza  AO  divsa  in  n parti  eguali. 
L’ arco  AE  compreso  tra  i lati  dell’  angolo  ADE  è uguale 
ad  ABX(^*  — 2 4),  e la  somma  degli  n angoli  eguali 

, . »XABX(w  — 24) 

del  poligono  ha  per  misura  ov- 

A 

i 

vero  - circonferenza  AO  X ( ^ “ 2 4 ).  Dunque  questa 

A 

somma  è uguale  a tante  volte  2 retti  quante  unità  sono 
in»  — 24. 

Corollario.  — La  somma  degli  angoli  esterni  for- 
mati da  ciascun  lato  e dal  prolungamento  del  lato  pre- 
cedente è uguale  a 4 h retti. 

Infatti,  la  somma  degli  angoli  adiacenti,  tanto  esterni 
quanto  interni,  è uguale  a 2R  X Diminuendo  questa 
somma  di  quella  degli  angoli  interni,  espressa  da  (n — 24) 
2R,  si  ha  4 4R  per  la  somma  degli  angoli  esterni. 

Scolio. — Se  supponiamo  4 = 1,  si  ritrovano  i 

6 
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teoremi  relativi  a un  poligono  convesso.  — (Vedi  le  ap- 
plicazioni della  teoria  dei  poligoni  stellati  nelle  memorie 
del  sig.  Poinsot.)  (’). 

(<)  Risolviamoli  in  fattoli  primi  a aia  « ss  o|i  fa  e*  | il  mmter»  lIcgK  in- 
Uri  primi  con  » e minori  «li  n è 

ap-i  6?-*  cr-t (a — I)  (i — I)  (c — 1)  .... 

Se  quindi  indichiamo  con  N il  numero  che  esprime  le  specie  di  poligoni  convessi 
di  n lati , avremo 

2iV=saP-<  bt-i  c»-« (»— (fr— I)  (e— 1)  .... 

Se  n è un  numero  primo  si  ha 


Da  queste  due  formule  si  deducono  varie  conseguente  1 1<*.  Vi  è una  sola 
specie  di  triangolo  , di  quadrilatero,  di  esagono.  2**.  Vi  sono  due  specie  di  penta- 
goni , tre  di  ettagoni , due  di  ottagoni , tc.  Le  due  spade  di  pentagoni  si  formano 
unendo  i punti  dì  1 in  1 e di  2 in  2 ; la  prima  specie  h il  pentagono  ordinario , 
la  seconda  {Jtg.  dOO)  è uguale  a quella  del  triangolo , poiché  ha  per  somma  dei 
suoi  angoli  interni  due  retti.  Le  tra  specie  di  ettagoni  ti  formano  unen«lo  i punti 
di  I in  1,  di  2 in  2 , e di  3 in  il;  la  prima  specie-è  l’ettagono  ordinario^la  secon- 
da ( fig.  101)  é ugnale  a quella  del  pentagono  ordinario , poiché  la  somma  dei  suoi 
angoli  è sei  retti;  la  tersa  [Jig  102)  é uguale  a queDa  del  triangolo. Le  due  specie 
di  ottagoni  appartengono  1’  una  alla  prima , che  costituisce  1’  ottagono  ordinario, 
l’altra  alla  terza  (Jig.  103),  formata  unendo  i punti  di  3 in  3,  e ch’é  uguale  a 
quella  del  quadrilatero , ec.  3°.  Vi  ha  sempre  un  poligono  di  un  numero  qualun- 
que dispari  di  lati  della  stessa  specie  del  triangolo.  Infatti  è chiaro  che  per 
n = 2A  -4-  1 la  somma  degli  angoli  del  poligono  è uguale  a 2 retti.  4P.  Se  si 
han=2(A-4-1),la  somma  degli  angoli  del  poligono  é 4 retti  come  nel  quadri- 
latero. Avverto  che  h dev’  essere  un  numero  dispari,  a&iché  sia  primo  con  a. 
6°.  Se  si  ha  n = 2 </>  -f-  2),  la  somma  degli  angoli  del  poligono  è 8 retti  come 
per  l’esagono.  Anche  qui  h dev’essere  un  numero  dispari. 

Quindi,  in  ciascun  ordine  di  poligoni  jU  un  numero  dispari  qualunque  di 
lati,  come 

3,  5,  7,  9,  11,  

ve  ne  ha  sempre  uno  della  stessa  specie  del  triangolo. 

In  ciascun  ordine  di  poligoni  d’nn  numero  «pialunque  di  lati  della  for- 
ma 2(/i  -4-  1),  ove  A é un  numero  dispari,  come 

4,8,12,16,30,....  • 

ve  ne  ha  uno  della  stessa  specie  de)  quadrilatero. 

In  ciascun  ordine  di  poligoni  d’ un  numero  qualunque  di  lati  della  for- 
ma 2(/i  -H  2),  ove  4 è un  numero  .dispari,  come 

6,  IO,  14,  18,  22 

ve  tic  ha  sempre  uno  della  stessa  specie  dell’  esagono.  (T.) 
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JProhietni  <ia  vimoMioeire» 

1.  — La  somma  delle  reUe  eondotle  da  an  punto  situalo 
neU'interno  di  un  triangolo  alle  estremità  di  un  lato  è minerò 
della  somma  di  due  altri  lati. 

2.  — La  somma  delle  rette  condotte  da  nn  punto  situato 
nell’ interno  di  un  triangolo  ai  tre  vertici  è minore  di  quella 
dei  tre  lati,  e maggiore  della  metà  di  quest’ ultima  somma 

3.  — Trovare  sopra  una  retta  ud  punto  tale  che  la 
gomma  e la  diflerenza  delle  linee  che  l’uniscono  a due  punti 
dati  sia  un  minimo  o un  masgimo.  Osservare  che  queste 
rette  sono  egualmente  inclinate  sulla  retta  data. 

4.  La  somma  delle  perpendicolari  eondotle  da  un 
ponto  qualunque  della  base  di  un  triangolo  isoscele  agli  altri 
due  lati  è costante. — La  diflerenza  delle  perpendicolari  con- 
dotte da  un  ponto  qualunque  dei  prolungamenti  della  base 
ai  due  altri  lati  è costante. 

3.  — La  somma  delle  perpendicolari  abbassate  da  on 
punto  preso  nell’  interno  di  on  triangolo  equilatero  sui  tre 
lati  è costante.  — In  che  modo  bisogna  modiflcare  l’ enun- 
ciato del  teorema  per  on  punto  esterno  al  triangolo? 

6.  — Costruire  un  triangolo  di  cui  si  conoscono  il  peri- 
metro e gli  angoli. 

7.  Costruire  on  triangolo  di  cui  sia  noto  un  lato,  l’an- 
golo opposto  e la  somma  o la  diflerenza  dei  due  altri  lati. 

8.  — Costruire  on  triangolo  essendo  dati  la  bisettrice, 
la  mediana  e la  perpendicolare  condotte  da  un  vertice  fino 
all’  incontro  del  lato  opposto. 

9.  — Dividere  nn  arco  di  cerchio  in  due  parti  tali  cbc 
la  somma  e la  diflerenza  delle  loro  corde  sia  eguale  a una 
retta  data. 

in.— Costruire  un  trapezio  dì  coi  si  conoscano  i quattro 
lati. 

11.  — Iscrivere  in  on  cerchio  dato  on  trapezio  del  quale 
si  conosca  la  somma  e la  distanza  di  due  lati  paralleli. 
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12.  — Se  per  i vertici  di  un  triangolo  si  conducono  delle 
parallele  ai  suoi  lati , queste  rette  determinano  nn  secondo 
triangolo  eguale  al  quadruplo  del  primo.  — Qual  è il  rap- 
porto dei  lati  paralleli? 

13.  — Il  parallelogrammo  formato  conducendo,  per 
l’estremità  di  ciascuna  diagonale  d’un  quadrilatero,  delle 
parallele  all’  altra  diagonale,  è equivalente  al  doppio  di  questo 
quadrilatero.  Dedurre  da  questo  teorema  che  due  quadrila- 
teri sono  equivalenti  se  le  loro  diagonali  sono  rispettivamente 
eguali  ed  egualmente  inclinate  l’ una  sull’  altra. 

14.  — Le  bisettrici  degli  angoli  di  un  quadrilatero  deter- 
minano incontrandosi  un  quadrilatero  iscritlibile.  Qual’  è la 
natura  del  secondo  quadrilatero,  se  il  primo  è un  parallelo- 
grammo  0 un  rettangolo? 

13.  — In  un  poligono  iscritto  di  un  numero  pari  di  lati, 
la  somma  degli  angoli  di  posto  dispari  è uguale  a quella 
degli  angoli  di  posto  pari. 

16.  — In  un  poligono  circoscritto  di  un  numero  pari  di 
lati , la  somma  dei  lati  di  posto  dispari  è uguale  a quella  dei 
lati  di  posto  pari. 

17.  — Le  bisettrici  degli  angoli  che  formano  i lati  op- 
posti d’ un  quadrilatero  iscritto  in  un  cerchio  éono  perpen- 
dicolari r una  sull’  altra. 

18.  —La  distanza  di  nn  punto  della  circonferenza, 
circoscritta  a un  triangolo  equilatero,  al  vertice  oppo- 
sto, è uguale  alla  somma  delle  sue  distanze  dai  due  altri 
vertici. 

19.  — Le  perpendicolari  condotte  dai  vertici  di  un  trian- 
golo sopra  i lati  opposti  concorrono  nello  stesso  punto. 

20.  — Le  perpendicolari  tirate  dai  vertici  di  nn  trian- 
golo sopra  i lati  opposti  sono  le  bisettrici  degli  angoli  del 
triangolo  che  ha  per  vertici  i piedi  di  queste  tre  perpendi- 
colari. 

21.  — Se  si  conducono  da  un  punto  qualunque  della  cir- 
conferenza a un  triangolo  delle  perpendicolari  sopra  i lati, 
i piedi  di  queste  perpendicolari  sono  in  linea  retta. 

22.  — Due  circonferenze  concentriche  essendo  date*, 
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47.‘  — Sia  ABC  un  triangolo  qualunque;  AD,  BE,  CF 
le  perpendicolari  condotte  da  A,  B,  C al  Iati  opposti,  e P il 
loro  punto  d’intersezione:  il  cerchio  che  passa  pei  piedi  D, 
E,  F,  delle  perpendicolari  è tangente  ai  sedici  cerchi  iscritti 
ed  ex-iscritti  dei  triangoli  ABC,  APB,  fiPG  e GPA. 
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lUIIVBB  PROPORZIOIV  ABI» 


CAPlTOIiO  1. 
Traaveraall  nel  Triangolo. 


Quando  un  punto  qualunque  C è situato  sulla  retta 
che  passa  per  due  punti  A e B,  si  dà  il  nome  di  segmento 
della  retta  AB  a ciascuna  delle  distanze  di  C all’  estre- 
mità di  AB.  (fig.  104.) 

Se  il  punto  G si  trova  fra  A e B,  la  retta  AB  è 
uguale  alla  somma  dei  due  segmenti  AC,  BC;  nel  caso 
contrario,  è uguale  alla  loro  differenza. 

Allorché  si  tira  una  linea  retta  sul  piano  di  un 
triangolo,  essa  può  incontrare  i tre  lati  o essere  paral- 
lela a uno  di  essi  : in  tutti  e due  i casi  le  si  dà  il  nome 
di  trasversale.  I segmenti  che  essa  determina  sui  lati 
del  triangolo  godono  proprietà  importanti  che  ci  propo- 
niamo di  studiare. 

1°.  Consideriamo  primieramente  una  trasversale  pa- 
rallela a un  lato  del  triangolo. 

^ TBORBMA  1. 

Qualunque  retta  parallela  a uno  dei  lati  di  un 
triangolo  divide  gli  altri  due  in  segmenti  proporzio- 
nali. (fig.  105.) 
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Sia  DE  parallela  al  lato  BC  del  triangolo  ABC  : dico 
che  il  rapporto  di  AD  a DB  è uguale  a quello  di  AE  ad  EC. 

Supponiamo  in  prima  che  le  rette  AD,  DB  sieno 
commensurabili,  e che  la  loro  massima  comune  mi- 
sura AF  sia  contenuta  tre  volte  in  AD  e due  volte  in  DB, 

AD  3 

io  guisa  che  il  rapporto  = 2*  *^*'^*’ 


sione  F,  G,  H,  conduciamo  delle  parallele  a BG;  queste 
linee  e DE  dividono  AC  in  cinque  parti  eguali.  Infatti, 
se  si  conduce  FN  parallela  ad  AG,  i due  triangoli  AFK, 
FGN  hanno  un  lato  uguale,  adiacente  a due  angoli 
uguali;  dunque  i lati  AK,  FN  sono  uguali.  Ma  FN  è 
uguale  a KL,  come  parallele  comprese  tra  rette  paral- 
lele; dunque  KL  è uguale  ad  AK. 

Parimente  si  proverebbe  l’ eguaglianza  di  AK  e di 
ciascuna  delle  linee  EL,  EM,  MG.  Dunque  AK  è conte- 
nuta tre  volte  in  AE  e due  volle  in  EC;  per  conseguenza 


£E_  3_^ 

EC~  2~  DB 


2».  (/ig.  106.)  Se  le  rette  AD,  DB  non  hanno  comune 
misura,  dividiamo  DB  in  dieci  parti  eguali,  e portiamo 
il  decimo  di  BD  sopra  DA.  Supponiamo  che  questa  linea 
lo  contenga  diciassette  volte  con  un  resto  DH  minore  di 

questo  decimo;  il  rapporto  ~ sarà  maggiore  di  e 

18 

minore  di  Se  per  i punti  di  divisione  di  AB  condu- 
ciamo delle  parallele  a AG,  la  retta  EG  vien  divisa  in 
dieci  parti  eguali;  poiché  una  di  queste  divisioni  è con- 
tenuta diciassette  volte  in  AE  con  un  resto  G£,  il  ra{i- 

AE  17  18 

porto  — è compreso  tra  ~ e — . Dunque  i due  rap- 
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porli  , — contengono  lo  stesso  numero  di  decimi. 
DB  EG 

Dividendo  DB  in  100,  lOOO,  ec. , parti,  proveremmo 
egualmente  che  questi  rapporti  contengono  lo  stesso 
numero  di  unità  decimali  di  un  ordine  qualunque,  dun- 
que sono  uguali. 

Corollario  I.  — Dalla  proporzione 
AD  : DB  : ; AE  : EC 

si  deduce 

AD + DB  : AD  : DB  : : ae  ■+■  ec  : ae  : ec, 

ovvero 

AB  : AD  : DB  : : ac  : ae  : ec. 

Corollario  II.  — Delle  rette  parallele  AD,  BE,  CF, 
intercettano  sopra  due  linee  rette  qualunque  AC,  DF, 
segmenti  proporzionali,  (fig.  107.) 

Sia  AH  parallela  a DF  ; poiché  la  retta  BG  è paral- 
lela al  lato  CH  del  triangolo  ACH,  si  ha 

AB  : AG  : : Bc  : GH. 

Ma  AG  è uguale  a DE,  e GH  ad  £F,  come  parallele 
comprese  tra  parallele  -,  dunque 

AB  : de:  : bc  : ef. 


TKOREMA.  11. 


Qualunque  retta  DE  che  divìde  due  lati  AB  di 
un  triangolo  ABC  in  parti  proporzionali  è parallela  al 
terzo  lato  BC.  (fig.  108.) 

Per  ipotesi  si  ha 

AD  : DB  : : AE  : ce 
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e dico  che  DE  è parallela  a BC.  Giacché,  se  DE  non 
è parallela  a BC,  potremo  condurre  pel  punto  D la  li- 
nea DF  parallela  a BC;  allora  avremo 

ad:bd::af:cf, 

e per  conseguenza 

AE  : CE  : : AF  : cf. 

Ma  questa  proporzione  è falsa,  perchè  gli  estremi  AE, 
CF  sono  rispettivamente  minori  dei  medi  AF,  CE.  Dun- 
que la  retta  DE  è parallela  a BC. 


TEOREMA.  Ul. 


I lati  omologhi  di  due  triangoli  equiangoli  ABC, 
DEF  sono  proporzionali,  (fig.  i09.) 

Sieno  l’ angolo  A eguale  a D,  1’  angolo  B eguale 
ad  E,  e l’ angolo  C eguale  ad  F.  Prendiamo  sul  lato  AB, 
la  linea  AG  uguale  a DE  e sopra  AC  la  linea  AH  eguale 
a DF,  e conduciamo  la  retta  GH.  I due  triangoli  AGH, 
DEF,  sono  uguali  come  aventi  un  angolo  eguale  com- 
preso fra  due  lati  eguali  ; laonde  l’ angolo  AGH  è uguale 
a DEF  e per  conseguenza  ad  ABC.  Dunque  la  retta  GH  è 
parallela  a BC,  e si  ha 

ab:ag::ac:ah 

ovvero 

AB  : DE  : : AC  : df. 


Similmente  si  proverebbe  che 


Dunque 


AB  : DE  : : BC  : ef. 

AB  : DE  : : AC  : DF  : : BC  : ef. 
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Corollario.  — Se  due  triangoli  hanno  i loro  lati 
rispettivamente  paralleli  o perpendicolari,  questi  lati 
sono  proporzionali. 


t TEOREMA  rr. 

Bue  triangoli  ABC,  DEF  sono  equiangoli  se  i loro 
lati  sono  proporzionali,  (fig.  109.) 

Si  ha  per  ipotesi 

AB  : DE  : : AC  : df  : : bc  : ef. 

Prendiamo  sopra  AB  la  retta  AG  uguale  a DE,  e 
conduciamo  GH  parallela  a BC.  I due  triangoli  ABC , 
AGH  sono  equiangoli  e danno 

AB  : AG  : : AC  : AH  : : bc  : gh. 

A,  -r 

Gli  antecedenti  di  queste  due  serie  di  rapporti  sono 
eguali  due  a due,  quindi  i conseguenti  sono  propor> 
zionali,  e poiché  le  rette  AG,  DE  sono  uguali,  il  lato 
AH  = DF,  GH  = EF.  Dunque  i triangoli  AGH,  DEF  sono 
eguali,  e i triangoli  DEF,  ABC  sono  equiangoli. 

, TEOREMA  T. 

Bue  triangoli  ABC , DEF  che  hanno  un  angolo 
eguale  compreso  tra  lati  proporzionali  sono  equiangoli, 
(fig.  109.) 

Supponiamo  l’angolo  D uguale  all’angolo  A e i 
loro  lati  proporzionali,  cioè  che 

AB  : DE  : : ac  : df. 

Prendiamo  sopra  AB  la  retta  AG  uguale  a DE  e con- 
duciamo GH  parallela  a BC;  i due  triangoli  ABC,  AGH 
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sono  equiangoli  e danno 

AB  : AG  : : ac  : ah, 

quindi  AH=DF  e i triangoli  AGH,  DEF  sono  eguali 
come  aventi  un  angolo  eguale  compreso  tra  due  lati 
eguali.  Dunque  i triangoli  ABC,  DEF  sono  equiangoli. 


TBOBEHA  TI. 

Le  rette  OA,  OB,  OC,  ec.,  condotte  dal  punto  0, 
intercettano  segmenti  proporzionali  sulle  parallele  AD, 
EH.  (Pg.  110-111.) 

1 triangoli  ABO,  EFO  sono  equiangoli  e si  ha  : 

. AB  : EF  : : ob  : of. 

I triangoli  BCO,  FGO  sono  anche  equiangoli:  quindi 

OB  : OF  : : bc  : fg  : : oc  : oc. 

Similmente  i triangoli  CDO,  GOH  danno  la  proporr 
zione 

OC  : OG  : : cd  : gh.  ^ 

Ma  queste  proporzioni  hanno  due  a due  un  rap- 
porto comune;  dunque  gli  altri  rapporti  sono  eguali, 
c si  ha 


ab:ef::bc:fg:;cd:gh 

Corollario.  — Se  le  rette  AE,  BF,  CG,  ec.,  divi- 
dono le  parallele  AD,  EH  in  segmenti  proporzionali, 
concorrono  in  uno  stesso  punto. 

Sia  0 il  punto  d’incontro  delle  due  rette  AE,  BF; 
uniamolo  al  punto  G per  via  della  retta  OG,  dico  che 
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questa  linea  passa  pel  punto  C.  Infatti,  sia  G'  ii  punto 
nel  quale  OG  incontra  la  retta  AD,  si  ha 

EF  : AB  : r FG  : bc'; 


ma  per  ipotesi 

ef:ab::fg:bc, 

dunque  BG'  è uguale  a BG  e il  punto  G'  coincide  con  C. 

2°  Supponiamo  ora  che  la  trasversale  incontri  i tre 
lati  del  triangolo. 


TEOREHA  Vn. 

Ti 

Qualunque  trasversale  DF  determina  sui  lati  del 
triangolo  ABG  sei  segmenti  tali , che  il  prodotto  di  tre 
segmenti  non  contigui  è uguale  al  prodotto  degli  altri 
tre.  (fig.  HS.) 

Gonduciamo  pel  vertice  G la  retta  GG  parallela  al 
lato  AB,  sino  all’  incontro  di  DP.  I triangoli  BDF,  GDG 
sono  equiangoli;  dunque 

BD  : GD  : : bf  : gg. 

I triangoli  equiangoli  AEF,  CEG  danno  anche 
AF  : GG  : : ae  : eg  ; 

laonde,  moltiplicando  queste  proporzioni  termine  a ter- 
mine 

bdxaf  :gdxcg:  :bfxae  :qgxeg, 

e per  conseguenza 

BD  X AF  X EG  = CD  X BF  X AE . 
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Scolio  I.  — La  trasversale  incontra  due  lati  e il 
prolungamento  del  terzo,  o i prolungamenti  dei  tre  lati. 

Scolio  II.  — Quando  si  conduce  la  trasversale  per 
un  vertice,  due  segmenti  consecutivi  sono  nulli  e l’egua- 
glianza precedente  diventa  un’identità.  Se  questa  tras- 
versale coincide  con  una  delle,  bisettrici  degli  angoli 
supplementari  dal  cui  vertice  essa  è condotta,  si  ha  il 
seguente  teorema: 


X 


TEOBEXA  Tm. 

% 

La  bisettrice  di  un  angolo  di  un  triangolo,  o del 
suo  supplemento,  divide  il  lato  opposto  in  due  segmenti 
proporzionali  ai  due  lati  di  quest’  angolo  (fig.  113). 

1®.  Sia  AD  la  bisettrice  dell’  angolo  BAC  del  trian- 
golo ABC.  Conduciamo  pel  vertice  C la  retta  CE  paral- 
lela al  lato  opposto  AB,  sino  all’  incontro  di  AD.  I due 
triangoli  ABD , CDE  sono  equiangoli , dunque 

bd;cd:  :ab  :ce. 

Ma  ciascuno  degli  angoli  CAD,  GEA  è uguale  al- 
l’angolo BAD,  dunque  il  triangolo  ACE  è isoscele,  e 

BD  : CD  : : ab  : ac. 

2®.  Se  la  retta  AD'  è la  bisettrice  di  CAG,  supple- 
mento di  BAC,  e che  si  conduca  dal  punto  C la  retta  CF 
parallela  ad  AB,  i triangoli  equiangoli  ABD',  FCD'  danno; 

BD'  : CD’:  ;ab  ;cf. 

Ma  l’angolo  GAD'è  uguale  a ciascuno  degli  angoli  CAF, 
AFC,  dunque  il  triangolo  AFC  è isoscele,  e 

BD'  : CD'  : : ab  : ac. 
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Corollario.  — La  retta  BC  è divisa  dai  punii  D, 
in  segmenti  proporzionali , giacché  dalle  due  proporzioni 
precedenti  si  deduce 

BD  : CD  : BD'  : cd'. 


TEOREMA,  n. 

Tre  punti  D,  E,  F sono  in  linea  retta  se  determi- 
nano sui  lati  del  triangolo  ABC  sei  segmenti  tali,  che 
il  prodotto  di  tre  segmenti  non  consecutivi  sia  uguale 
al  prodotto  degli  altri  tre.  (fig.  112). 

Si  ha  per  ipotesi, 

afxdbxce=  aexcdxbf. 

Se  la  retta  che  passa  per  i due  punti  D,  E non  in- 
contrasse il  lato  AB  al  punto  F , e che  F'  fosse  l’ inter- 
sezione di  DE  con  AB , si  avrebbe, 

AF' X BD  X CE  = AE  X CD  X BF'. 

Dividendo  membro  a membro  le  due  eguaglianze 
precedenti,  si  trova  la  proporzione 

B^ 

AF'  BF' 

eh’ è evidentemente  falsa.  Dunque  i tre  punti  D,  E,  F 
sono  in  linea  retta. 

TEOREMA  X. 

Se  tre  rette  AD,  BE,  CF,  condotte  dai  vertici  di 
un  triangolo,  concorrono  in  uno  stesso  punto  G,  cia- 
scuna determina  sul  lato  opposto  due  segmenti  tali. 
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che  il  prodotto  di  tre  segmenti  non  consecutivi  è uguale 
al  prodotto  degli  altri  ire.  (fig.  114). 

La  trasversale  AD  divide  il  triangolo  ABC  in  due 
altri  ABD,  ACD;  il  triangolo  ABD  e la  trasversale  CF 
danno  : 


afxbcxdg=  agxdcxbf. 

Il  triangolo  ACD  e la  trasversale  BE  danno  anche 

AG  X BD  X CE  = AE  X BC  X CD. 

Moltiplicando  queste  due  eguaglianze  membro  a mem- 
bro e riducendo  si  ha 

AF  X BD  X CE  = AE  X CD  X BF. 

Dunque  il  prodotto  dei  tre  segmenti  non  consecu- 
tivi AF,  BD,  CE  è uguale  al  prodotto  degli  altri  tre  AE 
CD,  BF. 

Scolio.  — Le  tre  trasversali  incontrano  tutti  e tre 
ilati,  0 un  sol  lato  e i prolungamenti  degli  altri  due.  (') 


TCOREMA  RI. 

Se  ire  punti  Tì.,  E,  F determinano  sui  lati  del  trian- 
golo ABC  sei  segmenti,  tali  che  il  prodotto  di  tre 
segmenti  non  consecutivi  sia  uguale  a quello  degli  altri 
tre;  le  rette  che  uniscono  questi  punti  ai  vertici  opposti 
concorrono  in  uno  stesso  punto,  (fig  114.) 


('j  St  AD  e uni  mediana , i pnnti  F ed  J?  si  trovano  lopra  una  retta  pa- 
rallela a BC,  Infatti  ponendo  BD  =2  DC  nell’ultima  eguaglianxa,  ai  ottiene 


APy.  CEz=  AF.y,  BF, 

ovvero 

.4F  : BF:-.  A E : EC.  (T.) 

e 
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Si  ha  per  ipotesi  ^ 

afxbdxce=  aexcdxbf- 

Sia  G il  punto  d’ incontro  delle  due  trasversali 
RE,  CF,  dico  che  la  retta  AG  passa  pel  punto  D.  In- 
fatti, se  questa  linea  incontrasse  BC  in  un  punto  D'  di- 
verso da  D,  si  avrebbe 

afxbd'xce=  aexcd'xbf. 


Ma,  dividendo  membro  a membro  le  due  eguaglianze 
precedenti,  si  trova 

BD  _ CD 
BD'~  CD'’ 


proporzione  erronea,  giacché  si  ha 


BD’^  ®CD'^  ’ 


dunque  la  retta  AG  passa  pel  punto  D e le  tre  rette  AD, 
BE,  CF  concorrono  nello  stesso  punto  G. 

Corollario.— Le  mediane  di  un  triangolo  passano 
per  lo  stesso  punto. 


CAPlTOliO  n. 

Traavarsali  comalderate  ae&  «erddo- 


Si  chiama  proiezione  (fig,  fi5)'  di  un  punto  A so- 
pra una  retta  qualunque  xy,  il  piede  della  perpendico- 
lare Aa  abbassata  dal  punto  sulla  retta. 

La  proiezione  di  una  retta  Gnita  AB  sopra  un  asse 
indeGnito  xy  è la  porzione  ab  di  quest’  asse  compresa 
tra  le  proiezioni  delle  estremità  di  AB. 
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TEOHEMA.  I. 

Se-  per  un  punto  A del  piano  di  un  cerchio  si  tira 
una  secante  qualunque  BG.,  il  prodotto  dei  due  segmenti 
AB,  AC,  determinati  dalla  circonferenza  sopra  questa 
retta,  è costante,  (fig.  116.) 

Conduekuxio  pel  punto  A il  diametro  DE  ed  unia- 
mo i punti  D e E e C:  i triangoli  ABD,  ACE  sono 
equiangoli,  giacché  hanno  l’angolo  A comune  e gli  an- 
goli ABD,  AEC  eguali,. perchè  misurati  dalla  metà  del- 
r arco  CD;  dunque 

ab;  ae::ad  : AC, 

da  cui 

abxag=  aexad, 

cioè  che  il  prodotto  AB  X AC  è uguale  a quello  delle 
normali  condotte  dal  punto  A alla  circonrerenza. 

Scolio.  — I segmenti  AB,  AC  dellai secante  BC  sono 
inversamente  proporzionali  ai  segmenti  AD,  AE  della 
secante  DE. 

Corollario.  — La  perpendicolare  CD,  condotta  da 
un  punto  qualunque  C della  circonferenza  ad  ua  diame- 
tro AB,  è media,  proporzionale  tra  i due  segmenti  dei 
diametro,  (fig.  117.) 

Infatti,  se  prolungfiiamo  CD  sino  all’ incontro  della 
circonferenza,  si  ha 

DAXDB=:  DCXDE=  DC*. 


TEORE.il A H. 

Se  pel  punto  A si\  conducono  al  cerchio  BCD  la 
tangente  hB  e lina  secante  qualunque  AD,  la  tangente  è 


Digitieed  by  Coogle 


GEOMETRIA  PIANA. 


84 

media  proporzionale  tra  la  secante  e la  sua  parte  ester- 
na. (fig.  'fIS.) 

Conduciamo  le  rette  BC,  BD;  i triangoli  ABC,  ABD 
sono  equiangoli,  perchè  hanno  l’angolo  A comune  e gli 
angoli  ABC,  ADB  uguali;  dunque 

AD  : AB  : AB  : AC . 

Scolio.  — 11  quadrato  della  tangente  AB  è uguale 
al  prodotto  della  secante  AD  per  la  sua  parte  esterna  AC. 

TEOREMA,  ni. 

Se  due  rette  AD,  BC  s’ incontrano  in  un  punto  E 
tale  che 

AEXDE=BEXCE, 

le  loro  estremità.  A,  D,  B,  C 5t  trovano  sulla  stessa 
circonferenza,  (fig.  119). 

Infatti,  si  ha  per  ipotesi 

AE  :be:  :cE  :de; 

dunque  i triangoli  ACE,  BDE  sono  equiangoli,  perchè 
hanno  un  angolo  eguale  E compreso  tra  lati  proporzio- 
nali. Per  conseguenza,  se  sulla  retta  CD  si  descrive  un 
arco  di  cerchio  capace  dell’  angolo  CAD,  quest*  arco 
passa  pel  punto  B,  ed  i quattro  punti  A,  B,  C,  D somi 
situati  sulla  stessa  circonferenza. 


TEOREMA  IT. 

Qualunque  corda  AB  è media  proporzionale  tra  il 
diametro  AC  che  passa  per  una  delle  sue  estremità  e la 
sua  proiezione  AD  sopra  questo  diametro,  (fig.  120.) 
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I due  triangoli  rettangoli  ABC,  ABD  sono  equian- 
goli ; dunque  si  ha 

Ac:  ab:  :ab  : AD, 

da  cui 

AB*=  ACXAD. 

Corollario  I.  — Se  per  un  punto  A di  una  circon- 
ferenza si  conducono  il  diametro  AC  e le  corde  AB , A B', 
i quadrati  del  diametro  e delle  corde  sono  proporzionali 
al  diametro  e alle  proiezioni  delle  corde  sopra  AC. 

Si  ha 

AB*=  ACXAD 
B'A*=  ACXAD', 

dunque 

cA*  : BA*  : B'A*  : : ca*  : ac  x ad  : ac  x ad', 

oiFvero 

CA’  : BA*  : B'A*  : : AC  : AD  : ad'. 

Corollario  II. — Applicando  quest’ ultimo  teorema 
a due  corde  AB,  BG,  condotte  da  uno  stesso  punto  B 
della  circonferenza  all’  estremità  del  diametro  AG,  si  ha 

CA*  : AB*  : CB*  : • AC  : AD  : cd. 

Ma 

AC  = AD  + DG  ; 

dunque 

CA*  = BA*  CB*. 

Lo  che  dà  il  teorema;  Il  quadrato  dell’  ipotenusa 
AC  del  triangolo  rettangolo  ABC  è uguale  alla  somma 
dei  quadrati  dei  lati  dell’  angolo  retto  ABC. 

Corollario  III.  — Il  lato  AB  dell’  angolo  retto  del 
triangolo  rettangolo  ABC  è medio  proporzionale  tra 
l’ ipotenusa  AG  e la  sua  proiezione  AD  sull’  ipotenusa. 

■ 
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CAPlTOIiO  in. 

Divisione  wmionlea  delle  Linee  rette. 

1.  — Si  diceche  tre  numeri  formano  «raapro/jorstowc 
armonica,  quando  il  primo  Ua  al  . terzo  come  V eccesso  del 
primo  sul  secondo  sta  all’eccesso  del  secondo  sul  terzo.  Il 
secondo  numero  ha  ricevuto  il  nome  di  medio  armonico. 

La  denominazione  di  proporzione  armonica  ritrae 
la  sua  origine  dal  perchè,  per  fare  rendere  ad  noa^orda 
sonora  i tre  suoni  do,  mi,  sol,  che  formano  raccordo 
perfetto  maggiore,  bisogna  farne  vM>rare  tre  parti  prò- 

4 2 

porzionali  ai  numeri  1 , -,  ^ , che  danno  luogo  «Ila 

O ó 

proporzione  armonica  : 

* 3"  • 5*5  3’ 

2.  — Quando  una  retta  ac  (fig.  Hi)  è div^  da 
due  punti  b,  d in  segmenti  proporzionali.,  in  ^uisa  ohe 

ad  \ ab\  \ cd  \ eb 

le  tre  linee  ad,  ac,  ab  formano  una  proporzione  armo 
nica,  perchè  la  proporzione  precedente  si  può  scrivere 
come  segue: 

ad  \ ab'.',  ad  — oc  '.  ae  — ab  ('). 


(*)  Da  quatta  proporxione  ti  ricava  : 

ab.jtd  — ab  .ae  — ad . ae  ad  .ab, 

ovvero 

fiai  . ad  az:  ac  . (ad  + db)., 
t dividendo  per  iab  . ac  . ad 

ac  '2  \a0  adj 

Cliiamamio  con  Machurin  reciproca  d’una  linea  il  tuo  rapporto  inverso  con 
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Per  questa  ragione  si  dice  che  la  retta  ae  è divisa 
armonicamente  dai  punti  d,  % ai  quali  si  dà  il  nome  di 
conjugati  armonici  rispetto  alla  retta  ac. 

Reciprocamentè,  i punti  a,  c dividono  la  retta  bd 
armonicamente.  Infatti  la  proporzione  precedente  può 
scriversi 

ad\cd\\ab\cb 

ovvero 

ad  \ cd'.\  ad  — bd  \hd  — cd 

dunque  a,  c sono  oonjugati  rispetto  a bd,  e i quattro 
punti  a,  b,  c,  d formano  ciò  che  dicesi  un  sistema  ar- 
monico (’). 

3.  — Quattro  rette,  che  partono  da  uno  stesso 
punto,  formano  un  fascio  urmomco,  quando  dividono 
armonicamente  una  trasversale  qualunque.  — Quelle 
che  determinano,  sulla  trasversale,  fronti  conjugati  ar^ 
monici,  hanno  ricevuto  il  nome  dì  conjugate  armoniche. 

TKOBSBIA  I. 

La  metà  am  di  una  retta  ac  è media  proporzio- 
nale tra  le  distanze  del  mezzo  m di  questa  linea  ai 
due  punti  b,  d cAe  la  dividono  armonicamente,  (fig.  i22.) 

Dalla  proporzione 

ad  ] cd  y,  tcb  *,  cb 


l’ unità,  l’ultima  rélaùone  esprìme  che  la  reciproca  della  distoma  di  un  punto 
al  suo  coniugato  i la  media  aritmetica  delle  reciproche  delle  distarne  dello 
stesso  punto  agli  altri  duo.  Lo  stesso  Machusin  ha  dato  alla  distama  aC  il  nome 
di  media  armonica  deUe  distanze  ad  ,abje  Poncelet  ha  chiamata  il  punto  c cen- 
tro delle  medie  armoniche  dei  punti  b t d rìspetto  al  punto  a.  — Per  la  teorìa 
dei  centri  delle  medie  armonicfae  vedi  nna  Nota  io  fondo  al  Volume.  (T.) 

(<)  Se  da  uno  stesso  punto  e in  uno  stesso  senso  si  porta  un  numero  qna- 
lonque  di  distanze,  tali  che  tre  ^alunque  fra  esse,  che  sono  aonaecntivo,  formi- 
no una  proporzione  armonica,  la  serie  di  tutte  queste  distanze  formerà  ciò  che 
dicesi  una  progressione  armonica.  (T.) 


Digitized  by  Coogle 


^8  GEOMETRIA  PIANA. 

si  deduce  la  seguente  : 

ad~^cd\ad  — €d\  ’.ah-hcb  \ab  — cb 

ovvero 

2md  \ ^am  \ ; 2a»i  : 2wi6 

dunque 

am*  ==  md  X nt-b. 

Scolio.  — La  reciproca  è vera. 

Corollario.  — La  proporzione 

ad  \ cd  \\  ab  \ cb 

dà  la  serie  dei  rapporti  uguali  : 

ad cd ad  — cd ma 

ab  cb  ab  — cb  mb 

Innalzando  a quadrato  questi  rapporti  e sostituendo 
ad  ma*  il  suo  valore  indX si  ha: 

ad* 

~aP  cb*  mb  ’ 

VEOREMA.  n. 

Se  quatlro  rette  OA,  OB,  OC,  OD,  condotte  dallo 
stesso  punto  0,  sono  tali  che  tre  di  esse  dividano  in 
due  parti  uguali  una  retta  EF  parallela  alla  quarta  OD, 
queste  linee  formano  un  fascio  armonico,  (fìg.  123.) 

Conduciamo  per  un  punto  b deila  retta  OB  una  tras- 
versale qualunque  ad;  i due  triangoli  aOd.,  aEb  sono 
equiangoli;  dunque 

ad:  ab::  do:  bE. 

I triangoli  6cF,  Ocd  sono  anche  equiangoli  e danno 
cd:bc::do:  bp. 
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Ma,  per  ipotesi,  le  rette  BE,  BF  sono  uguali  ; dunque 
ad\ab\\cd\bc 

e la  trasversale  ad  è divisa  armonicamente  dalle  quat- 
tro rette  OA,  OB,  OC,  OD. 

Scolio. — Si  può  sostituire  nel  fascio  alia  retta  OD 
il  suo  prolungamento  OD',  poiché  esso  è anche  paral- 
lelo ad  EF  ; dunque  le  quattro  rette  del  fascio  possono 
essere  prolungate  indefinitamente  nell’ uno  e nell’ altro 
verso. 

Corollario.  — Due  rette  OA,  OC  e le  bisettrici 
dei  loro  angoli  formano  un  fascio  armonico. 

Siano  OB  la  bisettrice  dell’  angolo  AOC  e OD  quella 
dell’angolo  supplementario  COA'.  Conduciamo  EF  paral- 
lela ad  OD;  l’angolo  BOD  essendo  retto,  la  linea  EF  è 
perpendicolare  ad  OB  ed  i triangoli  OòE,  OòF  sono 
uguali,  come  aventi  un  lato  comune,  adiacente  a due 
angoli  uguali;  dunque  òE=6F  e le  rette  OA,  OC, 
OB,  OD,  formano  un  fascio  armonico. 


TEOBEMLA  HI. 

Se  quattro  rette  OA,  OB,  OC,  OD,  formano  un  fa- 
scio armonico,  qualunque  trasversale  EF,  parallela  a 
una  delle  rette  OD  del  fascio,  è divisa  dalle  altre  tre 
in  due  parti  tignali,  (fig.  123.) 

Infatti,  conduciamo  pel  punto  b una  trasversale 
qualunque  ad;  avremo 

ad  lab  y,cd  I cb. 

I due  triangoli  equiangoli  aòE,  aJO  danno 
ad  labi  I do  I bE. 


Digilized  by  Google 


90 


GEOMETRIA  PIANA. 


ParimeDte,  i doe  triangoli  essendo  equian- 

goli , abbiamo 

cd  \ cb  \ dO 6F. 

Ma,  per  ipotesi , i rapporti  ^ deHe  due  pro- 

ao  cb 

porzioni  precedenti  sono  uguali;  dunque  6E  = òF. 

CoROLLÀiuo  I.  — Se  le  due  rette  conjugate  QB,  OD 
del  fascio  sono  perpendicolari  l’ una  all’  altra,  «sse  di- 
vidono in  due  parti  uguali  ciascuno  degli  angoli  formati 
dalle  altre  due  rette  conjugate  OA,  OC. 

Infatti,  sia  £F  parallela  ad  OD;  i due  triangoli  ret- 
tangoli òOE,  60F  sono  eguali  come  aventi  un  angolo 
retto  compreso  tra  due  lati  eguali;  dunque  gli  nngoli 
BOE,  BOF  sono  uguali,  ed  OB  è la  bisettrice  dell’an- 
golo AOC. 

Corollario  li. — Dati  un  angolo  BOD  e un  punto  o, 
se  per  questo  punto  si  conduce  una  trasversale  ad  e si 
fa  girare  attorno  ad  a,  il  luogo  del  conjugato  armonico 
di  a rispetto  ai  due  punti  d’intersezione  della  secante  ad 
coi  lati  dell’  angolo  è la  retta  OC  conjugata  armonica 
di  OA. 

Per  questa  ragione,  si  è dato  al  punto  a il  nome 
di  polo  della  retta  OC  e a questa  linea  quello  di  polare 
del  punto  a rispetto  nU’  angolo  fiOD. 

TEOREMA.  >«• 

Se  per  un  punto  A si  conduce  in  un  angolo  YOX 
una  coppia  di  secanti  qualunque  ABD,  AB'iy  g che  si 
uniscano  due  a due  i punti  <#*  intersezione  B,  D'  g D,  B', 
il  luogo  del  punto  M è la  polare  del  punto  A rispetto 
all’  angolo  YOX.  (fìg.  124.) 

Sia  C il  conjugato  armonico  di  A rispetto  ai  due 
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punti  B e D;  le  quattro  rette  MÀ,Mfi,MC,MD  formando  un 
fascio  armonico,  il  punto  E,  intersezione  delle  rette  MC, 
AD',  è il  coniugato  del  punto  A rispetto  a B'  e D';  dun- 
que la  retta  EMC  è la  polare  del  punto  A rispetto  al- 
V angolo  YOX. 

Corollario.  — Si  chiama  quadrilatero  completo 
un  sistema  di  quattro  rette  indeflnite  AB,  BA',  A'B', 
AB',  (fìg.  i25.)  Queste  rette  si  tagliano  in  sei  punti  A,  A' 
B,  B',  C,  C',  che  sono  i vertici  del  quadrilatero.  Unendo 
i vertici  opposti  due  a due,  si  hanno  le  tre  diagonali 
AA',  BB',  CC'.  . 

Ciascuna  di  queste  diagonali  è divisa  armonica- 
mente  dalle  due  altre,  giacché  il  punto  M è il  polo 
di  AA'  rispetto  all’  angolo  BAB'  e il  punto  A quello 
di  MA'  rispetto  all’  angolo  BMC. 

TEORKMA  V. 

Se  due  punti  D,  E dividono  armonicamente  il  dia- 
metro AB  di  un  cerchio,  il  rapporto  delle  distanze  di 
un  punto  M della  circonferenza  ai  due  punti  coniu- 
gati D,  E è costante,  (fig.  i26.) 

Infatti  le  quattro  rette  MA,  MD,  MB,  ME  formano 
un  fascio  armonico  poiché  dividono  AB  armonicamente. 
Ma  le  due  conjugate  MA,  MB  sono  rettangolari;  dunque 
MB  é la  bisettrice  dell’  angolo  DME  e si  ha 

md:me:  :bd:be; 


dunque  il  rapporto  è costante. 

ME 

CoRiOLL&Rfo.  — Il  luogo  dei  punti  M t«di  <cbe  il  rap- 
porto deUe  distarne  di  ciascuno  a due  punti  fissi  £>,  E 
sia  costante,  é la  circonferenza  decritta  sulla  distanza, 
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come  diametro,  dei  due  punti  conjugati  A,  B,  che  divi- 
dono DE  armonicamente  secondo  il  rapporto  dato. 

TEOREMA  \T. 

Se  per  un  punto  E si  conduce  una  secante  gualun- 
que  al  cerchio  AB,  il  luogo  del  punto  M,  conjugato 
armonico  di  E rispetto  ai  due  punti  F,  G,  intersezione 
della  secante  e della  circonferenza,  è una  retta  per- 
pendicolare al  diametro  CE  (fig.  127). 

Sia  D il  conjugato  armonico  di  E rispetto  all’  estre- 
mità A e B del  diametro  AB,  dico  che  la  retta  DM  è 
perpendicolare  ad  AB.  Infatti,  i punti  D,  E essendo  con- 
jugati  relativamente  ad  A e B,  e i punti  F,  G appar- 
tenendo alla  circonferenza  AB,  si  ha: 

FD_  ^ 

FE  GE’ 

dunque  la  retta  DE  è la  bisettrice  dell’angolo  FDH  esterno 
al  triangolo  DGF,  e,  poiché  le  quattro  rette  DE,  DF, 
DM,  DG  formano  un  fascio  armonico,  le  rette  DM,  DE 
sono  conjugate  e rettangolari. 

Dunque  il  luogo  del  punto  M è la  perpendicolare  DM, 
condotta  sul  diametro  GE  dui  conjugato  del  punto  E,  re- 
lativamente ad  A e a B. 

Scolio.  — Il  punto  E è chiamato  il  polo  della 
retta  DM.  Reciprocamente,  questa  retta  è la  polare  del 
punto  E rispetto  al  cerchio  AB.  Tra  il  raggio  e le  di- 
stanze del  centro  del  cerchio  al  polo  e alla  polare  si  ha 
la  relazione  CD  X CE  = CA*. 

Corollario.  — Se  il  punto  E è esterno  al  cerchio, 
la  sua  polare  è la  linea  di  contatto  delle  tangenti  con- 
dotte da  questo  punto,  (fig.  128.) 
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Infatti,  nel  triangolo  rettangolo  GEII  si  ba, 

CH*=  CDXCE. 

Se  il  ponto  E è sulla  circonferenza,  la  polare  coin- 
cide colla  tangente  in  questo  punto.  Inflne  se  il  punto  E 
è nell’interno  del  cerchio,  la  sua  polare  è esterna  al 
cerchio  e si  allontana  di  più  in  più  dal  centro  a misura 
che  E se  ne  avvicina. 

TEOREMA.  TH. 

Le  polari  dei  punti  d’ una  retta , rispetto  ad  un 
cerchio,  passano  pel  polo  di  questa  retta. 

Reciprocamente:  / poli  delle  rette  che  passano  per 
uno  stesso  punto  sono  situati  sulla  polare  di  questo 
punto. 

Sia  P il  polo  della  retta  DB  (fig.  iW)  rispetto  al 
cerchio  GA,  dico  che  la  polare  di  un  punto  qualunque 
D di  BD  passa  per  P.  Infatti,  se  conduco  PE  perpendi- 
colare a GD,  i due  triangoli  G6D,  GEP  sono  equiangoli 
e danno  : 

GE  : GB  : : cp  : gd  ; 

dunque 

GE  X CD  = GB  X CP  = CA% 

e la  retta  EP  è la  polare  del  punto  D. 

Reciprocamente  : La  retta  PE  che  passa  pel  punto  P 
ha  il  suo  polo  sulla  polare  BD  del  punto  P. 

Giacché  conducendo  GE  perpendicolare  a PE  sino 
all’  incontro  di  BD,  i due  triangoli  GEP,  GBD,  che  sono 
equiangoli,  danno 

GE  : GB  : : GP  : GD , 

dunque 

GEXCD=  CBXCP=  GA*, 
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e la  retta  PB  ha  per  polo  il  punto  D,  situato  sulla  polare 
del  punto  P. 

Corollario  1. — Se  dai  difTerenti  punti  di  una  retta 
sì  conducono  coppie  di  tangenti  a un  cerchio,  le  lìnee 
di  contatto  passano  pel  polo  di  questa  retta,  (fig.  iSB.) 

Reciprocamente  : per  un  punto  si  conducono-  delle 

secanti  ad  un  cerchio,  i punti  d’ incontro  delle  tangenti 
condotte  dall’ estremità  di  ciascuna  secante  sono  situati 
sulla  polare  del  punto  dato.  (fig.  131.) 

Corollario  II. — Il  punto  D intersezione  di  due 
rette  BD,  B'D  ha  per  polare  la  retta  che  passa  pei  poli 
P,  P'  di  queste  retta-,  132.) 

TEOnBMA.  vm. 

Se  pel  punto  0 conduciamo  una  coppia  di  secanU 
qualunque  OBA , OB'A'  al  cerchio  AB,  ed  uniamo  due  a 
due  i punti  d' intersezione  B,  A'  c A,  B',  o B,  B'  e A,  A'; 
il  luogo-  dei  punti  M , M'  è la  polare  del  punto  &. 
(fig.  Ì3X)- 

Sia  D il  conjugato  armonico  di  0 rispetto  ai'  due 
punti  A e B;  le  quattro  rette  MA,  MI>,  MB,  MO  formano 
un  fascio  armonico.  Dunque  il  punto  D',  intersezione  del 
prolungamento,  di  MD  con  A'B',  è il  conjugato  di  0 ri- 
spetto ai  punti  A',,  B'  e la  retta  DMD'  è la  polare  del 
punto  0. 

Similmente  si  dimostrerebbe  che  il  punto  M' è sulla 
polare  del  punto  0. 

Scolio.  — Questo  teorema  dando  un  metodo  gra- 
fico semplice  per  la  costruzione  delia  polare  di  un 
punto,  ne  risulta  un  nuovo  mezzo  di  condurre  una  tan- 
gente al  cerchio  per  un  punto  esterno. 
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CAPlTOIiO  IV. 

Aase  radicale  di  dne  Cerchi.  — Rapporto  anarmonleo 
Involaxlone. 

Steiner  chiama  di  un  punto  A,  rispetto  a 

un  cerchio  DE,  il  prodotto  costante  ADX  AE  dei  segmenti 
cT  una  secante  qualunque  DE  condotta  per  questo  punto. 
Ifig-  1S4.) 

Per  distinguere  i punti  esterni  al  cerchio  dai  punti 
interni,  facciamo  la  convenzione  di  dare  il  segno  + o 
il  segno  — ai  segmenti  AD,  AE,  secondo  che  sono  con- 
tati in  un  senso  o nell’  altro  a cominciare  dal  punto  A ; 
allora + AD  sarà  la  potenza  di  un  punto  A esterno 
al  cerchio  e — AD  X AE  quella  di  un  punto  interno. 

TEOREMA.  I. 

La  potenza,  di  un  punto  rispetta  a un  cerchia,  è 
uguale  all’eccesso  del  quadrato  della  distanza  di  questo 
punto  al  centro  sul  quadrato  del  raggio,  {fig.  135.) 

Se  il  punto  A è esterno  al  cerchio  G,  conducete 
la  tangente  AB.  La  potenza  di  A è uguale  a + AB*.  Ma 
il  triangolo  rettangolo  ABC  dà 

AB*=  AC*— BC*; 

dunque  la  potenza  di  A è espressa  da  AC*  — BC*. 

2.0.  Se  il  punto  A è interno  al  cerchio  (fig, 
conducete  la  corda  BB'  perpendicolare  al  raggio  CAD. 
La  potenza  del  punto  A è uguale  a — AB*;  ma  il  trian- 
golo  rettangolo  ABC  dà 

AB*=  BC*  — AG*; 

dunque  la  potenza  del  punto  A è espressa  da  AC*  — BC*. 
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TEOHEMA.  II. 


Il  luogo  dei  punti  che  hanno  la  stessa  potenza  ri- 
spetto a due  cerchi,  è una  retta  perpendicolare  a quella 
che  passa  pe’  centri. 

1“  Se  i cerchi  A e B si  tagliano  (fig.  137.),  qualun- 
que punto  E della  retta  che  unisce  i punti  d’interse- 
zione C e D ha  la  stessa  potenza  ± EG . ED  rispetto  ai 
due  cerchi.  Vale  il  contrario  per  qualunque  punto  F 
esterno  a questa  retta;  giacché  se  per  questo  punto  si 
conduce  la  secante  FGH,  si  ha 

FG.FH>FG.FG; 

dunqne  la  retta  GD  è il  luogo  richiesto. 

a®  Se  i cerchi  sono  tangenti  (fig.  138.),  qualunque 
punto  D della  tangente  comune  ha  la  stessa  potenza 
-f-  CD*  rispetto  ai  due  cerchi  ; e per  un  punto  qualun- 
que E esterno  alla  tangente,  si  ha  : 

EC.EG>EC.EF; 

dunqne  la  retta  CD  è il  luogo  richiesto. 

3“  Se  i due  cerchi  A e B (fig.  139.)  sono  esterni  o 
interni  e che  M sia  un  punto  del  luogo,  la  potenza  di 
questo  punto  rispetto  al  cerchio  A è MA*  — AD*.  Con- 
ducendo MG  perpendicolare  alla  retta  AB,  si  ha  nel 
triangolo  rettangolo  AMG  : 

MA*  = MG*  4- AG*; 

dunque  la  potenza  di  M rispetto  al  cerchio  A,  è uguale  a 
MC*-+-AC*  — AD*. 
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Similmente  si  troverebbe: 

MC*4-BC*  — BE* 

per  la  potenza  di  M relativamente  al  cerchio  B.  Poiché 
questo  punto  ha,  per  ipotesi,  la  stessa  potenza  rispetto 
ai  due  cerchi,  avremo: 

AG*  — AD*=BC*  — BE*; 

laonde  G è altresì  un  punto  d’ cgual  potenza  ed  è il  solo 
che  sia  situato  sulla  retta  AB.  Dunque  il  luogo  richiesto 
è la  perpendicolare  condotta  dal  punto  G ad  AB  ('). 


(*)  È chiaro  che  se  dal  punto  M come  centro  e con  raggio  eguale  ad  una 
delle  quattro  tangenti  che  da  M si  possono  condurre  ai  due  cerchi  A e B , si  de- 
scrive una  circonferenza  di  cerchio , questa  taglia  i cerchi  dati  ortogonalmente, 
cioè  in  modo  che  le  tangenti  condotte  ai  due  cerchi  nel  punto  d’ intersezione 
sono  perpendicolari  fra  loro.  Giovandosi  di  questa  osservazione,  il  teorema  pre- 
cedente può  enunciarsi  anche  a questo  modo  ; 

Il  luogo  dei  centri  M dei  cerchi  che  tagliano  ortogonalmente  due  cerchi 
dati  A,  B,  è una  retta  MC  perpendicolare  alla  linea  AB  che  unisce  i centri  dei 
cerchi  dati. 

Se  quindi  immaginiamo  una  serie  di  cerchi  142  jP,  , Pg  , Pj  . . . 
che  tagliano  ortogonalmente  due  cerchi  dati  M,  , Mj  ; la  retta  Mj  sarà 
l’asse  radicale  di  tutti  questi  cerchi.  Cioè:  il  luogo  geometrico  dei  centri  dei 
cerchi  (M|  , M2  , Mg  . . . .)  che  tagliano  ortogonalmente  tutti  i cerchi  Pj  , 
P]  ....  è la  retta  M|  Mg  che  unisce  i centii  dei  due  cerchi  dati  M{  , Mj_ 

Le  due  serie  di  cerchi  P,  , P,  , Pg  . . . . e M|  , M]  , Mg  ....  hanno 
quindi  una  tale  relazione  rispettiva,  che  ciascun  cerchio  di  una  serie  taglia 
ortogonalmente  ciascun  cerchio  dell’  altra , e che  i cerchi  di  una  serie  hanno 
per  asse  radicale  la  linea  dei  centri  dell’altra  serie. 

Poiché  i cerchi  Pj  , Pg  , Pg  . . . . hanno  per  asse  radicale  la  linea  dei 
centri  M{  Mg  Mg  ....  ne  segue  che  se  due  qualunque  fra  essi  si  tagliano, 
tutti  gli  altri  si  taglieranno  negli  stessi  ponti  A e B e la  corda  comune  AB  è 
la  linea  dei  centri  M]  Mg  Mg  ....  Ma  se  i cerchi  di  una  serie  Pj  , Pg  . . . . 
si  tagliano  fra  loro,  i cerchi  della  serie  M|  , Mg  ....  non  possono  incon- 
trarsi. Cioè  : Tutti  i cerchi  Pi , Pg  , Pg  . . . , , ciascuno  dei  quali  taglia  orto- 
gonalmente due  cerchi  esterni  Mj  , Mg  , o due  cerchi  interni  M| , Mg  , s’in- 
contrano in  due  punti  determinati  A e B.  — I cerchi  Mj  , Mg  ....  che  tagliano 
ortogonalmente  due  cerchi Pj  , Pg  che  s’intersecano,  non  possono  incontrarsi. 

Tutte  le  corde  DC,  EP  ....  che  il  cerchio  M,  ha  di  comune  coi  cer- 
chi Pi  , Pg  , Pg  . . . . , si  tagliano  in  un  punto  determinato  M della  linea 
Mi  Mg  . (T.) 
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Scolio.  — Questo  luogo  ha  ricevuto  il  nome  d’asse 
radicale  dei  due  cerchi.  — Due  cerchi  concentrici  non 
hanno  asse  radicale. 


TEORESI  A.  HI. 

Gli  assi  radicali  di  tre  cerchi  considerati  due  a 
due,  e i cui  centri  A,  B,  C non  sono  in  linea  retta,  con- 
corrono nello  stesso  punto,  (fig.  i40.) 

Siano  OD  l’ asse  radicale  dei  due  cerchi  A,  B e OE, 
quello  dei  due  cerchi  B,  C;  queste  due  rette,  che  sono 
rispettivamente  perpendicolari  alle  linee  AB,BC,  s’in- 
contrano in  un  punto  0 di  egual  potenza  pe’  tre  cerchi  ; 
dunque  questo  punto  ò situato  sull’  asse  radicale  dei 
due  cerchi  A c C. 

Scolio.  — Il  punto  d’ intersezione  degli  assi  radicali 
di  tre  cerchi  ha  ricevuto  il  nome  di  centro  radicale  (*). 

Corollario. — 11  centro  radicale  serve  a costruire 
l’asse  radicale  di  due  cerchi  A e B,  esterni  o interni 
r uno  all’  altro. 

Infatti,  descrivete  ((ig.  141)  una  circonferenza  che 
incontri  le  due  circonferenze  A e B ; conducete  le  corde 
d’intersezione  DE,  FG  che  si  tagliano  nel  centro  radi- 
cale M dei  tre  cerchi,  e conducete  MC  perpendicolare 
ad  AB.  La  retta  MC  è l’ asse  radicale  dei  due  cerchi 
A e B. 

Fa  d’uopo  osservare  che  il  punto  C è esterno  ai 
due  cerchi,  e che  è situato  tra  i due  centri  A e B 
quando  i cerchi  sono  esterni  1’  uno  all’  altro;  mentrechè 
esso  è sul  prolungamento  di  AB,  e dal  lato  del  centro 
B del  cerchio  minore,  quando  le  due  circonferenze  sono 
interne  l’ una  all’  altra. 

(•)  StcÌDet  chiama  l’asse  e il  centro  radicale  asse  c centro  d’egual  po- 
lenta. (T.) 
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Se  Ire  punti  a,  b,  b'  sono  situali  sulla  medesima 
linea  retta  (fig.  14S.),  chiamerò  potenza  del  punto  a ri- 
spetto agli  altri  due,  il  prodotto  ± ab  . ab'  delle  distanze 
di  a ai  due  punti  conjugati  b e b'.  Queste  distanze  sono 
affette  dal  segno  -f-  o dal  segno  — secondochè  sono  con- 
tate in  un  senso  o nell’altro  a cominciare  dal  punto  u. 

TEOREn.%  IT. 

Se  quattro  punti  a,  a',  b,  b'  conjugati  due  a due 
sono  situati  sulla  medesima  retta,  vi  ha  su  questa 
linea  un  punto  o di  efiual  potenza  per  i due  sistemi 
di  punti  conjugati.  (fig.  144.) 

Descrivete  una  circonferenza  qualunque  per  i punti 
coniugati  a,  a';  ed  un’altra  per  i punti  coniugati  b,  b’. 
11  punto  0,  intersezione  della  retta  ab  con  l’asse  radi- 
cale dei  due  cerchi,  è d’ egual  potenza  rispetto  a questi 
cerchi  ; dunque  si  ha 

■±1  oa . oa'  =.-±:  ob  . ob'. 

Il  punto  0 è situato  dalla  stessa  parte  dei  quattro 
punti  a,  a’,  b,  b'  quando  una  delle  rette  aa',  bb'  è in- 
terna all’  altra.  Per  qualunque  altra  posizione  di  queste 
linee,  il  punto  o è situato  tra  a'  e b'. 

Scolio.  — L’ asse  radicale  dei  due  cerchi  non  in- 
contra la  retta  ab  (fig.  145.)  quando  i mezzi  delle  due 
rette  aa',  bb'  coincidono;  giacché  allora  la  linea  ab  è 
perpendicolare  alla  retta  che  passa  per  i centri  dei  cer- 
chi e parallela  all’  asse  radicale. 

TEORESI  A T. 

Se  il  punto  0 è di  egual  potenza  rispetto  ai  due 
sistemi  di  punti  conjugati  a,  a'  c b,  b',  il  rapporto 
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delle  sue  distante  a due  punii  conjugati  a,  a'  è uguale 
al  rapporto  delle  potenze  di  a e a'  relativamente  ai 
punti  b,  b'.  (fig.  ii4.) 

Si  ha  per  ipotesi: 


da  cui 


oa . oa'  = ob  . ob\ 

oa ob’ oa  r±=  ob' ab' 

ob  oa'  ob  ± oa!  ba' 


Similmente  si  dimostrerebbe  che 

o_^_  0^ 
ob  ab' 

Divideodo  queste  due  eguaglianze  membro  a mem- 
bro si  trova: 


oa ab . ab' 

a!b.a'b'  ' 

Ma  i prodotti  aè . aò',  a'6 . o'6'  sono  le  po- 
tenze di  a ed  a'  rispetto  ai  punti  b,  b',  dunque  le  di- 
stanze del  punto  o ai  punti  conjugati  a,  al  sono  tra 
loro  come  queste  potenze. 

Scolio.  — La  proporzione  precedente  dà  il  modo 
di  calcolare  le  distanze  del  punto  o ai  punti  a,  a',  b,  b' 
quando  sono  conosciute  le  distanze  rispettive  dei  punti 
«,  a',  b,  b'. 


Si  chiama  rapporto  anarmonico  di  quattro  punti 
a,  b,  c,  df  (fig.  146)  situati  sulla  medesima  retta,  il 
quoziente  dei  rapporti  delle  distanze  di  due  di  questi 
punti  agli  altri  due.  Con  questi  quattro  punti  si  pos- 
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sono  formare  i tre  rapporti  anarmonici  : 

,b^  ^ ,cd  ab  . db 
ad  ' bd’  ab  ' cb*  ac’  de 


e i tre  inversi. 

Nel  primo  rapporto  i punti  a e 6 sono  detti  conju- 
gati,  c Q d sono  anche  conjugati.  Nel  secondo  al  con- 
trario a è il  conjugato  di  c,  e d quello  di  d. 


TEOREMA.  TI. 


Se  è dato  uno  dei  rapporti  anarmonici  di  quattro 
punti  a , b , c , d , gli  altri  due  sono  determinati, 
(fig.  146.) 

Dall’  identità 

ac.bd—  (ab~i~bc)(bc-hcd) 

si  deduce 

ac  .bd=  {ab  -f-  6c  + cd)  bc-hab . cd., 

ovvero 


ac . bd=  ad  .bc -h  ab  . cd 


Dividiamo  quest’eguaglianza  successivamente  per 
ad  .bc , ah  .cd.,  ac . bd.,  avremo 


OC. 

bd_ 

— i 1 

ab . 

, cd 

ad 

. bc 

ad 

. bc 

ac . 

, bd  _ 

_ ad . 

bc 

1 

ab . 

. cd 

ab . 

cd 

1 - 

_ ad 

. bc 

ab . 

, cd 

” ac , 

.bd'^ 

ac . 

.bd 

Dando  il  segno -halle  lunghezze  contate  nel  senso  a«7, 
e il  segno  — alle  lunghezze  contate  in  senso  contrario,  e 
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indicando  con  a;,  y e s ì tre  rapporti  anarmonici  dei 
quattro  punti  a,b,  c,  d,  avremo 

ac  . bc ac  .bd 

ad  ’ bd  ad  . bc 

ad  . cd ad  .bc 

^ ab  ' cb  ab ,cd 

ab  . db ab.  cd 

ac  ' de  ac . bd 


Quindi  le  tre  relazioni  trovate  innanzi  diventeranno 


X 

y 


X 


che  dimostrano  il  teorema. 
Si  ha  anche 


che  danno  due  rapporti  in  funzione  del  terzo. 

Corollario  I.  — Se  uno  dei  rapporti  anarmonici, 
y per  esempio,  si  suppone  eguale  a — 1,  gli  altri  due 
\ 

sono  eguali  a ^ e a 2 e i quattro  punti  a,  b,  c,  d for- 
mano  un  sistema  armonico , giacché  si  ha  : 
ad ah cd  \ cb. 


Corollario  II.  — Se  due  sistemi  di  quattro  punti 
a,  b,  c,  d Q d,  b',  c',  d' hanno  un  rapporto  anarmonico 
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eguale  e che  si  considerino  come  corrispondenti  i punti 
che  entrano  nel  modo  stesso  in  questi  rapporti,  gli  altri 
rapporti  anarmonici  sono  anche  due  a due  eguali  ('). 


TEOnE31A  VII. 


Se  due  rette  ad,  a'd'  so7w  incontrate  da  quattro 
rette  oa,  oh,  oc,  od  che  partono  dallo  stesso  punto  o, 

il  rapporto  anarìnonico  ^ dei  quattro  punti  a,  b, 

c,  d della  retta  ad  è uguale  al  rapporto  anarmonico 
a'b'  c'b' 

-Tir  -n,  dei  quattro  punti  a',  b',  c',  d'  della  retta  a'd'. 
ad  cd 

(fig.  141.) 


(*)  Se  due  sistetni  di  quattro  punti  a,  b,  c , d e a , b , c ,d'  presi  sopra 
due  rette  in  modo  che  si  corrispondano  uno  a uno,  hanno  i loro  rapporti 
anarmonici  uguali,  e se  si  pongono  le  due  rette  io  modo  che  due  punti  omo- 
loghi a ad  <i  coincidano  insieme,  le  tre  rette  bb  , cc  , dei'  che  uniseono  rispet- 
tivamente gli  altri  tre  punti  b,  c,  d del  primo  sistema  ai  loro  omologhi  b' , c , d 
concorrono  in  uno  stesso  punto.  (Jìg. 

Sia  O il  punto  di  concorso  di  bb'  e cc,  c r/’  il  punto  nel  quale  la 
retta  Od  incontra  la  retta  ab . I quattro  punti  a,  b ,c  ,d'  hanno  il  loro  rap- 
]>orto  anarmonico  eguale  a quello  dei  quattro  punti  a.b,c,d,e  quindi,  per 
l’ipotesi  fatta,  a quello  dei  quattro  punti  a li , c , d . Dunque  i punti  ti  e <( 
coincidono. 

Tenendo  fermi  i dati  del  Corollario  tl , è facile  vedere  che  la  corrispon- 
denza dei  punti  dei  due  sistemi  si  può  stabilire  io  quattro  modi  diversi , conser- 
vando l’eguaglianza  dei  rapporti  anarmonici. 

Il  primo  è dato  dall’  ipotesi  che  i due  sistemi  abbiano  un  rai^porto  anar- 
nionico  eguale,  cd  è 


ac  ^ 

he 

a c ^ 

il  c 

ad 

bd 

trasform.azionc  di  questo  ] 

ac 

he 

^bd 

ad* 

ad 

bd 

” ÒV 

ac* 

a c 

bc 

r t 

c a 

d*a 

ad 

bd 

' d*b* 

ac 

bc 

^b\ 

ad 

‘ Td 

dW 

■ cW  ' 
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Conduciamo  pel  punto  a la  retta  ad!'  parallela  ad 
a’d';  la  trasversale  otì'  del  triangolo  acc"  dà  T egua- 
glianza : 

ab  .oc . b"c"  ^'bc . oc" . ab". 

Sostituendo  a b"d'eab"ìe  quantità  proporzionali  b'c' 
e o'ò',  questa  eguaglianza  diventa: 

ab  .oc . b'c’  = bc . oc" . a'b'. 

Lo  stesso  triangolo  acd'  e la  trasversale  od!'  danno 
anche  : 

ad.  oc . d'c'  =:  de . od' . oidi-, 

dividendo  le  due  eguaglianze  precedenti  membro  a mem- 
bro, trovo  : 

ab.b'd  __  he.  db’ 
ad  .d'c'  ~ de  . dd’  ’ 

da  cui  deduco: 

, cj^ , db’ 

ad  ' cd  dd'  ' dd'  ' 

Scolio.  — Le  quattro  rette  oa,  ob,  oc,  od  formano 
un  fascio  anarmonico;  cs.se  sono  due  a due  conjugate. 
Chiameremo  rapporto  anarmonico  di  quattro  rette  i 
rapporti  anarraonici  costanti  che  danno  i punti  d’in- 
tersezione delle  quattro  rette  del  fascio  e d’  una  tras- 
versale qualunque.  Se  uno  di  questi  rapporti  è uguale 
a — 1,  le  quattro  rette  oa,  ob , oc,  od  formano  un  fa- 
scio armonico.  (‘) 

(0  Giovandosi  dell’  osservasione  che  il  Teorema  VI  coi  suoi  corollari  ha 
luogo  anche  pei  fasci  di  quaUro  rette,  si  dimostra  facilmente  la  seguente  pro- 
posizione : 

Se  due  fasci  di  quattro  rette  Oa.  Ob , Oc.  Od  e O'a.  db.  Oc.  O'd 
che  si  corrispondono  una  a una  rispettivamente , hanno  i loro  rapporti  anar- 
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Quando  un  punto  o è di  egual  potenza  rispetto  a 
tre  sistemi  di  punti  conjugati,  situati  sulla  stessa  retta, 
si  dice  che  i sei  punti  di  questi  tre  sistemi  sono  in  in- 
voluzione e il  punto  o è chiamato  centro  d’involu- 
zione. 

V involuzione  è dovuta  al  geometra  francese  De- 
sargues.  11  signor  Chasles,  per  via  della  considerazione 
del  centro  d’ involuzione , ha  reso  semplice  e facile 
questa  teoria,  altravolta  si  confusa  ed  oscura. 

Quando  sei  punti  a,  a',  b,  b’,  c,  c'  sono  in  involu- 
zione, il  centro  può  avere  tre  posizioni. 

1°.  Si  trova  da  una  stessa  parte  dei  sei  punti  se  il 
segmento  cc'  è interno  a bb'  e quest’  ultimo  interno 
ad  aa!.  (fìg.  i48.) 

2°.  Separa  uno  dei  sistemi  di  punti  conjugati  dai 
due  altri  sistemi,  se  i segmenti  aa',  cc'  sono  uno  in- 
terno l’ altro  esterno  a bb'.  (fìg.  149.) 

3®.  Separa  tre  punti  a,  b,  c dai  loro  conjugati  a', 
b',  c',  se  il  primo  è il  conjugato  del  quarto,  il  secondo 
del  quinto  e il  terzo  del  sesto,  (fìg.  Ì50.) 

Nel  primo  caso,  se  oc'— oc,  i due  punti  c,  c'  si 
confondono  in  un  solo  c,  e i cinque  punti  a,  d,  b,  b', 
c^  sono  in  involuzione;  ma  si  dice  che  ci  è un  punto 
doppio,  e si  ha  : 00  . od  = ob . ob'=  oc,®,  (fìg.  151.) 

Supponendo  nel  secondo  caso , oc  = oc'  ovvero 

monici  eguali,  e se  si  pongono  in  modo  che  due  rette  corrispondenti  Oa,  O'a 
coincidano  in  direzione,  le  tre  altre  rette  Ob , Oc,  Od  del  primo  fascio  in- 
contrano rispettivamente  le  tre  rette  corrispondenti  O'b,  O'c,  O'd  del  secondo 
fascio,  in  tre  punti  b,  c,  d situati  in  linea  retta,  (fìg.  i6b.) 

Infatti,  supponiamo  che  la  retta  bc  incontri  OO  in  n e Od,  O’d 
in  d',  d" . Poiché  i due  fasci  hanno  i loro  rapporti  anarmonici  eguali,  i quat- 
tro punti  a , b , c , d'  hanno  il  loro  rapporto  anarmonico  eguale  a quello  dei 
quattro  punti  a,  b,  c,  d".  Dunque  i punti  d"  e d"  coincidono  e per  conse- 
guenza le  rette  Od,  O’d  si  tagliano  sulla  retta  bc. 

Si  provetchhe , come  nella  nota  precedente,  chela  corrispondenza  fra  le 
rette  di  due  fasci  di  quattro  rette  si  può  stabilire  iu  quattro  modi  diversi,  con- 
servando TeguagUanza  dei  rapporti  anarmonici.  (T.) 
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od  = oa,  SÌ  ottengono  (fig.  152.)  due  sistemi  di  cinque 
punti  in  involuzione,  tra  i quali  c^  e «i  sono  i punti 
doppi. 

Se  si  prende  simultaneamente  oc'=  oc,  od  ==.  oa, 
il  sistema  dei  sei  punti  si  riduce  a quattro,  a,,  b, 
b\  Ci,  che  si  riguarda  come  se  fosse  in  involuzione,  e 
questo  gruppo  (fig.  153.)ha.  due  punti  doppi  «u  Ci  egual- 
mente lontani  dal  centro  d’ involuzione. 

Un  punto  doppio  ai,  il  suo  simmetrico  Ci,  rispetto 
al  centro  d’involuzione,  e due  punti  conjugati  b,  b'  for- 
mano un  sistema  armonico;  giacché  si  ha: 

oc*—  ob . ob' . 


veorema  vih. 


Il  rapporto  anarmonico  di  quattro  punti  qualun- 
que di  un  sistema  di  sei  punti  in  involuzione  è uguale 
al  rapporto  anarmonico  dei  loro  conjugati,  (fig.  148.) 

Sia  o il  centro  d’involuzione  dei  sei  punti  a,  d, 
b,b',c,  c'.  Consideriamo  in  prima  i quattro  punti  a,  d, 
b,  ()'  che  formano  due  sistemi  conjugati.  È evidente  che 

ab  .db  o6  db' db’  , 

ab'  ’ db'  ab'  ' db  db  ' ab  ’ 


dunque  il  rapporto  anarmonico  ^ dei  punti  a,  d, 
b,  6'  è uguale  al  rapporto  anarmonico  ^ ^ 


conjugati  a',  a,  b',  b. 

Se  i quattro  punti  dati  sono  a,  d,  b,  c',  che  apparten- 
gono ai  tre  gruppi  di  punti  conjugati,  si  ha,  poiché  il 
punto  0 è di  egual  potenza  rispetto  ai  due  sistemi  di  punti 
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coniugati  a,  a!  e b,  b’\ 
oa 

Ott' 


ab  ■ ab' 
a'b , a'b' 


I punti  a,  a'  e c,  d formando  due  sistemi  di  punii 
coniugati,  si  ha  anche: 


dunque 


e 


oa a c . ac' 

oa'  a' c . a'c'  ’ 

ab  . ab'  oc  . ac' 

a'b  . a'b'  ~ VcT^V  ’ 

n&  . 

ac'  ' a'c'  o'c  ' oc  ' 


Quindi  il  rapporto  anarmonico  —,  * ^ dei  punti 

dC  (X  c 

a,  a',  b,  c'  è uguale  al  rapporto  anarmonico  ^ ; — 

d C dC 

dei  loro  coniugati  o',  a,  b',  c. 

TEOnEMA.  ESL. 

Sei  punti  a,  a',  b,  b',  c,  c',  situati  sulla  stessa  retta 
e coniugati  due  a due  sono  in  involuzione,  quando 
quattro  qualunque  di  questi  punti  e i loro  conjugati 
hanno  un  rapporto  anarmonico  eguale,  (fig.  154.) 

Consideriamo  i quattro  punti  a,  a',  b,  c e ì loro 
coniugati  o',  o,  b',  c'  e supponiamo  che  si  abbia: 

ah  , a'b ^ 

oc  ■ a'c  a'c'  * oc'  ‘ 

Sieno  0 il  punto  di  egual  potenza  dei  due  sistemi 
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di  punti  conjugati  a,  a',  b,  b'  e <?i  il  conjugalo  di  c; 
dico  che  Ci  coincide  con  c'. 

Infatti,  i sei  punti  a,  a\  b,  b',  c,  q essendo  in  in- 
voluzione, si  ha: 

ah  . a'b a'b’  . ah' 

ac  ’ a'c  a'ci  ’ ac,  * 

Paragonando  quest’eguaglianza  alla  precedente,  si 


trova: 

11 

i\ 

fl'Ct 

ac' 

a'c'  ’ 

da  cui 

ac' — nci 

a'c' — a’cj 

ac' 

a'c' 

cioè: 

c'ci 

a c'  o'c'  ' 


Ma  quest’eguaglianza  è possibile  allora  soltanto 
quando  la  linea  c'ci  è nulla;  dunque  i punti  a,  a',  b,  b', 
c , c'  sono  in  involuzione  ('). 


rq  Come  coDseguenza  dei  Teoremi  Vili  e IX  si  ba  che  fra  sei  punti  in 
involuzione  hanno  luogo  sette  equazioni,  e reciprocamente  che  ciascuna  di 
queste  equazioni  esprime  l’ involuzione  e dà  le  altre  sei.  Queste  equazioni  sono 

ab  . ab  a h . ab'  bc  . be'  b'c  . b'c'  ca  . cd  ca  . cà 

ac  . oc'  àc  . àc  ’ ba  . bà  b' a . b'  a'  ’ cb  . cb'  ~ c'b  . e'b'  ’ 

ab  . be'  . ca'  = — db  . b'c  . ca  , 
ab  .bc  . ca  = — a'b  . b'c  . ca  , 
ab  . b c . ca  — db'  . bc  . ca , 
ab  . b c , c a =;  — a ti  , bc  . ca. 

Le  prime  tre  si  deducono  come  nel  teorema  Vili  j le  altre  nel  seguente 
modo  : 

Si  hanno  le  relazioni  : 

oa  ab’  ob  be'  o c cd 

ob  bd  ’ oc  cti  ’ oa  ~~  ac  ’ 
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TEOREMA  Tk. 

Se  si  unisce  un  punto  qualunque  a sei  punti  in 
involuzione , si  forma  un  fascio  di  sei  rette  in  involu- 
zione, cioè  un  fascio  tale  che  una  secante  condotta  in 
una  direzione  qualunque  a traverso  di  esso  , è tagliata 
in  sei  punti  in  involuzione,  (fig.  155.) 

Sieno  a,  a',  6,  b',  c,  c'  sei  punti  in  involuzione;  li 
unisco  ad  un  punto  o,  esterno  alla  retta  aa\  e conduco 
la  secante  ««'.  I punti  a,  y,  y'  e i loro  corrispon- 
denti a,  b,  c,  c'  hanno  i rapporti  anarmonici  eguali 
due  a due;  vale  lo  stesso  pe’ punti  a',  /3',  y',  y e i loro 
corrispondenti  a',  b',  c\  c.  Ma  i sei  punti  a,  d,  b,  b', 
c,  c'  essendo  in  involuzione , i rapporti  anarmonici  dei 
punti  a,  b,  c,  c'  e dei  loro  conjugati  d,  b',  c\  c sono 
eguali;  dunque  quelli  dei  punti  a,  (ì,  y,  y'  e àei  loro 


moltiplicandole  membro  a membro  ed  avendo  riguardo  alla  direzione  dei  seg- 
menti , si  ottiene  la  prima  delle  ultime  quattro  e cosi  delle  altre. 

Se  due  punti  c e c coincidono  in  un  solo  C]  , le  sette  equazioni  prece- 
denti si  riducono  a quattro  : 

ab  . ab'  a Cj®  ha  . ha  bc^ 

ab.  ab  ‘•'<^1*'  . b' à b'ci* 

ab  . bcj  . C|fl'  = — a'b  , b'cj  . Cja, 
ab  . bci  . Cj«'  = — àl>  . ficj  . Cja  . 

Ciascun*  di  quest’equazioni  essendo  di  secondo  grado,  determina  due  punti  cl 
che  godono  della  proprietà  di  formare  coi  due  sistemi  una  involuzion^ella  quale 
ilconjugato  di  questo  punto  coincide  con  questo  punto  stesso.  Indicando  con  Cj 

a Cj*  a Cj*  a cj  a Cj 

questo  secondo  punto,  avremo  — - = —, — ; , e — - = -, — , ove  nel  sc- 

aC|*  aCj'  acf  acj 

rondo  membro  abbiamo  posto  il  segno  — perchè  col  segno  -i-  i due  punti  Cj  ecj 

b Cl  b Cf 

coinciderebbero  necessariamente.  Similmente  si  troverebbe  — . 

bei 

Dunque  i due  punti  di  cui  ciascuno  coincide  col  suo  conjugato , dividono 
armonicamente  i due  segmenti  aa  , bb . 

La  reciproca  di  questa  proposizione  è ugualmente  vera  e si  dimostra 
agevolmente  giovandosi  della  Mota  a pag.  86.  (T.) 
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conjugati  a',  /,  7 sono  anche  eguali,  in  guisa  che 

i sei  punti  a,  a.',  (i,  y,  y'  sono  in  involuzione. 

Scolio.  — Il  fascio  può  avere  cinque  sole  rette  ed 
anche  quattro,  poiché  cinque  punti  ed  anche  quattro 
possono  essere  in  involuzione.  In  tutti  i casi  le  rette 
che  passano  per  due  punti  conjugati  sono  dette  conju- 
f/ate. 


CAPITOIiO  V. 
SimlIKndine. 


Due  poligoni  sono  simili  quando  hanno  gli  angoli 
rispettivamente  eguali , i lati , adiacenti  agli  angoli 
eguali,  proporzionali,  e queste  parti,  lati  e angoli,  dis- 
posti nello  stesso  ordine. 

I vertici  di  due  angoli  uguali  si  dicono  omologhi. 

Due  lati,  due  diagonali  sono  omologhe  quando  le 
loro  estremità  sono  vertici  omologhi. 

Due  poligoni  regolari  che  hanno  lo  stesso  numero 
di  lati  sono  simili. 

Si  chiama  centro  di  un  poligono  un  punto  che  divide 
in  due  parti  uguali  qualunque  retta  condotta  da  questo 
punto  sino  all’incontro  del  perimetro  del  poligono.  — Il 
punto  d’ intersezione  delle  diagonali  di  un  parallelo- 
grammo  è un  centro. 


TEOREMA  I. 

Due  poligoni  sono  simili  se,  eccettuati  tre  angoli 
consecutivi,  hanno  gli  angoli  rispettivamente  uguali  c 
i lati  proporzionali,  (fig.  156.) 
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Siano  i due  pentagoni  ABCDE,  A'li'(yD'F/  nei  quali 
suppongo 


AB_BC_CD_DE_AE 
A'B'~  C'D'~  b’E'~  A'E' 

e r angolo  B =:  B',  l’ angolo  C = C'  ; dico  che  1’  an- 
golo A=  A',  l’angolo  D=:  D',  l’ angolo  E = E',  cioè  che 
i poligoni  sono  simili. 

Le  diagonali  condotte  dai  vertici  A,  A',  decompon- 
gono i poligoni  in  triangoli,  due  a due  equiangoli.  In- 
fatti, 1°  I triangoli  ABC,  A'B'C'  hanno,  per  ipotesi,  gli 
angoli  B e B'  uguali  e compresi  tra  lati  proporzionali; 
dunque  sono  equiangoli  e 

AC  _ BC  __  CD 
A'C'"~  B'C'“  C'iy 

Poiché  gli  angoli  BCD  e B'C'D'  sono  uguali  come 
pure  gli  angoli  BCA,  B'C'A',  saranno  uguali  anche  gli 
angoli  ACD,  A'C'D';  per  conseguenza  i triangoli  ACD, 
A'C'D'  che  hanno  un  angolo  eguale  compreso  tra  lati 
proporzionali,  sono  equiangoli  e danno: 

— = B E __  A E 

A'D'  ~ C'iy  ~ D'E'  ~ A'E'  ■ 

Dunque,  finalmente,  i triangoli  ADE,  A'D'E'  hanno 
i lati  proporzionali  e gli  angoli  rispettivamente  uguali; 
talché  1’  angolo  AED  = A'E'D',  1’  angolo  EDC  = E'D'C', 
l’angolo  BAE  = B'A'E';  e per  conseguenza  i due  poligoni 
sono  simili. 

Corollario  I.  — Due  triangoli  che  hanno  i loro 
lati  proporzionali  sono  simili. 
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Corollario  II. '—Due  poligoni  simili  sono  decom- 
ponibili in  uno  stesso  numero  di  triangoli  simili  e dis- 
posti nel  medesimo  ordine. 

Infatti , le  diagonali  condotte  da  due  vertici  omo- 
loghi A,  A',  dividono  i poligoni  in  triangoli  simili. 

Reciprocamente,  due  poligoni  sono  simili  se  sono 
composti  d’ un  egual  numero  di  triangoli  simili  e simil- 
mente disposti. 

Giacché  i loro  angoli  sono  rispettivamente  eguali  e 
i loro  lati  omologhi  proporzionali. 


TEOnEHA.  n. 


Due  poligoni  sono  simili,  se,  eccettuato  un  lato  e 
due  angoli  adiacenti,  i loro  lati  sono  proporzionali  e 
i loro  angoli  rispettivamente  eguali. 

Dimostrazione  analoga  alla  precedente. 

Corollario.  — Due  triangoli  che  hanno  un  angolo 
uguale  compreso  tra  lati  proporzionali , sono  simili. 


TEOBEMA  m. 

Due  poligoni  sono  simili  se,  eccettuati  due  lati  e 
V angolo  compreso,  i loro  lati  sono  proporzionali  e i 
loro  angoli  rispettivamente  uguali. 

Dimostrazione  analoga  alla  precedente. 

Corollario.  — Due  triangoli  equiangoli  sono  si- 
mili. 

Scolio.  — La  similitudine  di  due  poligoni  che 
hanno  n lati  risulta  da  2 n — 4 condizioni  distinte , 
mentre  la  loro  eguaglianza  ne  richiede  2»  — 3. 
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Se  si  unisce  un  punto  qualunque  o ai  vertici  di 
un  poligono  abcde,  e se  si  prendono  sulle  rette  oa , 
ob , oc , , 0 sui  loro  prolungamenti , punti  a',  b', 
c', , tali  che 

oa‘ ob' oc' 

ua  ob  oc  • • • * » 

il  poligono  a'b'c'd'e'  è simile  ad  abcde.  (fìg.  157.) 

Infatti,  i due  triangoli  oab,  oa'b',  che  hanno  un  an 
golo  eguale  compreso  tra  Iati  proporzionali,  sono  equian- 
goli; dunque  il  lato  a'b'  è parallelo  ad  ab  e 

a'b' oa' 

ab  oa 


Similmente  si  dimostrerebbe  che  b'c'  è parallela 
a bc,  c'd'  a cd,  ec.,  e che 


dd_ 

bc  ' cd 


ec. 


dunque  i poligoni  abcde.,  a'b'c'd'e'  hanno  i lati  propor- 
zionali; di  più  i loro  angoli  sono  rispettivamente  egua- 
li, perchè  formati  da  lati  paralleli  e diretti  nello  stesso 
senso  o in  senso  contrario;  dunque  questi  poligoni  sono 
simili. 

Scolio.  — I poligoni  sono  simili  e similmente 
disposti  se  i punti  o',  b',  c' ....  si  trovano  sulle  rette 

oa,  ob,  oc ; sono  simili  e inversamente  disposti  se  i 

punti  a',  V,  c', si  trovano  sui  prolungamenti  di  oa, 

ob,  oc, . 
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CUASLES  ha  dato  a questa  simiglianza  di  forma  e 
di  posizione  il  nome  d’ omotetia  diretta  nel  primo  caso, 
e inversa  nel  secondo.  Il  punto  o è il  centro  di  similitu- 
dine, e le  rette  oa,  oa', sono  i raggi  vettori  dei 

punti  a,  a', 

Corollario  I.  — Due  poligoni  omotetici  hanno  i 
lati  paralleli  e proporzionali.  11  rapporto  di  similitudine 
è uguale  a quello  di  due  lati  omologhi. 

Corollario  II.  — I punti  a,  b,  c, . . a',  b',  c\... 
formano  due  sistemi  omotetici  nei  quali  a e a'  sono 
punti  omologhi. 

La  retta  che  unisce  due  punti  a e b è parallela  a 
quella  che  unisce  i loro  omologhi  a'  e b',  e il  rapporto 
di  a&  ad  a'b'  è uguale  al  rapporto  di  similitudine. 


TEOREMA  T. 


Due  poligoni  abcd,  a'b'c'd'  sono  omotetici  t se  le 
rette  che  uniscono  i vertici  del  primo  a un  punto  p 
sono  parallele  e proporzionali  a quelle  che  uniscono  i 
vertici  del  secondo  a un  altro  punto  p'.  (fig.  Ì58-159.) 

Prendiamo  sulla  retta  pp'  o sul  suo  prolungamento, 
secondo  che  i Iati  ap,  a'p'  sono  diretti  in  senso  con- 
trario 0 nello  stesso  senso,  un  punto  o tale  che  ^ 

op  ap 

e uniamolo  ai  punti  a,  a'.  I triangoli  apo,  a'p'o  avendo 
un  angolo  eguale  compreso  tra  Iati  proporzionali,  sono 
equiangoli;  dunque  l’angolo  aop  è uguale  a a'op'  e le 
rette  ao , a'o  coincidono. 

Parimente  si  proverebbe  la  coincidenza  delle  linee 
ob,  ob',  ec.  Dunque  i due  poligoni  sono  omotetici  ed  il 
punto  0 è il  centro  di  similitudine.  L’omotetìa  è diretta 
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se  le  rette  ap,  a'p'  sono  dirette  oeBo  stesso  senso;  è 
ìnfersa  nel  caso  contrario. 

Scolio.  — I due  punti  p,  p'  si  chiamano  poli  con- 
jugati  dei  poligoni  omotetici.  Due  poli  conjugati  sono 
in  linea  retta  col  centro  d’ omotetia. 


TEOnEHA  Tl. 


Se  due  poligoni  a centro  sono  omotetici  diretti, 
saranno  altresì  omotetici  inversi,  e reciprocamente, 
(fig.  160.) 

Infatti,  supponiamo  i due  parallelogrammi  abde, 
a'b'd’e'  omotetici  diretti  ; c e c'  essendo  i loro  centri , 
b e b’  due  vertici  omologhi,  prendiamo  sul  prolunga- 
mento di  cb  un  punto  e,  tale  che  ce  = cb;  il  punto  e 

c h 

sarà  un  vertice  del  parallelogrammo  abde.  Ma  ov- 


diretti  in  senso  contrario,  e i poligoni  sono  omotetici  in- 
versi. 

Laonde  essi  hanno  due  centri  di  similitudine; 
1°  un  centro  esterno  o situato  sul  prolungamento  della 
retta  cc',  quando  i due  poligoni  sono  omotetici  diretti  ; 
2°  un  centro  interno  o'  posto  sulla  retta  cc\  quando  i 
due  poligoni  sono  omotetici  inversi. 

Corollario.  — I punti  o ed  o'  dividono  armonica- 
mente  la  distanza  01/  dei  centri  dei  due  parallelogrammi  ; 
giacché  si  ha 


oc  o'c 
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VEOHEUA  Vn. 


Due  poligoni  omotetici  ad  un  terzo  sono  omotetici 
tra  loro.  (fig.  Ì61-162.) 

Sia  o il  centro  di  similitudine  dei  due  poligoni 
omotetici  abcd,  a'b'c'd',  e o'  quello  dei  due  poligoni 
omotetici  abcd,  a"bt'c"d!'.  Le  rette  a'b',  aPh",  parallele  ad 
una  stessa  linea  ab,  sono  parallele  tra  loro;  lo  stesso 
vale  per  a'c\  a"c",  per  a'd',  a!'d",  ec.  Si  ha  anche: 


dunque 


a'c' 

'■  ‘ f 

a b 

ac  ‘ ’ 

• • ■ ■■  f 

a"fc"  _ 

a"d‘  _ 

t 

a b 

ac  * 

• • ■■  f 

a"b"  _ 

a!'c" 

__  »•' 

a'b' 

a'c' 

• • j.  • 

Le  rette  che  uniscono  il  punto  a'  ai  vertici  b',  c',  d' 
essendo  parallele  e proporzionali  a quelle  che  uni- 
scono a"  ai  vertici  6",  c",  d!\  i poligoni  a'b'c'd',  d'b'c'd" 
sono  omotetici  diretti  o inversi,  secondo  che  l’omotetia 
è dello  stesso  nome  o di  nome  contrario  nei  due  sistemi 
omotetici  dati. 

Corollario.  — Se  si  suppone  r = r,  si  ha  a"6'  = 
ah',  d’c"  = a'c',  ec.,  e i poligoni  a"b"c"d",  a'b'c'd'  sono 
eguali.  Dunque  si  possono  formare  tutti  i poligoni  omo 
telici  al  poligono  abcd  mediante  il  solo  centro  o di  si- 
militudine facendo  variare  r da  o a oo . 

Scolio.  — Dati  tre  poligoni  omotetici,  tra  i tre 
sistemi  omotetici  che  essi  formano,  ve  ne  ha  solo  im 
numero  dispari  la  cui  omotetia  sia  diretta. 
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TEDaEMil.  TID. 

I centri  di  similitudine  di  tre  poligoni  due  a due 
omotetici  sono  in  linea  retta,  (fìg.  163.) 

Siene  P,  P',  P"  i poligoni  dati,  0 il  centro  di  simi- 
litudine di  P e P',  0'  quello  di  P e P",  e 0"  quello  di  P' 
e P'.  Prendiamo  sulla  retta  00'  il  punto  0"',  polo  con 
jugato  di  0',  per  i due  poligoni  P,  P'.  I punti  0',  0"' 
sono  anche  due  poli  conjugati  dei  poligoni  omote- 
tici P',  P';  dunque  il  loro  centro  di  similitudine  0"  è 
situato  sulla  retta  0'  0"'  e i tre  centri  0,  0',  0"  sono 
sulla  stessa  retta. 

Corollario.  — Se  tre  poligoni  a centro  sono  omo- 
tetici, essi  hanno  tre  centri  di  similitudine  esterni  e tre 
centri  di  similitudine  interni. 

Considerando  i tre  sistemi  come  omotetici  dello 
Stesso  nome,  i loro  centri  d’omotetia  sono  esterni;  dun- 
que i tre  centri  di  similitudine  esterni  sono  in  linea 
retta.  Se  i tre  sistemi  omotetici  si  suppongono  di  nome 
contrario,  essi  hanno  due  centri  di  similitudine  interni 
e un  centro  esterno.  Dunque  due  centri  interni  e un 
centro  esterno,  corrispondente  al  terzo  centro  interno, 
sono  in  linea  retta. 

Scolio.  — La  retta  sulla  quale  sono  i tre  centri  di 
similitudine  esterni  ha  ricevuto  il  nome  d’ asse  d’  omo- 
tetia diretta.  Ciascuna  delle  tre  rette  che  passano  per 
due  centri  interni  e un  centro  esterno  è chiamato  asse 
di  similitudine  inversa. 

TEOBEMii.  IX. 

1®.  La  liìiea  omotetica  d' una  circonferenza  è un’al- 
tra circonferenza. 
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2®.  Due  circonferenze  sono  omoieliche  dirette  e in 
verse,  (fìg.  166.) 

Siano  o il  centro  di  similitudine,  c il  centro  dei 
cerchio  dato  ca,  c'  il  suo  omologo,  r il  rapporto  di  si- 
militudine. Uniamo  c'  all’omologo  a’  di  un  punto  qualun- 
que a della  circonferenza  ca,  avremo 


dunque  la  retta  c'a'  ha  una  lunghezza  costante,  e il 
luogo  del  punto  a'  è una  circonferenza  di  cerchio  che 
ha  per  centro  il  punto  c’  e per  raggio  ia  retta  c'a'. 

Poiché  i raggi  omologhi  ca,  ca’  sono  diretti  nello 
stesso  senso , l’ omoteiia  è diretta.  Il  raggio  c'd',  prolun- 
gamento di  c'a',  è parallelo  a ca  e si  ha: 

c^'_  cV_ 
ca  ca  ’ 

dunque  le  due  circonferenze  sono  anche  omotetiche  in- 
verse. 

Corollario  I.  — Due  archi  omotetici  ab,  a'b',  cioè 
quelli  le  cui  estremità  sono  punti  omologhi,  corrispon- 
dono ad  angoli  al  centro  uguali  acb,  a'c'b';  giacché 
questi  angoli  hanno  i loro  lati  paralleli,  diretti  nello 
stesso  senso  o in  senso  contrario. 

Corollario  II.  — Le  tangenti  ai  punti  omologhi 
di  due  circonferenze  omotetiche  sono  parallele.  — Le 
tangenti  comuni  a due  circonferenze  passano  per  P uno 
0 P altro  dei  centri  di  similitudine. 

Corollario  III. — I centri  di  similitudine  o,  o'  di- 
vidono armonicamente  la  distanza  cc'dei  centri  dei  due 
cerchi. 

Scolio.  — ! centri  di  similitudine  di  tre  cerchi. 
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considerati  due  a due,  sono  tre  a tre  in  linea  retta.  La 
retta  che  passa  per  i centri  esterni  è l’ asse  di  similitu- 
dine esterno;  le  tre  altre  rette,  sopra  a ciascuna  delle 
quali  si  trovano  due  centri  interni  e il  centro  esterno 
corrispondente  al  terzo  centro  interno,  sono  gli  assi  di 
similitudine  interni.  (') 

TEOREMA  A. 

Se  si  conducono  due  secanti  qualunque  oa,  od  per 
uno  dei  centri  di  similitudine  di  due  cerchi  c,  c',  tra 
gli  otto  punti  d‘  intersezione  quattro  qualunque  a,  d, 
b',  e'  non  coniugati  sono  situati  sulla  medesima  circon- 
ferenza (fìg.  167.) 

Infatti  si  ha  per  ipotesi: 

oa  : oa'  '.od  I od’. 

I quattro  punti  a',  h',  e\  d!  appartenendo  alla  stessa 
circonferenza,  si  ha  anche: 

oc'  ; oo'  I : oh'  : od'; 


/ centri  di  similitudine  di  due  cerchi  formano  una  involuzione  con 
le  due  coppie  di  punti  delle  due  circonferenze  situati  sulla  linea  dei  centri. 
Infatti,  si  ba: 

oM  oN 

om 


quindi 

oM  . oN 

Similmente , 

om  . OH  "" 

o*M  . o^N 

o'm  . on 

e pei  consegucnca , 

oM  . oN  o'm  . 1 

om  , on  o'm  • 

(T.) 
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dunque 

oa\  od  \ ; oc'  \ ob', 

n i punti  a,  d,  h\  e'  sono  sulla  stessa  circonferenza. 

Vale  lo  stesso  pei  quattro  punti  b,  c,  a',  d';  pei 
punti  a,  e,  d',  b',  e Infine  per  d,  b,  a',  e'. 

Corollario.  — Se  si  fa  girare  la  secante  od  at- 
torno al  centro  o sino  a che  essa  coincida  con  oa,  cia- 
scuna delle  circonferenze  adb'e',  a’d'be  diviene  tangente 
alle  due  circonferenze  date,  e la  retta  che  unisce  i due 
punti  di  contatto  passa  pel  centro  di  similitudine  esterno 
0 interno,  secondo  che  i due  contatti  sono  dello  stesso 
genere  o di  genere  differente. 


CAPITOLO  VI. 

Problemi  sulle  Lineé  proporzionali. 


Problema  I.  — Costruire  una  quarta  propor 2.Ì0 
naie  alle  tre  rette  A,  B,  C (fig.  168.) 

Sopra  il  lato  DE  d’un  angolo  qualunque  EDG  pren 
dete  DE  = A,  DF  =r  B,  e sopra  1’  altro  lato  la  linea 
DG  = C.  Unite  il  punto  E al  punto  G,  e conducete  FU 
parallela  ad  EG.  La  retta  DH  è la  quarta  proporzionale 
richiesta;  giacché  si  ha  , 

DE  : DF  : : dg  : dii. 

Corollario.  — Se  le  due  linee  B,  C sono  eguali, 
la  linea  DH  prende  il  nome  di  terza  proporzionale  alle 
due  rette  A,  B. 
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^ Problema  II.  — Costruire  una  media  proiìorzio- 
naie  tra  due  rette  A,  B.  (fìg.  169.) 

Sopra  una  retta  indefinita  prendete  CD  ==  A e 
DE=  B.  Descrivete  una  semicirconferenza  sopra  CE  come 
diametro  e conducete  pel  punto  D la  retta  DE  perpen- 
dicolare a CE.  La  media  proporzionale  richiesta  è uguale 
a DF. 

Scolio.  — La  media  proporzionale  tra  due  linee 
disuguali'CD,  DE  è minore  della  loro  media  aritmetica. 

I t Problema  III.  — Dividere  una  retta  A in  parti 
proporzionali  a linee  date  B,  C,  D o in  un  certo  numero 
di  parti  eguali,  (fig.  170.) 

1®.  Prendete  sul  lato  EO  di  un  angolo  qualunque 
OER  la  retta  EF  = A e sull’altro  lato  la  retta  EK=  B, 
Kll=  C,  IIG—  D.  Unite  il  punto  F al  punto  G e con- 
ducete le  rette  HL,  KM  parallele  a GF.  I punti  M,  L di- 
vidono EF  in  segmenti  proporzionali  a B,  C,  D. 

’ 2®.  Per  dividere  la  retta  A in  un  certo  numero  di 

parti  eguali,  tre  per  esempio,  fate  una  costruzione  ana- 
loga alla  precedente,  prendendo  però  per  B,  C,  D tre 
linee  eguali  ad  una  stessa  retta  di  grandezza  qualunque. 

, Problema  IV.  — Dividere  la  retta  AB  in  media 
ed  estrema  ragione,  cioè  in  due  parti  tali  che  la  mag- 
giore sia  media  proporzionale  tra  V altra  parte  e la 
linea  intera,  (fig.  171.) 

Per  l’estremità  B delta  retta  data  AB,  conducete 
a questa  linea  la  perpendicolare  BO  eguale  alla  metà 
di  AB  ; descrivete  una  circonferenza  dal  punto  0 come 
centro  col  raggio  OB  ; conducete  la  secante  AO,  e pren- 
dete sopra  AB  una  lunghezza  AC  eguale  ad  AD  -,  il  punto  C 
divide  AB  in  media  ed  estrema  ragione. 

Infatti,  AB  essendo  tangente  al  cerchio,  si  ha: 

AE  : AB  : : ab  : ad; 
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(la  cui  &i  deduce 

AB  ; AE  — AB  : : AD  : AB  — AD  ; 
ma  il  diametro  DE  è uguale  ad  AB,  dunque 

AB  : AC  ; : ac  : bc. 


Corollario.  — Se  indichiamo  con  a la  retta  AB, 
il  triangolo  rettangolo  ABO  dà  : 


AO*=  a'-h~  = 


4 ’ 


ma  AC=  AO  — BO,  dunque 

Ar'  — flV'S  a fl(v/5— 1) 

2 2~  2 ' 

Per  l’ altro  segmento  della  retta  AB  si  ha  : 

Scolio.  — La  secante  AE  è divisa  dal  punto  D in 
media  ed  estrema  ragione. 

Problema  V.  — Dividere  una  retta  armonica- 
mente,  nel  rapporto  di  due  rette  date.  (fig.  172.) 

Per  dividere  la  retta  AB  armonicamente  e nel  rap- 
porto delle  rette  m,  n,  conducete  pel  punto  A una  retta 
qualunque  AG  eguale  ad  m,  e pel  punto  B una  parallela 
ad  AC,  sulla  quale  prenderete  ciascuna  delle  rette  BD, 
BE  eguale  ad  n.  Unite  il  punto  G ai  punti  D,  E ; le  rette 
CD,  CE  incontrano  AB  nei  punti  F,  G che  la  dividono 
armonicamente. 

Infatti,  le  quattro  rette  GA,  GG,  GB,  GF,  formano 
un  fascio  armonico,  poiché  GA  è parallela  a DE  che  le 


Digitized  by  Google 


LIBRO  TERZO.  125 

altre  tre  rette  dividono  in  due  parti  eguali;  e si  ha 
GA  : GB  ; : m : 

Problema  VI.  ■—  Conoscendo  tre  rette  di  un  fascio 
armonico  y costruire  la  quarta,  (fìg.  113.) 

Sieno  le  tre  rette  date  OA,  OB,  OC;  conducete  pel 
punto  C della  retta  OC  una  parallela  CE  ad  AO  ; pren- 
dete sul  prolungamento  di  CE  la  linea  CF  eguale  a CE 
e conducete  la  retta  OF  che  sarà  la  quarta  del  fascio, 
poiché  OA  è parallela  ad  EF  che  le  tre  altre  rette  OB, 
OC,  OD  dividono  in  due  parti  eguali. 

Corollario.  — Questa  costruzione  fa  conoscere  il 
punto  D conjugato  armonico  di  B rispetto  a una  retta 
data  AC.  (*) 

Problema  VII.  — - Costruire  il  polo  di  una  retta  e 
la  polare  di  un  punto  rispetto  a un  cerchio,  (fìg.  176) 

i°.  Per  determinare  il  polo  F della  retta  CD  rispetto 
al  cerchio  AO,  conducete  il  diametro  AB  perpendicolare 
a CD,  e cercate  il  conjugato  armonico  di  E rispetto  alla 
retta  AB. 

2°.  Per  costruire  la  polare  del  punto  F,  determi- 
nate il  punto  conjugato  armonico  di  F rispetto  al  dia- 

(*)  I due  proldcmi: 

d®  Conoscendo  Ire  punti  dì  una  proporzione  armonica , costruire  il 
quatto. 

2®  Conoscendo  tre  rette  di  un  fascio  armonico , costruire  la  quarta , 
si  posson  risolvere  elegantemente  giovandosi  di  una  proprietà  del  quadrilatero 
completo  dimostrata  a pag.  91. 

1®  Siano  A,  B , C i tre  punti  dati;  si  cerca  il  quarto  D conjugato  con  B. 
(/g-  d74.;Da  un  punto  qualunque  M conduciamo  le  rette  MA,  MB,  MC; 
prendiamo  sopra  MB  un  punto  arbitrario  N e conduciamo  le  rette  ANL, 
CNH;  la  retta  HL  prolungata  determina  il  punto  D conjugato  armonico  di  B 
rispetto  alla  retta  AC. 

2®  Siano  OA , OC , OD  tre  rette  di  un  fascio  j si  tratta  di  costruire  la 
quarta  OB  conjugata  ad  OD.  (fig.  ilS.J  Per  un  punto  qualunque  P di  OD  con- 
duciamo le  rette  PNII , PLM  ed  uniamo  i punti  d’intersezione  H,  L ed  M,  N , 
il  punto  Q , in  cui  queste  due  rette  si  tagliano , determina  la  linea  OQB  couju- 
gata  armonica  con  OD. 

Queste  soluzioni  si  raccomandano  ancora  perchè  richiedono  l’ uso  sola- 
mente della  riga.  (T.) 
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metro  AB  e conducete  la  retta  EC  perpendicolare  ad  AB. 

Problema  Vili.  — Costruire  sopra  una  retta  data 
un  triangolo  o un  poligono  simile  a un  triangolo  o un 
poligono  dato. 

1“.  Per  costruire  sulla  retta  ab  un  triangolo  simile 
al  triangolo  ABC  (fig.  /77.j,  supponete  chd  ab  sia  omo- 
logo ad  AB,  e fate  l’angolo  bac  eguale  a BAC,  l’an- 
golo abc  eguale  ad  ABC.  11  triangolo  abc  è simile  ad  ABC. 

2".  Debbasi  costruire  un  poligono  simile  ad  ABCDE 
sulla  retta  A'B',  omologa  al  lato  AB.  (fìg.  156.)  Conducete 
le  diagonali  ÀC,  AD;  fate  successivamente  il  trian- 
golo A'B’C'  simile  ad  ABC,  il  triangolo  A'C'D'  simile  ad  ACD 
e A'D'E'  simile  ad  ADE.  1 due  poligoni  A'B'C'D'E',  ABCDE, 
sono  anche  simili. 

Problema  IX.  — Condurre  una  tangente  comune 
a due  cerchi,  (fig.  178.) 

Determinale  i centri  di  similitudine  0,  0'  dei  due 
cerchi  dividendo  la  distanza  dei  loro  centri  C,  C'  armo- 
nicamente e nel  rapporto  dei  raggi  CA,  C'B.  Conducete 
poscia,  per  ciascuno  dei  punti  0, 0',  tangenti  al  cerchio  C; 
queste  linee  toccheranno  anche  P altro  cerchio  C',  giac- 
ché i punti  E,  E',  nei  quali  ciascuna  di  queste  rette  in- 
contra le  due  circonferenze,  essendo  omologhi,  i raggi 
CE,  C'E'  sono  paralleli,  e la  retta  OE,  perpendicolare 
a CE,  è anche  perpendicolare  a C'E'.  Dunque  i due  cer- 
chi C,  C'  hanno  la  stessa  tangente  OE. 

Scolio. — Il  problema  ha  quattro  soluzioni  quando 
i due  cerchi  sono  esterni  l’ uno  all’  altro,  tre  quando  si 
toccano  esteriormente,  due  se  sono  secanti,  e una  sola 
se  si  toccano  internamente. 

Problema  X*.  — Trovare,  in  due  serie  di  qxiattro 
punti  che  hanno  i loro  rapporti  anarmonici  eguali, 
uno  di  questi  punti,  quando  Wti  gli  altri  sono  dati, 
(fiq.  189.) 
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Sieno  b,  c,  d ì quattro  primi  punti,  e sopra 
una  seconda  retta,  a',  b\  e*  i tre  punti  che  corrispon- 
dono uno  ad  uno  ai  tre  a,  b,  c.  Si  vuol  determinare  il 
quarto  punto  cl' corrispondente  al  quarto  d,  cioè  il  punto 
che  soddisfa  alla  relazione 

d'a'  , cV da  ^ m 

¥b’  ' ?b’  ~ db  ’ d)‘ 

Conduciamo  pel  punto  a una  retta  indcfìnita  in  una 
direzione  qualunque,  e prendiamo  sopra  questa  retta  i 
segmenti  abi,  ac,  eguali  rispettivamente  ad  a'b',  a'c\  Ti- 
riamo le  due  rette  66,,  cc,,  e pel  loro  punto  di  con- 
corso 0 la  retta  Od  che  incontrerà  la  retta  ausilia- 
ria  o6,  in  un  punto  rf,.  Finalmente  prendiamo  sulla 
retta  a'6'  il  segmento  a'd'—adi^  e il  punto  cercato  d' 
sarà  determinato. 

Questa  costruzione  si  applica  al  caso  in  cui  i punti 
a',  6',  c'  si  trovano  sulla  stessa  retta  con  a,  6,  c,  d. 

Problema  XI*.  — Determinare  in  due  fasci  di 
quattro  rette  corrispondenti  una  ad  una  rispettiva- 
mente, che  hanno  i loro  rapporti  anarmonici  eguali, 
il  quarto  raggio  del  secondo  fascio,  quando  tutti  gli 
altri  sono  conosciuti,  (fig.  i90.) 

Sieno  OA,  OB,  OC,  OD  i quattro  raggi  del  primo 
fascio,  e O'A',  O'B',  O'C'  i tre  raggi  del  secondo  fascio, 
corrispondenti  ai  tre  OA,  OB,  OC  del  primo;  bisogna 
determinare  il  quarto  raggio  O'D'. 

Conduciamo  per  un  punto  0,  del  raggio  OA  due 
rette  0,B„  0,C,  che  facciano  con  00,  angoli  eguali  ri- 
spettivamente ai  due  angoli  B'O'A',  C'O'A';  uniamo  con 
una  retta  i punti  nei  quali  queste  due’  rette  incontre- 
ranno rispettivamenle  i due  raggi  OB,  OC.  Pel  punto 
d’ intersezione  Dt  di  questa  retta  e del  raggio  OD  con- 
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(luciamo  la  retta  OjDi,  la  quale  farà  con  OOj  un  angolo 
eguale  a quello  che  il  raggio  cercato  O'D'  del  secondo 
fascio  fa  con  O'A'.  Questo  raggio  è dunque  determinato. 

Questa  costruzione  si  applica  al  caso  in  cui  i due 
fasci  avrebbero  lo  stesso  centro  0. 

Problema  XII*.  — Costruire  il  punto  centrale  e il 
sesto  punto  d' una  involuzione. 

Dati  due  segmenti  aa',  bb'  determinare  il  punto 
centrale. 

Se  i due  segmenti  aa\  66' sono  come  nella  figura  150, 
si  descriveranno  sopra  questi  due  segmenti  come  dia- 
metri due  cerchi  la  cui  corda  comune  determinerà  il 
punto  centrale. 

Se  i due  segmenti  sono  come  nelle  figure  làS  e 149, 
si  faranno  passare  per  un  punto  g,  preso  fuori  della 
retta  ab,  due  cerchi  aventi  per  corde  rispettive  i due 
segmenti  aa',  66'.  Questi  due  cerchi  si  taglieranno  in  un 
secondo  punto  g\  e la  retta  gg’  determinerà  sopra  ab 
un  punto  0 che  sarà  il  punto  centrale,  poiché  og . og'  — 
oa  . oa'  = ob  . ob'. 

Una  costruzione  indipendente  dalla  posizione  dei 

ou  (ib^ 

(lue  segmenti  è fondata  sulla  relazione  t—,.  Pei 

o6  ba 

punti  a e 6 si  condurranno  due  parallele  aa„  66,  eguali 
rispettivamente  ad  ab',  ba';  la  retta  ai  6,  che  unisce  le 
loro  estremità  determina  il  punto  o.  — I due  segmenti 
aa^,  66,  si  prenderanno  nello  stesso  senso  o in  senso 
contrario,  secondochè  i due  ab',  ba',  ai  quali  sono  eguali, 
saranno  essi  stessi  nello  stesso  senso  o in  senso  con- 
trario. 

2®.  Date  due  coppie  di  punti  conjugati  a,  a'  e b,  b' 
e un  quinto  punto  c d’una  involuzione,  determinare  il 
sesto  c'. 

Per  un  punto  g qualunque  si  faranno  passare  due 
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circonferenze  di  cerchi  aventi  per  corde  rispettive  i due 
segmenti  aa',  bb’  che  s’ incontrerannno  in  un  secondo 
punto  g'i  la  circonferenza  che  passa  pei  tre  punti  g,  g' 
e c taglierà  la  retta  abc  in  un  secondo  punto  c'  che 
sarà  il  sesto  punto  deli’  involuzione. 


M*r€tbMetni  aa  ri$o9vere. 

1.  — Iscrivere  in  nn  cerchio  on  triangolo  di  coi  due  iati 
passino  per  due  punti  dati  e il  terzo  sia  parallelo  a una 
retta  data. 

2.  — Iscrivere  in  nn  cerchio  un  triangolo  i cui  tre  lati, 
prolungati  s’ è necessario,  passino  per  tre  punti  dati. 

3.  — Se,  per  i vertici  di  un  triangolo  iscritto  in  on  cer- 
chio, si  conducono  delle  tangenti,  esse  incontreranno  ì Iati 
opposti  in  tre  punti  che  sono  in  linea  retta. 

4. — Condurre  da  un  punto  preso  sulla  bisettrice  di  nn 
angolo  dato  una  retta  di  una  lunghezza  data. 

t(,  — Dati  un  cerchio  e una  retta  EF  esterna  ad  esso 
(fig.  179),  conducete  il  diametro  GA  perpendicolare  ad  EF 

0 pel  punto  A una  secante  qualunque  ABD  ; conducete  per 

1 punti  B,  D le  tangenti  BF,  DE,  e dimostrate  che  queste 
rette  incontrano  EF  a egnal  distanza  dal  punto  A. 

6.  — Se  per  il  mezzo  di  una  corda  data  in  un  cerchio 
si  conducono  due  altre  cordo  qualunque,  la  retta  che  unisco 
due  delle  loro  estremità  e quella  che  passa  per  le  altre  due, 
incontrano  la  corda  data  in  punti  egualmente  distanti  dal 
mezzo  di  questa  corda. 

7.  — Descrivere  una  circonferenza  tangente  ad  una  retta 
e che  passi  per  due  punti  dati. 

8.  — > Descrivere  una  circonferenza  che  passi  per  on 
punto  e sia  tangente  a due  rette  date. 

9.  — Descrivere  un  cerchio  tangente  a due  rette  e a un 
cerchio  dati. 
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10.  — Descrivere  un  cerchio  tangente  a un  cerchio  dato 
e che  passi  per  due  punti  dati. 

11.  — Descrivere  un  cerchio  tangente  ad  una  retta,  a 
un  cerchio  dati,  e che  passi  per  un  punto  dato. 

12.  — Descrivere  un  cerchio  tangente  a una  retta  e a 
(iue  cerchi  dati. 

13.  — Descrivere  un  cerchio  tangente  a due  cerchi  dati 
c che  passi  per  un  punto  dato. 

14.  — Descrivere  un  cerchio  tangente  a tre  cerchi  dati. 

15.  — Condurre  per  due  punti  dati  sopra  una  circonfe- 
renza, due  secanti  che  si  taglino  sopra  la  circonferenza  e 
incontrino  un  diametro  dato  io  punti  egualmente  distanti 
dal  centro. 

16.  — Descrivere  un  cerchio  che  passi  per  due  punti 
dati  e che  intercetti  sopra  un  cerchio  dato  un  arco  la  cui 
corda  sia  d’ una  lunghezza  data. 

17.  — Iscrivere  in  un  cerchio  un  triangolo  isoscele  nel 
quale  la  somma  della  base  e dell’  altezza  sia  eguale  a una 
retta  data. 

18.  — Iscrivere  un  quadrato  in  una  semicirconferenza. 

19.  — Costruire  un  triangolo  di  cui  si  conosce  la  gran- 
dezza e la  posizione  della  base,  la  somma  dei  due  lati,  e 
una  retta  sulla  quale  il  vertice  dev’  essere  situato. 

20.  — Se  un  diametro  AB  (fig.  180j  di  un  cerchio  è di- 
viso armonicamente  nei  punti  C,  D,  e che  per  questi  punti 
s’ inalzino  due  perpendicolari  sopra  AB , dimostrare  che 
qualunque  tangente  al  cerchio  incontra  le  due  perpendico- 
•lari  in  due  ponti  P e Q,  tali  che  il  rapporto  delle  loro  di- 
stanze PO,  QO  al  centro  O del  cerchio  è costante. 

21.  — Tre  rette  AA',  BB',  CC'  parallele  e disuguali  es- 
sendo date,  dimostrare  che  i punti  d’ incontro  di  AB  con 
A'B',  di  AC  con  A'C'  e di  AD  con  A'D'  sono  in  linea  retta. 

22.  — Se  per  nn  punto  preso  sul  piano  di  un  cerchio  si 
conducono  duo  secanti  perpendicolari  1’  una  all’  altra , la 
somma  dei  quadrati  dei  quattro  segmenti  è costante. 

23.  — 1 mezzi  delle  diagonali  di  un  quadrilatero  com- 
pleto sono  in  linea  retta. 
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24.  — li  punto  di  contatto  di  una  tangente  e i tre  punii 
nei  quali  essa  è incontrala  da  due  altre  tangenti  c dalla 
retta  che  unisce  i loro  punti  di  contatto  formano  un  sistema 
armonico. 

25.  — I sei  punti  d’intersezione  di  una  trasversale  qua- 
lunque coi  lati  di  un  quadrilatero  c le  diagonali  interne  sono 
in  involuzione. 

26.  — I sei  punti  d’incontro  di  una  trasversale  qualun- 
que con  una  circonferenza  e i lati  di  un  quadrilatero  iscritto 
sono  in  involuzione. 

27.  — Quattro  ponti  a,  b,  c,  d e un  punto  mobile  m 
essendo  dati  sopra  una  circonferenza,  dimostrare  che  i rap- 
porti anarmonici  delle  quattro  rette  ma,  mb,  me,  md  sono 
costanti. 

28. —  I rapporti  anarmonici  di  quattro  rette  che  pas- 
sano per  lo  ste.s6o  punto  sono  eguali  a quelli  dei  loro  poli 
rispetto  a un  cerchio. 

29.  — Se  un  quadrilatero  è circoscritto  ad  un  cerchio, 
i rapporti  anarmonici  dei  punti  d’ incontro  dei  suoi  Iati  con 
una  tangente  mobile  sono  costanti. 

30*.  — Se  si  considerano  sui  lati  di  un  triangolo  avente 
per  vertici  i centri  di  tre  circonferenze,  i tre  centri  di  simi- 
litudine esterni:  l**  i tre  centri  interni  sono  in  involuzione; 
2'^  due  centri  interni  e un  centro  esterno  sono  in  involuzione. 

31*.  — Se  i lati  di  un  poligono  qualunque  sono  tagliati 
da  una  trasversale,  il  prodotto  dei  segmenti  che  non  hanno 
estremità  comuni  sarà  uguale  al  prodotto  degli  altri  segmenti. 

32*.  —In  qualunque  quadrilatero  iscritto,  il  punto  d’in- 
contro delle  diagonali,  e i punti  di  concorso  dei  lati  oppo- 
sti, formano  un  triangolo  di  cui  ciascun  vertice  è il  polo 
del  Iato  opposto. 

33*.  — In  qualunque  quadrilatero  completo  circoscritto, 
ciascuna  delle  diagonali  è la  polare  del  punto  d’ intersezione 
delle  altre  due. 

34*.  — Se  due  quadrilateri  sono  l’uno  iscritto  e l’altro 
circoscritto  a uno  stesso  cerchio,  in  modo  che  i vertici  del 
primo  sicno  ì punti  di  contatto  dei  lati  del  secondo  : 1°  i 
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paoli  di  concorso  dei  lati  opposti  di  questi  qoadrilaleri  sono 
situali  sopra  una  medesima  retta;  2“  le  diagonali  del  quadri- 
latero iscritto  e quelle  del  quadrilatero  circoscritto  si  tagliano 
in  uno  stesso  punto,  polo  di  questa  retta  ; 3®  i punti  di  con- 
corso dei  lati  opposti  del  quadrilatero  iscritto  sono  situati 
sulle  diagonali  del  quadrilatero  circoscritto. 

33*.  — In  qualunque  esagono  iscritto  al  cerchio,  i punti 
di  concorso  dei  lati  opposti  presi  due  a due  sono  tutti  e tre 
in  linea  retta. 

36*.  — In  qualunque  esagono  circoscritto  al  cerchio,  le 
diagonali  condotte  dai  vertici  opposti,  presi  due  a due,  si 
tagliano  in  uno  stesso  punto. 

37*. — Prolungate  la  base  BC  di  un  triangolo  isoscele 
ABC,  d’ una  lunghezza  CD  eguale  a BC;  unite  D col 
mezzo  E di  AB  ; la  retta  DE  incontra  AG  in  F e si  ha 
1 1 

CF  = r AC  1=  - AB  ; prendete  sopra  AB  una  parte  AG 
3 3 

eguale  a GF;  conducete  DG  che  incontra  AG  in  H mezzo 
di  AG;  sia  S il  punto  d’intersezione  delle  diagonali  GF,  EH 
del  quadrilatero  GHEF;  conducete  DT  che  incontra  AB 
in  K,  si  avrà 


AB=  13GK=  lOEK. 

38*.  — Dati  due  cerchi  in  uno  stesso  piano,  nel  trian- 
golo formato  dalle  due  tangenti  interne  e una  tangente 
esterna,  il  rettangolo  dei  due  lati  che  sono  tangenti  interne 
è equivalente  alla  somma  del  rettangolo  delle  due  tangenti 
'interne  terminale  al  punto  di  contatto,  e del  rettangolo  dei 
raggi. 

39*.  — Tulle  le  circonferenze  che  hanno  i loro  centri 
sopra  una  stessa  retta  e che  tagliano  ad  angolo  retto  una 
circonferenza  data  hanno  lo  stesso  asse  radicale,  e tutte 
queste  circonferenze  prese  due  a due  e la  circonferenza  data 
hanno  lo  stesso  centro  radicale. 

40*.  — Dati  un  quadrilatero  ABCD  e un  punto  O nel 
suo  piano,  sì  unisca  questo  punto  ai  mezzi  dei  lati  e delle 
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diagonali  del  quadrilatero.  Per  ciascun  pnnto  medio  si  con- 
duce  una  parallela  alla  retta  che  unisce  O al  mezzo  dello 
lato  opposto.  Provare  che  le  sei  parallele  concorrono  nello 
stesso  pnnto. 

41*.  — Sia  ABCD  un  quadrilatero  tagliato  da  una  tra- 
sversale in  a sul  lato  AB  e in  sul  Iato  opposto  CD;  sieno 
J il  conjugato  armonico  di  a rispetto  ai  punti  A,  B,  e ]3'  il 
coniugato  armonico  di  |3  rispetto  ai  punti  C,  D;  condu- 
ciamo la  retta  faccciamo  una  costruzione  analoga  sui 
lati  opposti  AC,  BD  e sulle  diagonali  AC,  BD:  le  tre  rette 
passano  per  lo  stesso  ponto. 

r.UOGHl  GEOMETRICI. 

1.  — Data  una  corda  AB  in  un  cerchio,  se  si  conduce 
per  una  delle  sue  estremità,  B,  una  secante,  e che  si  prenda 
CM  = CA,  qual  è il  luogo  del  punto  M?  (pg.  181.j 

2.  — Qual  è il  luogo  di  quei  punti  che  godono  della 
proprietà  che  la  somma  o la  diflerenza  delle  distanze  di 
ciascuno  d’essi  a due  rette  date  sia  eguale  a una  linea 
data  m ? 

3.  — Sopra  due  rette  rettangolari  si  fanno  strisciare 
l’estremità  dell’ ipotenusa  di  un  triangolo  rettangolo;  qual  é 
il  luogo  descritto  dal  vertice  dell’angolo  retto? 

4.  — Qual  ò il  luogo  di  quei  punti  la  cui  distanza  alla 
base  di  un  triangolo  isoscele  è media  proporzionale  tra  le 
sue  distanze  ai  due  altri  lati  ? 

5.  — Trovare  il  luogo  dei  punti  tali  che  due  segmenti 
dati  di  una  stessa  retta  sieno  veduti  da  ciascuno  di  questi 
punti  sotto  angoli  eguali. 

6.  — Trovare  il  luogo  dei  punti  tali  che  due  cerchi  dati 
siano  veduti  da  ciascuno  di  questi  punti  sotto  angoli  eguali. 

7.  — Per  un  punto  A di  un  cerchio  conducete  una  se- 
cante e prendete  una  lunghezza  AM  tale  che  AMX  AB=  K’. 
Qual  è il  luogo  del  punto  M?  (pg.  i82.j 

8.  — Per  un  punto  A di  un  cerchio  conducete  una  se- 
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cnnle  e prendete  una  lanshezza  AM  (ale  che  si  abbia 
AB  ; B\!  ::  p : q.  Qual  è il  luogo  del  punto  M ? 

9.  — Trovare  il  luogo  dei  punti  M tali  che  unendo  cia- 
Hcuno  di  essi  colle  due  estremità  di  due  rette  date  AB,  CD 
i triangoli  MAB,  MCD  siano  tra  loro  come  due  linee  date. 

10.  — Qual  è il  luogo  dei  vertici  dei  trianzoli  che  hanno 
n comune  la  base  e la  mediana  di  uno  degli  altri  due  lati? 

11.  — Sia  AB  un  diametro  del  cerchio  BO;  conducele 
una  secante  BCD  e prendete  CD  = BC  ; unite  il  punto  D al 
centro  O,  il  punto  C al  punto  A e determinate  il  luogo  del 
punto  M,  intersezione  delle  rette  AC,  OD.  {(ig.  183.) 

12.  — Da  un  punto  qualunque  A del  prolungamento 
del  diametro  BD,  conducete  la  tangente  AC,  la  bisettrice 
dell’angolo  CAO  e cercate  il  luogo  del  punto  M preso  sulla 
perpendicolare  OM , condotta  dal  centro  O alla  biset- 
trice AM.  (fig.  184  .j 

13.  — Per  un  punto  O dell’  ipotenusa  BC  di  un  triangolo 
rettangolo  ABC,  conducete  una  secante  qualunque  DE,  de- 
scrivete i cerchi  OBE,  OCD  e cercate  il  luogo  del  punto  M 
nel  quale  i due  cerchi  si  tagliano,  (fig.  185.J 

14.  — Dal  punto  A conducele  due  rette  qualunque  AB, 
AM  che  formino  fra  loro  un  angolo  dato;  prolungate  la 
prima  retta  sino  all’incontro  di  una  retta  CD  data  e prendete 
sull’  altra  AM  un  punto  M tale  che  si  abbia  AM  : AB  ’.'.p'.q, 
e determinate  il  luogo  del  punto  M.  (fig.  186J 

15.  — Sostituite  nell’enunciato  precedente  alla  retta  CD 
una  circonferenza,  e cercate  il  luogo  del  punto  M. 

16.  — Due  rette  parallele  OA,  BE  e la  perpendicolare  OB 
essendo  date,  prendete  OA  = OB,  conducete  pel  punto  O 
una  secante  qualunque  OD,  prendete  OC  = DB  c cercate  il 
luogo  del  punto  M d’incontro  delle  rette  DO,  AC.{pg.  187.) 

17.  — Trovare  il  luogo  dei  mezzi  delle  corde  intercetle 
da  un  cerchio  dato  sulle  secanti  condotte  per  un  punto  dato. 

18.  — Trovare  il  luogo  di  punti  tali  che  i piedi  delie 
perpendicolari  condotte  da  ciascuno  di  essi  sui  lati  di  un 
triangolo  dato  siano  in  linea  retta. 

19.  — Dati  un  cerchio  BO  e un  diametro  AC,  condu- 
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cele  un  raggio  qualunque  OC,  tirale  CD  perpendicolare  ad  AB 
e prendete  OM  = CD.  Quale  sarà  il  luogo  del  punto  M? 
(fig.  188.; 

20.  — La  slessa  fiijura.  Prendete  OM  = OD.  Quale  sarà 
il  luogo  del  punto  M? 

21.  — Se,  per  costruire  il  quadralo  ABCD  si  danno  so- 
lamente i tre  lati  AB,  BC,  CD,  e la  diagonale  AC,  il  qua- 
drilatero è indeterminato  ; 1°  qual’  è allora  il  luogo  del 
quarto  vertice  D?  2°  qual’  è il  luogo  del  mezzo  della  diago- 
nale BD?  qual’ è il  luogo  del  mezzo  della  retta  che  unisce  i 
mezzi  delle  diagonali  ? 
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PItOPaiETÀ  HKTMCHE  DKt,Le  FlCiVRE. 


CAPlTOIiO  1. 

Misura  delle  superficie  piane. 


Si  chiama  area  di  una  figura  la  misura  della  sua 
estensione. 

L’ altezza  d’  un  triangolo  ABC  è la  perpendicolare 
AD  condotta  da  un  vertice  A alla  direzione  del  lato 
opposto  BC  preso  per  base.  (fig.  i91.) 

Il  trapezio  AC  ha  per  .6a«  i suoi  due  Iati  paralleli 
AB,  CD,  e per  altezza  la  perpendicolare  EF  che  misura 
la  distanza  delle  sue  basi.  (ftg.  i92.) 

L’ altezza  di  un  parallelogrammo  AC  è la  perpen- 
dicolare EF,  che  misura  la  distanza  dei  due  Iati  opposti 
AB , CD  che  si  prendono  per  basi  del  parallelogrammo. 
(fig.  193.) 


VEOREHA.  1. 

Il  rapporto  di  due  rettangoli  AC,  AE  che  hanno 
la  stessa  altezza  AB  è uguale  a quello  delle  loro  basi 
BC,  BE. 

1°.  Suppongo  in  prima  le  basi  commensurabili  e la 
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loro  massima  comune  misura  BG  (fig.  194)  contenula  5 
volte  in  BC,  3 volte  in  BE,  di  maniera  che 

Bc  : be:  :5 : 3. 

Per  i punti  di  divisione  delle  basi  conduco  delle 
perpendicolari  a BC;  queste  lineo  dividono  il  rettan- 
golo AC  in  5 rettangoli  eguali  ad  ABGK  perchè  hanno 
basi  ed  altezze  eguali.  Il  rettangolo  AE  contenendo 
3 volte  ABGK,  si  ha 

reti.  AC  : relt.  AE  ! ; 5 : 3, 


c per  conseguenza 

rett.  AC  : rett.  AE  | : BC  BE. 


2°.  Se  le  basi  sono  incommensurabili,  divido  una  di 
esse,BE  per  esempio  (fìg.  1 95),  in  10  parli  eguali,  e suppongo 

1 

BC  maggiore  di  16  volte  ma  minore  di  17  volte  — di  BE; 

. BC  . , 16  17  ^ 

il  rapporto  — e compreso  tra  tk  ^ Conducendo 
BE  IO  IO 

per  i punti  di  divisione  di  BC  delle  perpendicolari  a 
questa  base,  divido  il  rettangolo  AE  in  10  parti  egua- 
li; poiché  il  rettangolo  AC  contiene  16  volte  il  decimo 
del  rettangolo  AE  con  un  resto  minore  di  questo  de- 

, rett.  AC  . ,16  17 

cimo,  il  rapporto  — . . -,  „ e compreso  tra  _ e — ; 

reti.  AE  10  10 

, . reti.  AC  BC  , , , 

dunque  i rapporti  — , — contengono  lo  stesso 

relt.  AE  BE 

numero  di  decimi. 


Similmente  si  proverebbe  che  essi  contengono  lo 
stesso  numero  d’  unità  decimali  di  un  ordine  qualun- 
que; dunque  questi  rapporti  sono  eguali. 
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TEOREMA  n. 

Il  rapporto  di  due  rettangoli  qualunque  è uguale 
al  prodotto  dei  rapporti  delle  basi  e delle  altezze. 
(f,g.  196.) 

Siano  R,  R'  due  rettangoli,  a,  a'  le  loro  altezze, 
b,  V le  loro  basi.  Formo  un  rettangolo  R"  avente  1’  al- 
tezza a del  primo  e la  base  h'  del  secondo.  I due  ret- 
tangoli R,  R"  hanno  la  stessa  altezza,  dunque 

IL—  È. 

il"  ” b'  ■ 

I due  rettangoli  R",  R'  le  cui  basi  sono  eguali 
danno  anche  : 

a 

Moltiplico  queste  due  eguaglianze  membro  a membro  e 
trovo  : 

Corollario.  — Supponendo 
a=  r,  5,  b=  3™,  2,  a'^l",  2,  b'=T,  4, 
si  ha: 

R _ 1,5  ^^3,2  _ 15X  32  _ 5 
IV ■“  1,2^''2,  4~  12X2‘^~  3* 

3 

Dunque  il  rettangolo  R'  è uguale  ai  - di  R. 

o 
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TEOREHA  lU. 

V arca  d' un  rettangolo  è uguale  al  prodotto  della 
sua  base  per  la  sua  altezza,  se  si  prende  per  unità  di 
superficie  il  quadrato  fatto  sull'unità  lineare,  (fg.  197.) 

Poiché  il  melro  è 1’  unità  lineare,  se  si  conviene  di 
prendere  per  unità  di  superficie  il  quadrato  fatto  sul 
metro,  la  misura  di  un  rettangolo  è uguale  al  rapporto 
di  questo  rettangolo  al  melro  quadralo. 

Sia  R un  rettangolo  avente  b per  base  e a per  al- 
tezza; se  s’indica  con  Q il  quadrato  fallo  sull’unità 
lineare  m,  il  teorema  precedente  dà  l’eguaglianza: 

-=r  - V - 

Q m m' 

Ma  i rapporti  , A rappresentano  le  misure 

Q m m 

del  rettangolo,  della  sua  altezza  e della  sua  base  ; dunque 
il  numero  astratto  che  esprime  l’ area  d’  un  rettangolo 
è uguale  al  prodotto  dei  numeri  astratti  che  esprimono 
la  sua  altezza  e la  sua  base.  Lo  che  si  enuncia  in  modo 
abbreviato,  dicendo  che  un  rettangolo  è uguale  al  pro- 
dotto della  sua  altezza  per  la  sua  base. 

Corollario.  — L’area  di  un  quadrato  è uguale  al 
prodotto  delia  sua  altezza  per  la  sua  base,  cioè  alla  se- 
conda potenza  del  suo  lato. 

Scolio  I. — La  base  e l’altezza  di  un  rettangolo 
hanno  ricevuto  il  nome  di  dimensioni  della  sua  super- 
ficie. 

Scolio  II. — Si  chiama  rettangolo  di  due  linee  A e B 
il  prodotto  dei  due  numeri  che  esprimono  le  lunghezze 
di  queste  linee  riferite  all’  unità  lineare; — quadrato  di 
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una  linea  A il  quadrato  del  numero  che  esprime  la  lun- 
ghezza di  A. 


TEOREMA.  IV. 


L' area  di  un  parallelogrammo  è uguale  al  pro- 
dotto della  sua  base  per  la  sua  altezza,  (fig.  i98.) 

Per  le  estremità  A e B della  base  AB  del  parallelo- 
grammo  AC,  conduco  delle  perpendicolari  a questa  linea 
sino  all’incontro  di  DC.  I triangoli  rettangoli  BCE,  ADF 
sono  eguali  perche  hanno  l’ ipotenusa  ed  un  lato  ri- 
spettivamente eguali.  Se  li  tolgo  successivamente  dal 
quadrilatero  ABCF,  il  parallelogrammo  AC  e il  rettan- 
golo .AE  che  trovo  per  resti  sono  equivalenti. 

Ma  il  rettangolo  ha  per  misura  AB  X BE  ; dunque 
l’ area  del  parallelogrammo  è anche  uguale  ad  ABX^Ei 
cioè  al  prodotto  della  sua  base  per  la  sua  altezza, 

X^OROLLARio.  — Due  parallelogrammi  che  hanno  le 
basi  eguali  stanno  tra  loro  come  le  respettive  altezze;  — 
se  le  altezze  sono  eguali,  questi  parallelogrammi  stanno 
tra  loro  come  le  respettive  basi. 


TEOREM.A  V. 

L’  arca  di  un  triangolo  è uguale  alla  metà  del 
prodotto  della  sua  base  per  la  sua  altezza,  (fìg.  199.) 

Sia  ABC  il  triangolo  dato  ; conduco  AD  parallela  a 
BC  e CD  parallela  ad  AB.  I triangoli  ABC,  ACD  sono  egua- 
li, perchè  hanno  i tre  lati  rispettivamente  eguali  ; quindi 
il  triangolo  ABC  è equivalente  alla  metà  del  parallelo- 
grammo  Bl),  la  cui  base  ed  altezza  sono  le  medesime 
di  quelle  del  triangolo;  ma  il  parallelogrammo  ha  per 
misura  BCXAE;  dunque  l’area  del  triangolo  ABC  è 
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uguale  alla  metà  di  BC  ><  AE,  cioè  alla  metà  del  pro- 
dotto della  sua  base  per  la  sua  altezza. 

Scolio.  — Due  triangoli  che  hanno  basi  eguali 
stanno  tra  loro  come  le  respettive  altezze;  — se  le  al- 
tezze sono  eguali,  questi  triangoli  stanno  tra  loro  come 
le  respettive  basi. 


TEOREMA.  TT. 

L’  area  di  un  trapezio  ÀBCD  è uguale  al  prodotto 
della  sua  altezza  AE  per  la  semisomma  delle  sue  basi,  AB, 
CD.  (fig.  SOO.) 

Prolungo  la  base  DC  per  una  lunghezza  CF  eguale 
ad  AB,  ed  unisco  il  punto  A col  punto  F.  I triangoli 
ABG,  CGF  sono  eguali  perchè  hanno  un  lato  eguale  adia- 
cente a due  angoli  rispettivamente  eguali;  se  dunque  li 
tolgo  successivamente  dalla  figura  intera  ABGFD,il  trape- 
zio .ABCD  ed  il  triangolo  ADF  che  ottengo  per  resti  sono 

i 

equivalenti.  Ma  il  triangolo  ha  per  misura  AEXì>DF; 

1 

dunque  l’area  del  trapezio  e anche  eguale  ad  AEXy  DF, 

£à 

cioè  al  prodotto  della  sua  altezza  per  la  semi  somma 
delle  sue  basi  DC,  AB. 

Corollario.  — 11  trapezio  ha  anche  per  misura  il 
prodotto  della  sua  altezza  AE  per  la  retta  Gii  che  unisce 
i mezzi  dei  suoi  lati  non  paralleli. 

TEOREMA  TTI. 

Misurare  la  superficie  di  un  poligono  qualunque, 
(fig.  201.) 

Per  valutare  1’  area  di  un  poligono  si  decompone 
in  triangoli,  unendo  un  punto  qualunque  0 dell’interno 
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a tulli  i vertici.  Si  calcolano  le  aree  di  questi  triangoli 
e se  ne  fa  la  somma. 

Si  può  anche  procedere  in  un  altro  modo.  Conduco 
la  diagonale  più  lunga  RC  (fìg.  202)  del  poligono  che 
si  vuol  valutare  ABCDIIKL  e dai  vertici  esterni  a questa 
retta  tiro  delle  perpendicolari  sulla  sua  direzione.  Queste 
perpendicolari  decompongono  la  figura  in  triangoli  ret- 
tangoli e in  trapezi.  Si  calcolano  le  aree  di  queste  figure 
parziali  e se  ne  fa  la  somma. 

Corollario.  — Se  il  poligono  è regolare  e se, 
usando  il  primo  metodo,  si  prende  il  centro  per  vertice 
dei  triangoli,  ciascuno  di  essi  ha  perVltezza  il  raggio 
del  cerchio  iscritto  e per  base  un  lato  del  poligono. 
Dunque  l’ area  del  poligono  regolare  è ^V4le  al  pro- 
dotto del  suo  perimetro  per  la  metà  del  raggio  del 
cerchio  iscritto. 


TEOBEMA.  t'ill. 


Il  rapporto  di  due  triangoli  ABC,  DEF  che  hanno 
gli  angoli  A e D uguali.,  pareggia  quello  dei  prodotti 
dei  lati  di  ciascuno  di  questi  angoli,  (fig.  203.) 

Si  conduca  la  retta  BG  perpendicolare  ad  AC  e la 
retta  EH  perpendicolare  a DF;  ciascuno  dei  triangoli 
ABC,  DEF  avendo  per  misura  la  metà  del  prodotto  della 
sua  base  per  la  sua  altezza,  si  ha: 

ABC  _ AC  X BG  _ AC  BG 
DEF  ~ DF  XEII  ~ DF  ^ EH  ’ 

I triangoli  rettangoli  ABG,  DEH  sono  equiangoli  e 
danno: 


BG_  AB 
EH  ~ DE  *’ 
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.ADC_  ACXAB 
DEI- ~ DFX1>E  ' 


Corollario  1.  — Il  rapporto  di  due  triangoli  si- 
mili (fig.  20f)  ABC,  DEE  è uguale  a quello  dei  qua- 
drati dei  lati  omologhi  AB,  DE. 

Infatti,  dall’eguaglianza  degli  angoli  A e D e dalla 
proporzionalità  dei  loro  lati,  risulta: 

ABC  _ AB  X AC 
DEE  ~ DE  X DE 

DE  ~ DE  ’ 


dunque 


ABC_  AB* 

DEE~  iW 

Corollario  II."  — Il  quadrato  fatto  sull'  ipotenusa 
d’ un  triangolo  rettangolo  è uguale  alla  somma  dei  qua- 
drati fatti  sopra  i cateti,  (fg.  205.) 

Dal  vertice  A dell’  angolo  retto  del  triangolo  rettan- 
golo ABC  conduciamo  la  perpendicolare  AD  sull’  ipotc- 
nusa; i tre  triangoli  rettangoli  ABC,  ABD,  ADC  sono 
equiangoli  e quindi  simili;  laonde  avremo 

ABC  : ABD  : ADC  *.  : Bc*  : ba*  : ac*; 

ma  il  triangolo  ABC  è uguale  alla  somma  dei  due  trian- 
goli ABD,  ADC,  quindi 

BC*  = BA*  AC*. 
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VEORCMA.  IX. 

Il  rapporto  dei  perimetri  di  due  poligoni  simili 
è uguale  a quello  di  due  lati  omologhi,  e il  rapporto 
delle  loro  superficie  è uguale  a quello  dei  quadrati  di 
questi  lati.  (fìg.  S06.) 

1“.  Dalla  simiglianza  dei  poligoni  .4BGDE,  FGIIKL 
si  deduce: 

AB_BC_CD_  _ AB  + BC-f-CD-^- . . 

FG~  GII~  HK~ ~FG  + GII4-IIK+  . 

dunque  il  rapporto  dei  perimetri  è uguale  a quello  di 
due  Iati  omologhi. 

2®.  Conduciamo  per  due  vertici  omologhi  A e F le 
diagonali  in  ciascuno  dei  poligoni.  I triangoli  ABC,  ACD, 
ADE  essendo  rispettivamente  simili  ai  triangoli  FGH, 
FHK,  FKL,  abbiamo  le  seguenti  eguaglianze: 

ABC  _ AC* 

FG1I~  FU*’ 

ACD  _ AC*_  AD* 

FI1K~  FlP“  FK*' 


ADE__  AD* 

FKL  ~ FK*  ’ 

Poiché  i rapporti  precedenti  sono  eguali  due  a due, 
ne  risulta 

ABC_  ACD_  ADE_  ABC ACD -f- ADE 
FGII~  FHK~  FKL~  FGII  -i-  FHK FKL  ’ 

dunque  il  rapporto  dei  poligoni  ABCDE,  FGHKL  è uguale 
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a quello  dei  due  Iriaugoli  simili  ABC,  FGH,  cioè  a quello 
dei  quadrati  di  due  lati  omologhi  AB,  FG. 

Corollario  I.  — I perimetri  di  due  poligoni  regolari 
simili  stanno  fra  loro  come  i raggi  dei  cerchi  iscritto 
e circoscritto;  e le  loro  superficie  come  i quadrati  di 
questi  raggi,  (fìg.  S07.) 

Siano  AB,  ab  i lati  di  due  poligoni  simili,  e C,  c i 
loro  centri;  i due  triangoli  ABC,  abc  sono  equiangoli  c 
per  conseguenza  simili.  Lo  stesso  vale  pe’  triangoli  ret- 
tangoli ADC,  adc;  dunque,  indicando  con  P e ^ i peri- 
metri  e con  S e 5 le  superficie  dei  poligoni  AB,  ab, 
si  ha  : 


P_  ^ 

p ab  no  cd  ’ 

S_  C^ 

s ab*  ac*  crf*' 

Corollario  II.*  — La  figura  descritta  sull’  ipote- 
nusa di  un  triangolo  rettangolo  è uguale  alla  somma 
delle  figure  simili  e similmente  descritte  sopra  gli  altri 
due  lati. 

Questa  proposizione  è conseguenza  evidente  del  teo- 
rema IX  e del  corollario  II  del  teorema  precedente. 


CAP1T01.0  U. 

Relazioni  tra  I lati  di  nn  triangolo. 

Lkmma  I.  — Il  quadrato  della  somma  di  due 
linee  rette  è uguale  alla  somma  dei  quadrati  di  que- 
ste linee  aumentata  di  due  volte  il  loro  rettangolo, 
(fig.  m.) 
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Sulla  retta  AC,  eguale ‘alla  somma  delle  rette  AB, 
BC,  costruisco  un  quadrato  AD;  prendo  sul  lato  AE  la 
retta  AF  eguale  ad  AB  e conduco  FG  parallela  ad  AC, 
BK  parallela  ad  AE.  Queste  due  linee  decompongono  il 
quadrato  AD  in  quattro  parti:  la  prima  ABIIF  è il  qua- 
drato di  AB,  la  seconda  GDKII  è il  quadrato  di  BC,  e le 
altre  due  BCGII,  EFIIK  sono  rettangoli  aventi  per  di- 
mensioni linee  eguali  ad  AB  e a BC;  dunque 

(AB-f-BC)’=:  AB’-^-BC*-^2ABXBC. 


Corollario.  — Se  le  rette  AB,  BC  sono  eguali, 
si  ha  : 


AC*  = 4 AB*. 


Lemma  II.  — Il  quadrato  della  differenza  di  due 
linee  rette  è uguale  alla  somìna  dei  quadrati  di  que- 
ste linee,  dimimiita  dt  due'Uolte  il  lorq  rettangolo. 

((tg.-m.r  • 

Sia  AC  la  differenza  delle  due  rette  AB , BC.  So- 
pra AB  e sopra  BC  costruisco  i quadrati  ABDE,  BCGF; 
prendo  sopra  AE  la  retta  AL  eguale  ad  AC  e prolungo 
GC  sino  all’  incontro  di  LH,  parallela  ad  AB.  La  s'omma 
dei  quadrati  di  AB  e di  BC  è -decompósta  in  tre  parti: 
La  prima  AClvL  è il  quadrato  di  AC,  e le  altre  due  GKIIF, 
DELI!  sono  rettangoli  aventi  p^r  dimensioni  linee  eguali 
ad  AB  e a BC;  dunque 

(AB  — BC)*  = AB*  -4-  BC*  — 2 AB  X BC. 

Lemma  III.  — La  differenza  di  due  quadrati  è 
uguale  al  rettangolo.della  somma  e della  differenza  dei 
lati  dei  due  quadrati,  (fig.  210.) 

Sieno  ABCD,  CEFG  due  quadrati;  prolungo  EF  sino 
all’  incontro  di  AD  e AB  per  una  quantità  BK  eguale 
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a GF.  I due  rettangoli  BELK,  DGFH  sono  eguali,  perchè 
hanno  basi  eguali  ed  altezze  eguali;  dunque  il  rettan- 
golo AKLH  è equivalente  al  poligono  ABEFGD,  diffe- 
renza dei  due  quadrati  dati,  e si  ha  : 

AB*-BK*=  (AB-^BK)X(AB  — BK). 

TEOnEHA  1. 

Il  quadrato  del  lato  opposto  all’  angolo  retto  di 
un  triangolo  rettangolo  è uguale  alla  somma  dei  qua- 
drati degli  altri  due  lati.  ((ig.  211.) 

Costruisco  un  quadrato  sopra  ciascuno  dei  lati  del 
triangolo  rettangolo  ABC  e conduco  dal  vertice  dell’  an- 
golo retto  BAC  la  retta  AM  perpendicolare  all’  ipote- 
nusa BC.  La  linea  AM  divide  il  quadrato  BK  fatto  sul- 
l’ ipotenusa  in  due  rettangoli  BM,  CM  rispettivamente 
equivalenti  ai  quadrati  AE,  AF,  fatti  sui  lati  dell’angolo 
retto. 

Infatti  prolungo  le  rette  AM,  BH  sino  all’incontro 
di  ED;  i due  triangoli  rettangoli  ABC,  EBO  sono  eguali, 
perchè  il  lato  AB  è uguale  ad  E3  e l’ angolo  ABC  eguale 
ad  EBO;  dunque  le  ipotenuse  BC,  BO  sono  eguali,  Il 
rettangolo  BM  e il  parallelogrammo  ASON,  sono  equi- 
valenti, perchè  hanno  basi  eguali  BII,  BO  e la  stessa  al- 
tezza BL;  ma  il  parallelogrammo  AO  è equivalente  al 
quadrato  AE,  perchè  hanno  la  stessa  base  AB  e la  stessa 
altezza  AD;  dunque  il  rettangolo  BM  e il  quadrato  AE 
sono  equivalenti. 

Similmente  si  dimostrerebbe  l’ equivalenza  del  ret- 
tangolo CM  e del  quadrato  AF;  dunque  si  ha: 

= AB*  -4-  . 

Altra  dimostrazione.  Conduciamo  (fig.  212)  dal  vtir- 
tice  A dell’angolo  retto  la  perpendicolare  AM  all’ ipote- 
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ausa;  il  prolungamento  MN  di  questa  retta  divide  il 
quadrato  BGDE  in  due  rettangoli  BENM,  GDNM,  equiva- 
lenti rispettivamente  ai  quadrati  ABFG,  ÀGHK.  Infatti 
r area  del  rettangolo  BENM  è il  doppio  di  quella  del 
triangolo  ABE,  perchè  hanno  la  stessa  base  BE  ed  al- 
tezze uguali.  Parimente  l’area  del  quadrato  ABFG  è 
doppia  di  quella  del  triangolo  GBF,  perchè  hanno  la 
stessa  base  BF  e la  stessa  altezza.  Ma  i triangoli  ABE, 
GBF  sono  eguali  come  aventi  il  lato  AB=  FB,  il  Iato 
BE=  BG  e l’angolo  FBG  = ABE  perchè  entrambi  pa- 
reggiano un  angolo  retto  più  l’angolo  ABG;  dunque  il 
rettangolo  BENM  è equivalente  al  quadrato  ABFG.  Un 
ragionamento  analogo  proverebbe  che  il  rettangolo 
GDNM  è equivalente  al  quadrato  AGHK  ; per  conseguenza 
il  quadrato  BGDE  fatto  sull’  ipotenusa  BG  è equivalente 
alla  somma  dei  quadrati  ABFG,  AGHK  fatti  sugli  altri 
due  Iati  AB,  AG. 

Gorollario  I. — Il  quadrato  ABGD  (fig.  2i3)  è equi- 
valente alla  metà  del  quadrato  della  sua  diagonale  AG. 

Infatti  il  triangolo  rettangolo  ABG  dà  : 

AG*=AB*-hBG*=2AB*. 

Da  quest’  eguaglianza  risulta  la  proporzione: 

AG’  : AB*:  :2 : 1, 

da  cui 

ac:ab::v/2:i; 

dunque  il  rapporto  della  diagonale  al  lato  del  quadrato 
è incommensurabile. 

Gorollario  II.  — / quadrati  fatti  sui  due  lati  del- 
V angolo  retto  del  triangolo  rettangolo  ABG  sono  pro- 
porzionali alle  proiezioni  di  questi  lati  sull'  ipotenusa. 

Infatti  il  rapporto  dei  quadrati  ABFG,  AGHK  è lo 
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stesso  di  quello  dei  rettangoli  BCNM,  CDNM,  ai  quali 
essi  SODO  equivalenti;  per  conseguenza,  è uguale  al  rap- 
porto delle  basi  BM,  CM  di  questi  rettangoli  che  hanno 
la  stessa  altezza  MiN. 

Corollario  111.  — / quadrati  fatti  sull’  ipotenusa  c 
sopra  uno  dei  lati  dell’  angolo  retto  del  triangolo  ret- 
tangolo BC,  sono  proporzionali  all’  ipotenusa  e alla 
proiezione  del  lato  dell’  angolo  retto  sull’  ipotenusa. 

Il  rapporto  dei  quadrati  BCDE,  ABFG  è lo  stesso  di 
quello  del  quadrato  BCDE  e del  rettangolo  BENM;  per 
conseguenza  è uguale  al  rapporto  delle  basi  BC  e BM  di 
questi  rettangoli  che  hanno  la  stessa  altezza  BE. 

TEOBEHA.  D. 

Il  quadrato  del  lato  AB  opposto  all’  angolo  acuto  C 
del  triangolo  ABC,  è uguale  alla  somma  dei  quadrati 
degli  altri  due  lati  AC,  BC  del  triangolo,  diminuita  di 
due  volte  il  rettangolo  di  uno  di  questi  lati  per  la 
proiezione  del  secondo  sul  primo,  (fig.  2i4.) 

Sia  BD  perpendicolare  ad  AC;  nel  triangolo  ABD 
si  ha; 

AB*=  BD*-+-AD*. 

Ma 


AD*  = (AC  — CD)*=  AC*  -f-  CD*  — 2AC  X CD; 
dunque 

AB*  = AC*  -h  CD*  BD*  — 2 AC  XCD. 

Dal  triangolo  rettangolo  BCD  si  ha  altresì: 
CD*-f-BD*r=  BC*; 
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dunque 

AB’  = AC’  + BC’  — 2 AC  X CD. 

Altra  dimostrazione.  — Sia  (fig.  215)  BAC  un  trian- 
golo nel  quale  il  lato  BA  è opposto  all’angolo  acuto  BCA. 
Costruisco  un  quadrato  sopra  ciascuno  dei  lati  di  questo 
triangolo,  e dai  vertici  A,  B,  C conduco  le  perpendico- 
lari AS,  BP,  CN  sui  lati  opposti  ; queste  rette  dividono 
i tre  quadrati  in  sei  rettangoli  che  sono  equivalenti  due 
a due,  cioè  quelli  posti  sui  lati  di  uno  stesso  angolo. 
Consideriamo  i due  rettangoli  AENM,  AFPD.  Il  primo  è 
doppio  del  triangolo  CAE,  perchè  hanno  la  stessa  base 
AE  ed  eguale  altezza;  il  rettangolo  AFPD  è doppio  del 
triangolo  FAB  per  la  stessa  ragione  ; ma  questi  due 
triangoli  sono  equivalenti,  dunque  il  rettangolo  AENM 
è equivalente  al  rettangolo  AFPD.  Similmente  si  prove- 
rebbe che  il  rettangolo  MBON  è equivalente  al  rettan- 
golo RSIIB,  e il  rettangolo  CRSK  al  rettangolo  CDPG. 
Per  conseguenza,  il  quadrato  ABOE  è equivalente  alla 
somma  dei  rettangoli  AFPD,  BRSII,  ovvero  a quella  dei 
quadrati  CAFG,  CBIIK  diminuita  dei  due  rettangoli  eguali 
CDPG,  CRSK.  Ma  il  rettangolo  CDPG  ha  per  misura  il 
prodotto  CG  X CD  = AC  X CD  ; dunque 

AB’=:  BC*-+- AC’  — 2ACXCD. 

È evidente  che  CD  è la  projezione  del  lato  BC  del- 
l’ angolo  acuto  ACB  sull’  altro  lato  AC  di  quest’  angolo. 

TEOBEHA  m. 


I II  quadrato  del  lato  AB,  opposto  all’  angolo  ot- 
I tuso  C del  triangolo  ABC,  è uguale  alla  somma  dei 
quadrati  dei  due  altri  lati  AC,  BC  del  triangolo,  au- 
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mentala  di  due  volte  il  rettangolo  di  uno  di  questi  lati 
per  la  proiezione  del  secondo  sul  primo,  (fig.  216.) 

Sia  BD  perpendicolare  ad  AC.  Il  triangolo  rettan- 
golo ABD  dà: 

AB*=  BD’  + AD*. 

Ma 

AD*  = (AC ^C)*  = AC*  + DC*H-^AC  X DC  ; 
dunque 

AB*  = AC* ~h  2 AC  X DC , 

ovvero 

AB*  = AC*  +^*  + 2AC  X PC, 
poiché  si  ha 

BC*=  DC’  + BD*.  ‘ 

Altra  dimostrazione.  — Sia  (fig.  217)  ABC  un  trian- 
golo nel  quale  il  lato  BA  è opposto  all’angolo  ottuso  ACB. 
Sopra  ciascuno  dei  lati  di  questo  triangolo  costruisco  un 
quadrato,  e dico  che  il  quadrato  BAEO  fatto  sul  lato  BA 
è equivalente  alla  somma  dei  quadrati  CAFG,  CBHK,  fatti 
sugli  altri  due  lati  AC,  BC,  aumentata  di  due  volte  il 
rettangolo  avente  per  dimensioni  il  lato  AC  e la  proje- 
zione  del  lato  BC  sopra  AC. 

Dai  vertici  del  triangolo  ABC  conduco  le  perpendi- 
colari AS,  BP,  CN  ai  lati  opposti;  queste  rette  dividono 
i tre  quadrati  in  sei  rettangoli.  Come  nel  teorema  prece- 
dente dimostrerò  che  due  rettangoli  consecutivi  costruiti 
sui  Iati  d’  uno  stesso  angolo  o sui  loro  prolungamenti 
sono  equivalenti;  per  conseguenza  il  quadrato  ABOG  è 
equivalente  alla  somma  dei  rettangoli  AFPD,  BHSR,  o a 
quella  dei  quadrati  CAFG,  CBHK  aumentata  dei  due 


Digitized  by  Google 


150 


GEOMETRIA  PIANA. 


rettangoli  eguali  CGPD,  CKSR.  Ma  il  rettangolo  CGPD 
ha  per  misura  il  prodotto  CGX  CD  ovvero  ACXCD;  si 
ha  dunque 

AB*  = GB*  AG*  + 2AG  X CD 

La  retta  GD  è la  projezione  del  lato  BG  dell’  angolo 
ottuso  sull’  altro  lato  AG  di  quest’  angolo. 

Scolio.  — Dai  tre  teoremi  precedenti  risulta  che 
un  angolo  d' un  triangolo  non  può  essere  acuto,  retto, 

0 ottuso  senza  che  il  quadrato  del  lato  opposto  non  sia 
minore  della  somma  dei  quadrati  degli  altri  due  lati, 
eguale  a questa  somma,  o maggiore. 

Se  le  misure  dei  tre  lati  d’un  triangolo  sono  dati, 

1 teoremi  precedenti  servono  per  calcolare  la  projezione 
d’  un  lato  sopra  uno  degli  altri  due,  e per  conseguenza, 
la  perpendicolare  condotta  da  un  vertice  sul  lato  oppo- 
sto. Per  esempio,  sia  proposto  di  calcolare  l’altezza  BD 
del  triangolo  ABG,  nel  quale  si  ha  AB  = 4 metri,  BG  = 
3 metri  e AG  = 2 metri.  Osservo  innanzi  tutto  che  l’ an- 
golo AGB  opposto  ad  AB  è ottuso,  perchè  il  quadralo 
di  AB,  0 16,  è maggiore  della  somma  dei  quadrati  di 
BG,  AG,  0 9-1-4.  Si  ha  dunque  l’eguaglianza 

AB*  = BG* AG* -f- 2 AG . GD, 

cioè 

16  = 9-^-4-^4.GD; 

da  cui 

GDiriiO^TS. 

Il  triangolo  rettangolo  BGD  dà 

BD*  = BG*  — GD* 

ovvero 

BD*=:8,43  75, 
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da  cui 

BD=2'",  904 

a meno  di  un  semimillimetro. 

TEOREMA  IV. 

Calcolare  V area  d' un  triangolo  i cui  tre  lati  sono 
dati  (fig.  218.) 

Siano  a,  b,  c ì lati  del  triangolo  dato  e a<^b<^c. 
L’angolo  opposto  al  lato  a è acuto;  dunque,  indicando 
con  X la  projezione  del  Iato  b sopra  c,  si  ha  l’ egua- 
glianza : 

a'=  b'-hc'  — 2c.  X, 

da  cui 

2c.ar  = b'-hc*  — a* , 

x= ^ . 

2 c 

Sìa  h la  perpendicolare  condotta  dall’estremità  di  b 
sopra  c ; si  ha  : 

= b'  — x^  = {b  x)  {b  — x)\ 

dunque 

f^bc-hh' ~\-c' —d^\  (2.bc  — 6*  — 

* = V Tc A Tc )' 

ovvero 

e finalmente, 

(6-»-c-+-a)(6-hc  — a)  (a-r-fc  — c)(o-f-c  — 6) 

li  — ■ j • 

4 c 
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c yc  h 

Ma  r area  del  triangolo  è uguale  a ■ ^ : dunque 

Ji 

S = V^(6-t-c-M-a){6-i-c— o)^(a-i-6  — c)(o-i-c — b), 

A quest’  espressione  dell’  area  d’  un  triangolo  pos- 
siamo dare  una  forma  più  semplice,  introducendovi  il 
perimetro  del  triangolo.  Infatti  sia  : 

a-h  b-hc=  2/j; 

se  ne  deduce: 

a-f-6  — c=^(p  — c) 
a-hc  — b=2(p  — b) 
b-hc  — a='2{p  — a) 

dunque 

S=  V/TÌP  — a)  ÌP-~b){p-^f. 

Laonde  si  ha  la  regola  : Fate  la  semisomma  dei  tre 
lati  del  triangolo,  diminuitela  successivamente  di  cia- 
scuno dei  lati;  calcolate  il  prodotto  di  queste  tre  dif- 
ferenze e del  semiperimetro  e prendete  la  radice  qua- 
drata di  tale  prodotto.  Questa  radice  è uguale  all’  area 
del  triangolo. 

Esempio.*  Si  abbia  a=r  2T",13;  b—  c~ 

avremo  2p  = Be'", 51,  p = 1»3“255,  p — a~ 
1G’",125,  p — b=  24’", 015,  p — c = 3’",!  15. 

Facendo  uso  dei  logaritmi  si  ha 

log.  p — 1,6360363 
log.  {p  — a)=  1,2074997 
log.  ip  — b)=  1,3804826 
log.  (j?  — c)  = 0,4934581 

4,7174767 
log.  S = 2,3587383 

S = 228,4170 
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Quindi  l’area  del  triangolo  sarà,  a meno  di  un  die- 
cimillesimo di  metro  quadrato,  o a meno  di  un  centi- 
metro  quadrato,  228"’V»170. 

Corollario.  — Se  il  triangolo  è equilatero,  si  ha: 

c = b = a,  p=  — ep  — a=  - dunque  S — 


TEOREHA.  T. 

La  somma  dei  quadrati  di  due  lati  d’ un  trian- 
golo è uguale  a due  volte  la  somma  dei  quadrati  della 
metà  del  terzo  lato  e della  sua  mediana.  (/ìg.  219.) 

Sia  M il  mezzo  del  lato  AB  del  triangolo  ABC;  la 
mediana  CM  divide  questo  triangolo  in  due  altri  che 
hanno  al  punto  M due  angoli  supplementari  AMC,  BMC. 
Conduciamo  la  perpendicolare  CD  ad  AB;  il  triangolo 
ACM,  di  cui  l’angolo  CMA  è ottuso,  dà: 

AC*  =r=  CM*  + AM* -f-  2 AM  X MD  . 

Il  triangolo  BCM  di  cui  l’ angolo  CMB  è acuto  dà 
anche  : 

BC*  = CM*  + BM*  — 2 BM  X MD . 

Aggiungendo  quest’  eguaglianze  membro  a mem- 
bro, troveremo: 

AC*  H-  BC*  = 2 CM*  -h  2 AM* . 0) 

Corollario.  — Nei  triangoli  ABC  che  hanno  una 
base  comune  AB  e di  cui  la  somma  dei  quadrati  degli 

(')  Indichiamo  con  a,  h,  c\  Iati  del  triangolo  e con  m , ni.  ni'  le 
‘•re  mediane;  a\Temo 

3 
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altri  due  lati  è costante,  la  retta  GM  ha  anche  un  va- 
lore costante.  Dunque  il  luogo  dei  punti,  tali  che  la 
somma  dei  quadrati  delle  distanze  di  ciascuno  di  essi 
a due  punti  fissi  sia  costante,  è una  circonferenza  di 
cerchio  il  cui  centro  coincide  col  mezzo  della  distanza 
dei  due  punti  dati. 

Scolio.  — L’eguaglianza  precedente  serve  a calco- 
lare la  mediana  CM  quando  i tre  lati  del  triangolo  sono 
dati. 


TEOREMA.  TI. 

La  differenza  dei  quadrati  di  due  lati  d‘  un  trian- 
golo è uguale  a due  volte  il  rettangolo  del  terzo  lato 
per  la  proiezione  della  sua  mediana  sulla  sua  direzione, 
(fig.  219.) 

Infatti,  se  nel  triangolo  ABC  si  conduce  la  me- 
diana GM  e la  perpendicolare  GD  sul  lato  AB , si  ha  : 

AG*  = GM*  -^  AM*  -+-  2 AM  X MD, 

BG*  = GM*  H-  BM*  — 2BM  X MD. 

Sottraendo  quest’  eguaglianze  membro  a membro 
e riducendo,  si  trova,  poiché  AM  è uguale  a BM: 

AG*  — BG*=  4AMXMD, 

ovvero 

AG*  — BG*=  2ABXMD- 

Gorollario.  — Nei  triangoli  ABG  che  hanno  una 
base  comune  AB  e di  cui  la  diderenza  dei  quadrati  degli 
altri  due  lati  è costante,  MD  ha  anche  un  valore  co- 
stante. Dunque,  il  luogo  dei  punti,  tali  che  la  diffe- 
renza dei  quadrati  delle  distanze  di  ciascuno  di  essi 
a due  punti  fissi  sia  costante,  è una  retta  perpendico- 
lare a quella  che  passa  pei  punti  dati. 
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all’  altro,  ed  unite  l’ estremità  consecutive  di  questi  dia- 
metri. 11  quadrilatero  ABCD  è un  quadrato,  poiché  la 
circonferenza  è divisa  in  quattro  archi  eguali  dai  dia- 
metri perpendicolari. 

Il  triangolo  ABO  essendo  rettangolo,  si  ha: 
AB*=A0*-4-B0’=2A0‘; 

dunque  il  quadrato  iscritto  è il  doppio  del  quadrato 
del  raggio. 

Corollario.  — Dall’  eguaglianza  precedente  si  de- 
duce la  proporzione: 

ab:ao: 

che  serve  per  calcolare  uno  dei  termini  AB,  AO  quando 
r altro  è dato. 

Scolio.  — Dividendo  in  2,  4,  8,  16,  ec.,  parli 
eguali  ciascuno  degli  archi  sottesi  dai  lati  del  quadrato, 
s’iscrivono  i poligoni  regolari  di  8,  16,  32,  ec.,  lati. 

Problema  II.  — Iscrivere  un  esagono  regolare  in 
un  cerchio,  (fìg.  227.) 

Dico  che  il  lato  dell’esagono  regolare  iscritto  è 
uguale  al  raggio.  Infatti,  sia  AB  un  arco  la  cui  corda  è 
uguale  al  raggio  AO;  il  triangolo  ABO  è equilatero  e 
l’ angolo  AOB  è uguale  al  terzo  di  2 retti  o al  sesto  di 
4 retti.  Dunque  l’arco  AB  è la  sesta  parte  della  circon- 
ferenza. 

Corollario.  — Il  quadrato  del  lato  del  triangolo 
equilatero  iscritto  è uguale  al  triplo  del  quadrato  del 
raggio. 

Se  uniamo  i vertici  dell’esagono  iscritto  di  due  in 
due,  avremo  il  triangolo  equilatero  BDF.  Ma  il  triangolo 
rettangolo  ABD  dà: 

BD*  AD*  — AB*  = 4 AO*  — AO*, 
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dunque 

BD*=  3AO*, 

BD  : Ao  : : v/3 : 1 . 

Scolio.  — Dividendo  l’ arco  sotteso  dal  lato  del- 
l’ esagono,  in  2,  4,  8,  16  ec.,  parti  eguali,  s’iscrivono 
i poligoni  regolari  di  12,  24,  48,  ec.,  lati. 

Problema  III.  — Iscrivere  un  decagono  regolare 
in  un  cerchio,  (fìg.  228.) 

Il  lato  del  decagono  regolare  è uguale  al  segmento 
maggiore  OC  del  raggio  OB  diviso  dal  punto  G in  media 
ed  estrema  ragione.  Infatti,. sia  AB  una  corda  eguale 
ad  OC;  unisco  il  punto  À ai  punti  0 é G';  si  ha  per 
ipotesi  : 

Bo  : CO  : : co  : bc  , 

ovvero 

AO  : AB  : : co  : BC  ; 

dunque  la  retta  AC  divide  l’angolo  BAO  del  triangolo  OAB 
in  due  parti  eguali. 

La  stessa  proporzione 

BO  : AB  : : AB  : bc 

prova  che  i triangoli  OAB,  CAB  hanno  un  angolo  co- 
mune compreso  tra  lati  proporzionali  ; dunque  essi  sono 
equiangoli  e l’angolo  BAC,  metà  di  BAO,  è uguale 
ad  AOB.  Ciascuno  degli  angoli  BAO,  ABO  del  triangolo 
isoscele  OAB  essendo  il  doppio  di  AOB,  l’ angolo  al  cen- 
tro AOB  è contenuto  5 volte  in  2 retti  o 10  volte  in 
4 retti.  Dunque  l’ arco  AB  è uguale  al  decimo  della  cir- 
conferenza e la  sua  corda  è il  lato  del  decagono  rego- 
lare. 

Corollario.  — Se  R indica  il  raggio  del  cerchio. 
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Scolio.  — Si  ha  : 


s'-.'<5(s-s)-C) 

Problema  Vili.  — Dati  il  raggio  rei’  apotema  a 
di  un  poligono  regolare,  calcolare  il  raggio  r'  e V apo- 
tema a'  del  poligono  regolare  equivalente  at  poligono 
dato  e d' un  numero  doppio  di  lati.  ((ig.  234.) 

Siano  G il  centro  ed  AB  il  lato  del  poligono  dato  ; 


(*)  La  propositione  contenuta  in  questo  scolio,  cioè  che  la  differenza 
S'  — s'  tra  le  aree  dei  poligoni  iscritto  e circoscritto,  di  2n  lati,  è minore 
del  quarto  della  differenza  S — i tra  le  aree  dei  poligoni  iscritto  e circoscritto 
di  n lati,  può  dimostiarsi  geometricamente  nel  seguente  modo: 

Osservando  che  S'  — s’  e S — s sono  proporzionali  ad  ÀFG  e ADFK  ; 
basta  Tar  vedere  che  il  triangolo  AFG  c minore  del  quarto  del  trapezio  ADFK , 
ovvero  che  si  ha 

1 

FG  < - (DF  -t-  AK). 

4 


Sia  L il  punto  d’ incontro  della  bisettrice  CG  con  AK  ; avremo  FG  =; 
AG  = AL  = LF,  attesoché  AF  è la  bisettrice  dell’angolo  GAB.  La  disugua- 
glianza precederle  si  riduce  dunque  a 

i 

FG  < -(DG-1-  LK). 


Dalla  somiglianza  dei  due  triangoli  rettangoli  DAG , FLK  si  ha 

DG  AG  DG  GF 

— = — ovvero  — = . 

FL  LK  GF  LK 


Ma  la  media  per  quoziente  é sempre  minore  della  media  per  difierenaa, 
dunque  la  disuguaglianza  è dimostrata. 

Con  metodo  analogo  a quello  seguito  nella  nota  precedente , si  trova 


SUn  = 2 


Shu 

Sìn-i-Sn 


Indicando  con  pjt  il  rapporto  dell’  area  S4n  all’  area  Sjn , la  relazione 
precedente  si  può  scrivere  sotto  la  forma  : 


2 

Mk-t  + 1 


(T.) 
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si  ha;  AC=:r,  CD=:a.  Per  costruire  il  poligono  equi- 
valente al  poligono  dato  e d’  un  numero  doppio  di  lati, 
trasformo  il  triangolo  ACD,  metà  di  ACB,  in  un  trian- 
golo isoscele  GCE  che  gli  sia  equivalente.  Allora  GE  è 
il  lato  e C il  centro  del  poligono  richiesto;  dunque 
CE  = r',  CF=  a’. 

PoichlÈ  i triangoli  ACD,  GCE  sono  equivalenti  e 
ha]ju)0  un  angolo  comune,  si  ha  : 


dunque 


CE*=CAXCD; 
r'  = \/a.  r . 


I triangoli  rettangoli  AHD,  CFE  sono  equiangoli,  e 
danno  : 

CF  : DH  : : CE  : ah  , 

ovvero 

a'  la-t-r:  V‘ir(a-^r); 

dunque 

(«  + r)  r'  /a(g-4-r) 

\/2r(a-l-r)  V 2 

Scolio.  — Si  ha: 

r'-a’<i(r-a). 

Problema  IX.  — Dati  il  raggio  v e V apotema  a 
d’ un  poligono  regolare,  calcolare  il  raggio  f e V apo- 
tema a'  del  poligono  regolare  isoperimetro  d’ un  nu- 
mero doppio  di  lati.  (fìg.  235.) 

Siano  G il  centro  e AB  il  lato  del  poligono  dato; 
si  ha;  CA^r,  CG=  a.  Conducete  il  raggio  CD  per- 
pendicolare ad  AB  ed  unite  il  punto  D ai  punti  A e B. 
La  retta EF  che  passa  pei  mezzi  E,  F delle  corde  AD,  BD 
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è parallela  ad  AB  ed  eguale  alla  metà  di  questa  retta  : 
dunque  è il  lato  del  poligono  isoperimetro  d’ un  numero 
di  lati  doppio.  L’  angolo  ECF  essendo  la  metà  dell’  an- 
golo ÀCB,  il  punto  G è anche  il  centro  del  poligono  re- 
golare, e si  ha;  CE  = r',  CK  = a'. 

La  retta  EF  divide  DG  in  due  parti  eguali  ; dunque 

CD  -H  CG 

CK ^ , 

ovvero 

, r-4-a 


Il  triangolo  rettangolo  ECD  dà  anche 
CE*=CDXCK, 

ovvero 

r'^=r.a'; 

dunque 

r’=  \/r . a! . 

Scolio.  — Si  ha  : 


(')  Poiché  r a,  dal  valore  di  o’  si  deduce  a'  ■>.  a,  a <;  r,  e dal 
valore  di  r , r r-,  quindi  il  raggio  del  secondo  poligono  è minore  di  quello 
del  primo , e l’apotema  del  secondo  poligono  è maggiore  di  quello  del  primo  ; c 
per  conseguenza  la^iOerensa  tra  il  raggio  e 1’ apolema  diminuisce  iode6nita- 
mente. 

Dal  punto  C come  centro  descriviamo  l’arco  EOF  ; avremo  OK=  r — à . 

1 \ 

La  corda  EO  c bisettrice  dell’  angolo  DEF,  dunque  OK  <;  - DK,  OK  DG  , 

a 4 

ovvero 

. , •» 

r -a  < -(r-a).  (T.) 
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CAPlTOliO 

IMIrara  della  cIrconfereDEa.  — Area  del  cerchio. 


Dicesi  variabile  qualunque  quantità  che  in  una  data 
quistione  può  prendere  successivamente  differenti  valori. 

Una  variabile  è indipendente,  quando  i suoi  valori 
SODO  affatto  arbitrarli;  è dipendente  o funzione  d’  altre 
quantità,  quando  i valori  che  essa  prende  sono  determi- 
nati da  quelli  di  queste  quantità.  Così  l’area  di  un  trian- 
golo è una  variabile  dipendente  o una  funzione  della 
base  e dell’  altezza  che  sono  variabili  indipendenti. 

Si  chiama  limite  d’  una  quantità  variabile  una 
quantità  Ossa  alla  quale  essa  si  avvicina  indeQnitamente 
senza  poterla  eguagliare. 

Da  questa  definizione  resulta  che  se  una  quantità 
variabile  ha  un  limite,  essa  ne  ha  un  solo,  poiché  non 
può  tendere  simultaneamente  verso  due  quantità  finite  e 
disuguali. 

Lemma  I.  — Se  due  quantità  variabili  v,  v',  conser- 
vandosi sempre  eguali  fra  loro,  tendono  verso  i limiti 
1,  V,  questi  limiti  sono  anche  eguali. 

E invero  poiché  le  variabili  v,  v'  sono  costante- 
mente  eguali,  si  ha  : 

t^—i/  = l — v; 

Dunque  v'  si  avvicina  indefinitamente  alla  quan- 
tità fissa  l,  nel  tempo  stesso  di  v,  e il  suo  limite  l' é 
uguale  a l. 

Lemma  li.  — Se  due  quantità  variabili  v,  v'  hanno 
per  limiti  1 e T,  la  somma  v + v'  per  limite  -1  T . 
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Infatti  si  ha 

{l~hl')—(v-hv^)  = {l  — v)-h{l'  — v'). 

Ma  le  differenze  l — v,  V — v'  diminuiscono  inde- 
finitamente a misura  che  v qv'  tendono  verso  i loro  li- 
miti l,  V-,  dunque  la  somma  v-f  v'  si  avvicina  indefi- 
nitamente alla  quantità  fissa  l-r-V . 

Corollario.  — Similmente  si  dimostra  che  la  dif- 
ferenza v^v'  ha  per  limite  l — V . 

Lemma  Ili.  — Se  una  quantità  variabile  v ha  per 
limite  1 c se  m è una  quantità  costante,  il  prodotto 
ha  per  limite  IX™- 

Si  ha 

Im  — vm  = (l  — v)m. 

Ma  la  differenza  l — v diminuisce  indefinitamente 
a misura  che  v si  avvicina  al  suo  limite  l ; dunque  il 
prodotto  vm  tende  indefinitamente  verso  Im. 

Corollario.  — Similmente  si  dimostra  che  il  quo- 

V l 

ziente  — ha  per  limite  — . 
m m 

Due  archi  sono  simili  quando  sono  intercetti  sopra 
due  circonferenze  disuguali  da  angoli  al  centro  eguali. 

Due  settori,  due  segmenti  sono  simili  se  gli  angoli 
al  centro  corrispondenti  sono  eguali. 

Una  linea  curva  è convessa  quando  è tutta  da  uno 
stesso  lato  della  sua  tangente  in  ciascuno  dei  suoi 
punti.  — La  circonferenza  del  cerchio  è una  linea  con- 
vessa. 

Una  linea  curva  convessa  non  può  essere  incon- 
trata in  più  di  due  punti  da  una  linea  retta. 

Dimostrazione  analoga  a quella  del  perimetro  del 
poligono  convesso. 
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’rKOBEMA.  I. 

Qualunque  linea  poligonale  convessa  ABCD  è mi- 
nore di  una  linea  qualunque  AEFGD  che  V inviluppa  e 
ha  le  stesse  estremità  A c D.  (fig.  236.) 

Prolungo  le  rette  AB,  BG  sino  all’  incontro  della 
linea  inviluppante,  nei  punti  H e R.  La  più  corta  di- 
stanza di  due  punti  essendo  misurata  dalla  retta  che  li 
unisce,  si  hanno  le  disuguaglianze  : 

AB  BH  < AE  -h  EF  4-  FH , 

BC  4-  CK  < BH  -H  HG  4-  GR, 
CD<CR4-RD. 

Aggiungendole  membro  a membro'e  sopprimendo 
le  linee  BH,  CR  comuni  ai  due  membri  della  nuova  dis- 
uguaglianza, si  trova  : 

AB  4-  BC  4-  CD  < AE  4-  EF  -4-  FG  4-  GD . 

Scolio.  — Similmente  si  dimostrerebbe  cbe  una 
linea  poligonale  convessa  è minore  di  una  linea  qualun- 
que cbe  l’ inviluppa  da  tutte  le  parti. 

TEOBEMA  n. 

1°.  La  circonferenza  è il  limite  dei  perimetri  dei 
poligoni  regolari  iscritti  e circoscritti. 

2“.  Il  cerchio  è il  limite  delle  loro  superficie, 
(fig.  237.) 

1“.  Sieno  p e P ì perimetri  dei  poligoni  regolari 
di  n lati,  iscritto  e circoscritto  al  cerchio  AO.  Se  si  fa 
crescere  indefinitamente  il  numero  n dei  lati  di  que- 
sti poligoni,  la  variabile  p cresce  continuamente,  re- 
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stando  tuttavia  minore  di  circonferenza  AO , mentre  la 
variabile  P decresce , restando  sempre  maggiore  di  cir- 
conferenza AO.  Per  dimostrare  che  questa  circonferenza 
è un  limite  comune  alle  due  variabili  p,  P,  basta  pro- 
vare che  la  differenza  P-p  diminuisce  indeQnitamente  a 
misura  che  il  numero  n aumenta. 

Sieno  AG  il  lato  del  poligono  p e EG  quello  del  po- 
lìgono P,  si  ha: 


da  cui 
e 


p : i?  : : OF  : OD, 
p-p  : p : : DF  : OF , 

P^  = L>i£f. 

^ OF 


Ma  la  linea  DF  è minore  della  corda  dell’arco  AF, 
cioè  minore  del  lato  del  poligono  regolare  di  2n  lati , e 
questq  lato  diminuisce  indeQnitamente  a misura  che  n 
aumenta  ; di  più  il  perimetro  P va  anche  decrescendo 
e il  raggio  OF  è costante;  dunque  P-p  decresce  indeQ- 
nitamenle.  Per  conseguenza  la  circonferenza  è il  limite 
dei  perimetri  P e p.  O <) 

2®.  S e s essendo  le  aree  di  questi  stessi  poligoni  re-^ 
golari,  si  ha: 


s : 5 : : OF*  : OD* , 

da  cui 

s-«  :s:  :oF*— 0D*:0F*, 


_ S X AD* 
~ OF*  ‘ 


Ma  AD  è minore  del  lato  del  poligono  regolare 
di  2»  lati,  il  quale  diminuisce  indeQnitamente  quando 

12 
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SÌ  fa  crescere  il  numero  n ; dunque  la  differenza  S — 
tende  verso  zero;  e poiché  le  variabili  S e s sono  l’una 
sempre  maggiore  l’ altra  sempre  minore  del  cerchio  AO, 
ne  segue  che  il  cerchio  è il  limite  delle  aree  S e 


TEOBEHJi  m. 


l".  £e  circonferenze  stanno  tra  loro  come  i raggi; 
V-'‘'  2°.  / cerchi  stanno  tra  loro  come  i quadrati  dei 

raggi.  . 

1°.  Sieno  P e i perìmetri  dei  poligoni  regolari 
di  n lati,  circoscritti  1’  uno  ai  cerchio  r e l’altro  al  cer- 
chio R;  se  si  suppone  che  il  numero  n cresca  indehni- 

tamente  le  variabili—,  tL  hanno  rispettivamente  per 


C c 

limiti  — e -,  ove  C è la  circonferenza  R,  c la  circonfe- 
R r 

renza  r.  Ma  ì perimetri  di  due  poligoni  regolari  di  un 
egual  numero  di  lati,  sono  proporzionali  ai  loro  raggi, 

P 27 

quindi  le  due  variabili  sono  costantemente  eguali; 
dunque  i loro  limiti  sono  i medesimi  e si  ha: 

C_  c 

«U  R“r‘ 

2°.  Indicando  A ed  a i cerchi  di  raggio  R e r,  si  di- 
mostrerebbe egualmente  che, 


/j, 

J 


R* 


/ 

^ Corollario  I. — Il  rapporto  di  una  circonferenza 


al  s!Uo  diametro  è costante. 
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Infatti  dall’  eguaglianza 

C_c 
R~  r' 

si  deduce  : 

C c_ 

2R  ~ 2r  ■ 


Indicando  questo  rapporto  con  si  ha  : 


— = 7T,  da  cui  C =:  27t  R. 
2R  ’ 


Corollario  li.— Calcolare  la  lunghezza  di  un  arco 
^ di  cui  sono  dati  il  raggio  R e il  numero  n di  gradi. 

La  circonferenza  o 1’  arco  di  360°  essendo  eguale 
a 27tR,  la  lunghezza  dell’  arco  di  un  grado  è espressa 


27tR 

da e l’ arco  di  n gradi  è uguale  a 

360 


ttR» 


TEOREMA  IT. 

t 1°.  Gli  archi  simili  sono  proporzionali  ai  raggi. 
IH  Y 2»^  j settori  simili  sono  proporzionali  ai  quadrati 
dei  raggi,  (fig.  238.) 

1°.  Se  nei  due  cerchi  ÀC,  ac,  gli  angoli  al  centro 
ÀCB,  acb  sono  eguali  tra  loro,  gli  archi  AB,  ab  che  essi 
intercettano  sono  simili. 

Ma 

ab  I c’.l  acb  ; 4 retti 
AB  :c;  :ACB  :4retli, 

dunque 

flò  : AB  : : c : c : : ac  : AC. 
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y 2".  Sieno  S,  s le  superflcie  dei  settori  ACB,  acb  \ 
À,  a le  superQcie  dei  cerchi  rispettivi,  avremo 

s\  a\',acb  retti 
S : A : : ACB  : 4 retti; 

dunque 

«:  s:  :a  : a:  :ac*:  AC*. 


. Corollario.  — Due  angoli  ACB,  acb  (fìg.  239)  che 
hanno  i loro  vertici  C,  c nei  centri  di  due  cerchi  diffé* 

AB  ab 

renti  CA,  ca  sono  tra  loro  come  i rapporti  — , — degli 

AC  ac 

archi  che  essi  intercettano , ai  raggi  di  questi  cerchi. 

Se  dal  punto  C come  centro  si  descrive,  col  rag- 
gio ac,  l’arco  DE  tra  i lati  dell’angolo  ACB,  si  ha  : 


ACB  [acb::  de  : ab 


DE  ab 
a c " ac' 


Ma  gli  archi  DE,  AB  sono  simili,  e 


dunque 


DE  : ac  : ; AB  ; AC  ; 


ACB  : acb  : 


AB  ab 
— 

AC  ' ac  ‘ 


TBOnEMA.  T. 

•ì } i- 

'P  * Z’  area  del  cerchio  è uguale  al  prodotto  della  cir- 
conferenza per  la  metà  del  raggio. 

Siano  A e C r area  e la  circonferenza  del  cerchio 
di  raggio  R;  S e P l’area  e il  perimetro  d’  un  poligono 
regolare  circoscritto  al  cerchio  medesimo.  Se  il  numero 
dei  lati  di  questo  poligono  cresce  indefinitamente,  la  va- 
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rìabile  S ha  per  limite  A,  e ia  variabile  P X à ha  per 

li 

limite  C X à • ciascun  poligono  essendo 

eguale  al  prodotto  del  suo  perimetro  per  la  metà  del  raggio 
del  cerchio  iscritto,  le  variabili  S e P X ^ costante- 
mente  eguali  ; dunque  i loro  limiti  sono  eguali,  e si  ha  : 

a = cx5. 

Corollario  I.  — Se,  in  questa  espressione  del- 
, l’area  del  cerchio,  si  sostituisce  27rR  a C,  si  trova  : 

A = ttR*, 

formola  più  comoda  della  precedente  per  la  risoluzione 
dei  problemi  relativi  al  cerchio. 

Corollario.  — L area  di  un  settore  è uguale  al 
'^prodotto  della  lunghezza  del  suo  arco  per  la  metà  del 
raggio,  (fig.  240.) 

Indichiamo  con  S l’ area  del  settore  ACB  ; Si  ha  : 

s ; A : : amb  : c, 

ovvero 

s :cx~:  ‘amb  :c; 

dunque 

S=:rAMBx|. 

Siano  r il  raggio  del  cerchio  AC,  n il  numero  dei 
gradi  dell’  arco  AB  ; si  ha  ^ per  la  lunghezza  di  que- 

loO 


Digilized  by  Google 


182 


GEOMETRIA  PIANA. 


Si’ arco;  dunque  il  settore  ÀGB  è uguale  a 


cioè  a 


7rr*n 

360* 


Scolio. — li  segmento  AMB  è uguale  alla  differenza 
del  settore  ÀGB  e del  triangolo  AGB. 

Problema.  — Calcolare  il  rapporto  della  circonfe- 
renza al  diametro  con  una  data  approssimazione. 

Le  due  formule 


cjrc.  R = 27tR,  cere.  R = ttR*, 


dalle  quali  si  deduce: 

circ.  R cere.  R 

2R  ’ R*  ’ 


conducono  a quattro  soluzioni  del  problema  proposto  ; 
giacché  si  possono  considerare  come  dati  del  problema, 
il  raggio,  la  circonferenza  o l’area  del  cerchio.  Noi 
esporremo  quella  nella  quale  si  conosce  la  circonferenza, 
e eh’  è dovuta  al  geometra  Schwab. 

Proponiamoci  di  calcolare  il  valore  del  numero  tt  a 


meno  di  e prendiamo  una  circonferenza  eguale  a 


2 metri;  indicando  con  x il  suo  raggio,  avremo: 


2 


1 

X 


Dimostriamo  in  prima  che  a:  è il  limile  dei  raggi  e 
degli  apotemi  dei  poligoni  regolari  il  cui  perimetro  è 
uguale  a 2 metri. 

Siano  r',  r",  r"' i raggi  e a',  a",  a”' gli 

apotemi  dei  poligoni  regolari  di  n,  2n,  4n lati,  il 
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cui  perimetro  è uguale  alla  circonferenza  data.  Poiché  il 
perimetro  di  ciascuno  di  questi  poligoni  è minore  della 
circonferenza  che  gli  è circoscritta  e maggiore  della  cir- 
conferenza iscritta,  si  ha  per  uno  qualunque  fra  essi: 

27rr»  ^ 2ttx  ^ 27TO*  , 

ovvero 

r»>a:>a»; 


dunque  1°  il  raggio  x della  circonferenza  data  è com- 
preso tra  P apotema  e il  raggio  di  ciascun  poligono  re- 
golare isoperimetro. 

r’  -f-  a! 

La  figura  o le  formole  r^=:  \/r\a!\  a"= , mo- 

r 

strano  che  ciascun  raggio  r"  è minore  del  precedente  r', 
mentre  1’  apotema  a"  è maggiore  di  a’.  Laonde  i 

raggi  r',  r",  r'" formano,  una  serie  decrescente  i 

cui  termini  sono  maggiori  di  x,  e gli  apotemi  a',  a", 
a'" una  serie  crescente  i cui  termini  sono,  al  con- 

trario, minori  di  x.  Ma  la  differenza  di  due  termini  dello 
stesso  posto  nelle  due  serie  decresce  indefinitamente  se 
si  aumenta  indefinitamente  il  numero  dei  lati,  giacché 
si  ha: 

r"-o"<7 

r"  _ a” < t (r"  - a")< i (/ - a'), 

i < i(r'-  a’); 


dunque  2°  queste  due  serie  hanno  lo  stesso  limite  ch’é 
il  raggio  X. 

Si  tratta  ora  di  calcolare  un  valore  approssimato 
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di  questo  limite,  tale  che  il  numero  tt  o - possa  essere 

X 

determinato  a meno  di  . Supponiamo  n = 4 e cal- 
coliamo i raggi  e gli  apotemi  del  quadrato,  dell’otta- 
gono regolare,  del  poligono  di  16  lati, ....  aventi  cia- 
scuno un  perimetro  di  2 metri.  Pel  quadrato  si  ha; 


1 

4 


a =r,  r'  = 


\/2 
4 ’ 


per  1’  ottagono  : 


Il  t'  -4-  <1^  ri  f 

d'—  — r = \/r  .a  ; 


pel  poligono  di  16  lati  : 


a'"  = , r*'  = v^r" . c"  ; 


e così  di  seguito.  Fermandosi  al  poligono  di  44  lati, 
poiché  il  num 
che  si  abbia: 


1 1 

poiché  il  numero  tt  è compreso  tra  — e — , bisogna 

fl*  n 


a»  r*  ^10”’ 


ovvero 


r»  — a»  < 


10”’ 


ma  e r»  sono  minori  di  d,  cioè  minori  di  y ; dunque 
si  deve  avere  : 


r*  — fl*  < 


1 

16  . 10” 
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Si  soddisfa  a questa  condizione  determinando  r„  e 
a»  in  guisa  che  si  abbia  : 

r*  — fl»  < JQ5T+-2  • 

Se  si  osserva  che  la  media  aritmetica  dei  numeri  0 

11  11  v/2 

e _ è T e la  media  geometrica  dei  numeri  ^ , r è 
2 4 2 4 4 

si  ha  per  calcolare  il  numero  ir  con  una  data  approssi- 
mazione, la  seguente  regola  : 

Formate  una  serie  di  numeri  i cui  due  primi 

\ 

sieno  0 e ^ e tali  che  ciascuno  dei  seguenti  sia  alter- 

nativamente  medio  aritmetico  e medio  geometrico  tra 
i due  precedenti.  Continuate  il  calcolo  sino  a che  due 
termini  consecutivi  abbiano  fe  m 4-  2 prime  cifre  deci- 
mali comuni,  poi  dividete  il  numero  1 per  uno  qua- 
lunque di  questi  termini , calcolando  in  questa  divi- 
sione m cifre  decimali.  Il  quoziente  sarà  il  valore 

di  TT  a meno  di  . 

10“ 

Ecco  la  tavola  dei  valori  dei  raggi  e degli  apotemi 
dei  poligoni  di  4,8,  16, 8192  lati,  per  calco- 

lare 7T  a meno  di  un  centomillesimo  : 

riomen  del  Iati  Apotemi  Raggi 

4 fl,  = 0,2500000 fi  = 0,3535534 

8 a,  = 0,3017767  r»  = 0,3266407 

16 03  = 0,3142087  fa  = 0,3203644 

32 0*  = 0,3162867  r*  = 0,3188217 

64 a,  = 0,3180541  r,  = 0,3184377 

La  prima  metà  delle  cifre  di  Og  e essendo  la 
medesima,  si  può  sostituire  alla  loro  media  geometrica 
la  loro  media  aritmetica  che  ne  differisce  al  di  là  della 
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settima  cifra  decimale.  Operando  al  modo  stesso  per  i 
termini  seguenti,  si  riduce  il  calcolo  a prendere  medie 
aritmetiche,  e si  trova: 


128. 
256  . 
512  . 
1024  . 
2048  . 
4096. 
8192  . 


a,  = 0,3182459 = 0,3183418 

a,  = 0,3182939  r,  = 0,3183178 

flg  = 0,3183058  r*  = 0,3183118 

«9  = 0,3183088  f9  = 0,3183103 

0,3183096  rio=  0,3183099 

«1,  = 0,3183097  Tii  = 0,3183098 

0,3183098  ....  r,,  = 0,3183098. 


Dunque  il  valore  di  n-  è : 


1 

0,3183098 


3,14159 , 


a meno  di  un  centomillesimo. 

Scolio.  — Archimede  è il  primo  geometra  che 
abbia  trovato  due  limiti  del  numero  incommensura- 

10  10 

bile  jt;  questi  limiti  sono  3 — e 3 — . Generalmente  si 

70  71 


22 

fa  uso  del  primo  che  supera  n a meno  di  un  cen- 


tesimo. 

Mezio  ha  dato  per  valore  approssimato  di  questo 
355 

rapporto  la  frazione  — ^ che  ne  differisce  solo  per  un 
Ilo 

centomillesimo.  Infine  altri  geometri  hanno  trovato  il 
numero  n eguale  a 3,14159205358979  
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LIBRO  QUINTO. 

nEE.  PIANO  B DBU.A  LINEA  RETTA. 


CAPlTOIiO  1. 

• V 

Della  perpendicolare  e delle  oblique  al  plano. 

Dalla  definizione  del  piano  risulta  che  una  r^ta 
condotta  per  due  punti  qualunque  di  questa  superficie 
coincide  con  essa  in  tutta  la  sua  estensione.  Quindi 
una  retta  che  traversa  un  piano  ha  un  sol  punto  co- 
mune con  esso,  giacché  se  ne  avesse  due,  coinciderebbe 
in  tutta  la  sua  lunghezza  col  piano. 


TEOREMA  I. 

Il  luogo  dell’  intersezione  di  due  piani  M e N « 
una  linea  retta,  (fig.  251). 

Conduco  per  due  punti  qualunque  A e B di  questa 
intersezione  la  retta  indefinita  AB  eh’ è situata  in  cia- 
scuno dei  piani  M e N,  e dico  che  tutti  i punti  comuni 
à queste  due  superficie  debbono  trovarsi  sul'a  retta  AB, 
altrimenti  i piani  coincidono  in  tutta  la  loro  estensione. 

Supponiamo  infatti,  che  questi  piani  abbiano  un 
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AD,. . . . sopra  EF,  il  luogo  di  queste perpen,dicolari  è 
un  piano,  (fig.  252.J 

' Consideriamo  il  piano  delle  due  rette  AB,  AC;  dico 
che  esso  contiene  le  altre  perpendicolari,  cioè  che  in- 
contra un  piano  qualunque  EAD,  che  passa  per  EF,  se- 
guendo una  retta  AD  perpendicolare  ad  EF.  Infatti,  sul 
piano  BAC  conduco  una  retta  BC  che  incontri  le  tre  linee 
AB,  AD,  AC,  ed  unisco  i punti  d’ intersezione  B,  D,  C u 
due  punti  E,  F della  retta  EF,  egualmente  distanti  dal 
punto  A.  I triangoli  BCE,  BCF  hanno  il  lato  BC  comune; 
i lati  BE,  BF  eguali,  poiché  BA  è perpendicolare  sul 
mezzo  di  EF  nel  piano  EAB;  similmente  i lati  CE,  CF 
sono  eguali.  Dunque  i triangoli  BCE,  BCF  sono  eguali, 
e gli  angoli  EBC,  FBC  lo  sono  altresì. 

I due  triangoli  EBD,  FBD  hanno  allora  un  angolo 
eguale  compreso  tra  due  lati  rispettivamente  eguali,  laon- 
de il  lato  DE  è uguale  a DF.  Dunque  la  retta  AD  che  ha 
due  punti  A e D egualmente  distanti  dall’estremità  della 
retta  EF  è perpendicolare  a questa  linea  e il  piano  BAC 
è il  luogo  delle  perpendicolari  condotte  dal  punto  A 
ad  EF. 

Scolio. — Questo  piano  è detto  perpendicolare  alla 
retta  EF,  e reciprocamente  quest’  ultima  è perpendico- 
lare al  piano.  11  punto  A nel  quale  la  retta  EF  incontra 
il  piano  BAC,  è il  piede  della  perpendicolare. 

Corollario.  — Dalla  dimostrazione  precedente  ri- 
sulta 1®  che  una  retta  è perpendicolare  ad  un  piano 
quando  è perpendicolare  a due  rette  qualunque  con- 
dotte pel  suo  piede  nel  piano;  2®  che  per  un  punto 
d’una  retta  si  può  condurre  un  sol  piano  perpendico- 
lare a questa  linea,  e reciprocamente. 

Quando  una  retta  non  è perpendicolare  a un  piano, 
le  si  dà  il  nome  di  obliqua,  e il  punto  nel  quale  essa 
incontra  il  piano  è il  suo  piede. 
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Scolio.  — La  retta  EF  perpendicolare  al  piano  BAC 
e la  retta  BC  che,  condotta  su  questo  piano,  non  passa 
pel  punto  A,  non  possono  appartenere  allo  stesso  piano. 
Dunque  due  rette  possono  non  essere  parallele  e non 
incontrarsi. 


TEOREMA  lU. 

Se  dal  punto  A si  conducono  la  retta  AB  perpen- 
dicolare al  piano  MN,  e differenti  oblique  AG,  AD, 
AE,  ec. 

1®.  La  perpendicolare  AB  è più  corta  di  qualunque 
obliqua; 

2°.  Due  obliqua  AG,  AD  che  si  allontanano  egual- 
mente dal  piede  della  perpendicolare  sono  eguali  ; 

3®.  Di  due  oblique  disugualmente  distanti  dal 
piede  della  perpendicolare,  quella  che  più  se  ne  allon- 
tana è la  maggiore,  (fig.  S53.) 

1°.  Nel  piano  ABG  la  retta  AB  è perpendicolare  e 
AG  obliqua  alla  linea  BG;  dunque  la  retta  AB,  perpen- 
dicolare al  piano  MN,  è minore  dell’obliqua  AG.- 

2®.  Se  le  distanze  BG,  BD  sono  eguali,  l’ obliqua  AG 
è uguale  ad  AD;  perchè  i triangoli  ABG,  ABD  avendo 
un  angolo  retto  compreso  tra  due  lati  rispettivamente 
eguali,  sono  eguali. 

3®.  Sia  la  distanza  BE  maggiore  di  BD,  l’ obliqua 
AE  è altresì  maggiore  di  AD. 

In£atti  prendete  sopra  BE  una  lunghezza  BF  eguale 
n BD  ed  unite  il  punto  A al  punto  F.  Le  oblique  AF,  AD, 
che  si  allontanano  egualmente  dal  piede  della  perpen- 
dicolare, sono  eguali;  ma,  nel^iano  ABE,  la  maggiore 
delle  due  oblique  AE,  AF  sulla  retta  BE  è AE  ; dunque 
AE  è maggiore  di  AD. 

Gorollario  1.  — La  disianza  di  un  punto  da  un 
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piano  si  misura  per  mezzo  della  perpendicolare  condotta 
dal  punto  sul  piano. 

Corollario  II. — Il  luogo  dei  piedi  delle  oblique 
eguali  ad  AC  e che  passano  per  lo  stesso  punto  A è la 
circonferenza  del  cerchio  descritto  dal  piede  della  per- 
pendicolare AB  come  centro  con  un  raggio  eguale  a BC. 
Laonde  si  ha  la  seguente  costruzione  per  condurre  una 
perpendicolare  sopra  un  piano  per  un  punto  esterno 
ad  esso:  Segnate  sul  piano  dato  tre  punti  C,  D,  F 
egualmente  distanti  da  A,  e determinate  il  centro  delia 
circonferenza  che  passa  per  C,  D,  F;  questo  punto  è il 
piede  delia  perpendicolare. 


TEORBINA  IV. 


Se  un  piano  MN  è perpendicolare  sul  mezzo  A di 
una  retta  BC, 

1°.  Qualunque  punto  D del  piano  è egualmente  lon- 
tano dall’  estremità  di  questa  retta  ; 

Qualunque  punto  E esterno  al  piano  è disugual- 
mente distante  dalle  medesime  estremità  B e C.  (fig.  254.) 

1®.  Unite  il  punto  Dai  punti  A,  B e C;  la  retta  AD  è 
perpendicolare  sul  mezzo  di  BC,  nel  piano  DBC  ; dunque 
il  punto  D di  questa  retta  è ugualmente  distante  dalle 
estremità  di  BC. 

2®.  Conducete  le  rette  EB , EC  ; il  piano  EBC  incon- 
tra il  piano  MN  seguendo  AD  perpendicolare  ai  mezzo 
di  BC;  duniiue  il  punto  E,  eh’  è esterno  ad  AD,  si  trova  a 
distanze  disuguali  da  B e da  C. 

Scolio.  — 11  piano  MN  condotto  pel  mezzo  della 
retta  BC  perpendicolarmente  a questa  linea,  è il  luogo 
dei  punti  che  sono  ciascuno  egualmente  lontani  dal- 
l’estremità di  BC. 
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TKOBEMA  V. 


Se  per  la  retta  AB  perpendicolare  al  piano  MN  si 
conduce  un  piano  ABC,  qualunque  retta  EF,  condotta 
nel  piano  MN  perpendicolarmente  all’  intersezione  BC 
dei  due  piani,  è anche  perpendicolare  al  piano  ABC, 
(fìg.  255.) 

Infatti,  prendete  le  distanze  CE,  CF  eguali;  condu- 
cete le  rette  BE  e BF  ed  unite  i punti  C,  F,  E ad  un 
punto  qualunque  A della  retta  AB.  Nel  piano  MN,  le 
due  oblique  BE,  BF  sono  eguali  perchè  egualmente  di- 
stanti dal  piede  della  retta  BC  perpendicolare  ad  EF. 
Le  rette  AE,  AF  che  sono  oblique  al  piano  MN  e 
si  allontanano  egualmente  dal  piede  della  perpendico- 
lare AB,  sono  eziandio  eguali.  Ma  la  retta  AC,  di  cui  due 
punti  .A  e C sono  egualmente  distanti  dai  punti  E,  F,  è 
perpendicolare  a EF  ; dunque  la  linea  EF  è perpendico- 
lare alle  rette  BC,  AC  e quindi  al  piano  ABC. 

Scolio.  . — Qualunque  retta  AC  che  unisce  il  punto 
C a un  punto  qualunque  A della  linea  AB,  è perpendi- 
colare ad  EF. 
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CAPlTOIiO  11. 

Rette  parallele.  — Rette  e piani  paralleli. 


TEORE.tlA  I. 

Se  due  rette  AB,  CD  sono  parallele,  qualunque 
piano  MN  perpendicolare  ad  una  di  esse  AB,  è anche 
perpendicolare  all’  altra  CD.  {fìg.  2Ò6.) 

Il  piano  BACD  delle  due  parallele  AB,  CD,  incontra 
il  piano  WN  seguendo  la  retta  AC.  Ma  AB  è per  ipotesi 
perpendicolare  ad  AC;  dunque  CD,  parallela  ad  AB,  è 
altresì  perpendicolare  ad  AC.  Conducete  per  il  punto  C 
la  retta  EF  perpendicolare  all’  intersezione  AC  dei  piani 
MN  e BAC.  Questa  linea  EF  è perpendicolare  al  piano 
BAC;  dunque  DC  è anche  perpendicolare  ad  EF,  e per 
conseguenza  al  piano  MN. 

Corollario.  — Pel  punto  C si  può  condurre  una 
soia  parallela  a una  retta  AB.  Infatti  conducete  per  il 
punto  C un  piano  MN  perpendicolare  ad  AB;  la  paral- 
lela tirata  da  questo  punto  alta  retta  AB  deve  essere 
perpendicolare  al  piano  MN  ; dunque  la  retta  AB  ha  una 
sola  parallela  che  passa  pel  punto  C. 

TEOnE.WA  n. 

Due  rette  AB,  CD  perpendicolari  allo  stesso  pia- 
no MN , sono  parallele,  (fig.  256.) 

Giacché  la  parallela  alla  retta  AB,  condotta  dal 
punto  C nel  quale  CD  incontra  il  piano  MN,  è perpen- 
dicolare a questo  piano  e coincide  con  CD. 
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Corollario. — Due  rette  A,  B di  cui  ciascuna  è pa- 
rallela ad  una  terza  G sono  parallele  tra  di  loro.  Infatti 
se  si  conduce  un  piano  perpendicolare  a C,  esso  lo  è 
anche  alle  rette  A e B parallele  a C;  dunque  queste  linee 
sono  parallele. 


TBOREHA  ni. 

Una  retta  AB  e un  piano  MN  non  possono  incon- 
trarsi se  la  linea  AB  è parallela  ad  una  retta  CD  con- 
dotta su  questo  piano,  (fìg.  257.) 

Il  piano  delle  due  parallele  AB,  CD  incontra  il  piano 
MN  seguendo  la  retta  CD  ; dunque  la  retta  AB  che,  nel 
piano  ABGD,  è parallela  a CD,  non  può  incontrare  il 
piano  MN. 

Scolio.  — La  retta  AB  e il  piano  MN  si  dicono  pa- 
ralleli. 

Corollario.  — Una  retta  AB  ed  un  piano  MN 
perpendicolari  alla  medesima  retta  AG,  sono  paral- 
leli (fig.  258.)  Giacché  il  piano  BAC  incontra  il  plano  MN 
seguendo  la  retta  CD  perpendicolare  ad  AG  ; dunque  AB 
e CD  sono  paralleli , e la  retta  AB  è parallela  al  pia- 
no MN. 


TBOnEMA  IV. 

Se  per  una  retta  AB  parallela  a un  piano  MN  si  fa 
passare  un  piano  che  incontri  il  piano  MN,  la  loro  in- 
tersezione CD  è parallela  ad  AB.  (fig.  257.) 

Le  due  rette  AB,  CD  che  sono  nello  stesso  piano 
ABCD  non  possono  incontrarsi,  poiché  la  linea  AB  é 
parallela  al  piano  MN;  dunque  AB,  CD  sono  parallele. 

Corollario  I.  — Se  da.  un  punto  qualunque  A 
(fg.  258)  d’ una  retta  AB  parallela  ad  un  piano  MN,  si 
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conduco  una  perpendicolare  AC  a questo  piano,  questa 
retta  e altresì  perpendicolare  ad  AB. 

Il  piano  delle  due  rette  AB,  AC  incontra  il  piano 
MN  seguendo  CD  parallela  ad  AB  ; ma  la  linea  AC  è 
perpendicolare  a CD;  dunque  essa  lo  è pure  ad  AB. 

Corollario  II.  — L’intersezione  EF  di  due  piani 
condotti  per  due  parallele  AB,  CD  (fig.  S59)  è parallela 
a queste  rette.  Giacché  la  retta  AB  è parallela  a CD  e 
per  conseguenza  al  piano  CF;  dunque  il  piano  AF  in- 
contra il  piano  CF  seguendo  EF  parallela  ad  AB  e a CD. 


TEOBEMA.  V. 


Le  parallele  AC,  BD  comprese  tra  una  retta  AB  e 
un  piano  MN  paralleli,  sono  eguali  (fig.  S60.) 

II  piano  delle  due  parallele  AC,  BD  incontra  il 
piano  MN  seguendo  la  retta  CD  parallela  ad  AB  ; dunque 
il  quadrilatero  ABCD  è un  parallelogrammo  e le  rette 
AC,  BD  sono  eguali. 

Corollario.  — Una  retta  AB  ed  un  piano  MN  pa- 
ralleli, sono  da  per  tutto  egualmente  distanti.  Condu- 
cete, da  due  punti  qualunque  A e B della  retta  AB,  le 
perpendicolari  AC,  DB  sul  piano  MN  ; queste  linee  sono 
parallele  ed  eguali  ; dunque  la  retta  AB  ed  il  piano  MN 
sono  dappertutto  egualmente  distanti. 


TEOBEMA  VI. 

Se  la  retta  AB  è parallela  al  piano  MN,  la  retta  CD 
condotta  parallelamente  ad  AB  da  un  punto  C del  piano 
MN  è situata  in  questo  piano,  {fig.  257.) 

Infatti , il  piano  che  passa  per  la  retta  AB  ed  il  ' 
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punto  C incontra  il  piano  MN  seguendo  una  retta  CD 
parallela  ad  AB;  dunque  la  parallela  ad  AB  condotta 
dal  punto  C è situala  nel  piano  MN. 

Corollario.  — L’ intersezione  DE  di  due  piani  CDE , 
FDE  (fig.  S61)  paralleli  alla  medesima  retta  AB,  è ezian- 
dio parallela  a questa  retta.  Giacché  se  per  un  punto 
qualunque  di  DE  si  conduce  una  parallela  ad  AB,  questa 
retta,  dovendo  trovarsi  in  ciascuno  dei  piani,  coinciderà 
colia  loro  intersezione. 


CAPlTOIiO  III. 
Plani  paralleli. 


Due  piani  sono  paralleli,  allorché  prolungati  quanto 
si  voglia  non  s’ incontrano. 

TBORKMA  I. 

Due  piani  EF,  GII  perpendicolari  alla  medesima 
retta  AB  sono  paralleli,  {fig.  262.) 

Infatti  conduciamo  per  questa  retta  un  piano  qua- 
lunque che  incontri  i piani  EF,  GH  seguendo  le  rette 
AC,  BD;  queste  linee  sono  perpendicolari  ad  AB  e per 
conseguenza  parallele;  dunque  i piani  EF,  GH  non  pos- 
sono incontrarsi. 

Corollario.  — Se  per  un  punto  A si  conducono  le. 
rette  AB,  AC,  ec.  parallele  al  piano  EF,  il  luogo  di 
queste  rette  é un  piano  parallelo  al  piano  EF.  (fig.  263.) 

Conducete  AD  perpendicolare  al  piano  EF;  le  rette 
AB,  AC,  ec.  parallele  a questo  piano,  sono  perpendico- 
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lari  ad  AD;  dunque  esse  sono  comprese  in  un  piano 
perpendicolare  ad  AD  e per  conseguenza  parallelo  ad  EF. 

TEOREM.%  II. 

Le  intersezioni  kH  ^ CD  di  due  piani  paralleli  EE, 
GH  con  uno  stesso  piano  ABCD  sono  parallele  (fìg.  264.) 

Infatti,  le  rette  AB,  CD,  non  possono  incontrarsi 
perchè  situate  in  due  piani  paralleli,  e sono  parallele 
perchè  si  trovano  sullo  stesso  piano  ABCD. 

TEOREMA  in. 

Se  due  piani  EF,  GII  sono  paralleli,  qualunque 
retta  AB,  perpendicolare  ad  uno  di  essi'EV,  e anche 
perpendicolare  al  secondo  GII.  (fig.  262.) 

Conduciamo  per  AB  un  piarn^  qualunque  BACD;  le 
intersezioni  AC,  BD  di  questo  piano  coi  piani  paralle- 
li EF,  GII  sono  parallele.  Ma  AB  è perpendicolare  ad  AC, 
dunque  essa  è altresì  perpendicolare  a BD  e per  conse- 
guenza al  piano  GII. 

CoROLLAr.io.  — Due  piani  A e B,  paralleli  a un 
terzo  C,  sono  paralleli  tra  loro.  Giacché,  se  conduciamo 
una  perpendicolare  al  piano  C,  questa  retta  è anche 
perpendicolare  ai  piani  A e B che  sono  per  conseguenza 
paralleli. 

SCOLIO;  — Per  un  punto  si  può  condurre  un  solo 
piano  parallelo  a un  piano  dato. 

TEOREMA  IT. 

Le  parallele  AC,  BD,  comprese  ira  due  piani  pa- 
ralleli EF,  GII,  sono  eguali,  (fig.  265.) 

Siano  AB,  CD  le  intersezioni  parallele  dei  due  piani 
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EF,  GH  col  piano  delle  due  rette  AG,  Bl);  il  quadrila- 
tero ABCD  è un  parallelogrammo  e le  rette  AG,  BD  sono 
eguali. 

Gorollario.  — Due  piani  paralleli  EF,  GH  sono 
dapertutto  egualmente  distanti.  Da  due  punti  qualunque 
A e B del  piano  EF  conducete  le  perpendicolari  AG,  BD 
sul  piano  GH  ; queste  rette  sono  parallele  ed  eguali  ; 
dunque  i piani  EF,  GH  sono  dapertutto  egualmente  di- 
stanti. 


TEOREMA  V. 

Due  rette  AG,  DF  sono  divise  in  segmenti  propor- 
zionali da  tre  piani  paralleli  M,  N,  P.  (fig.  266.) 

Gonducete  pel  punto  A la  retta  AH  parallela  a DF; 
il  piano  AGH  incontra  i piani  paralleli  N,  P seguendo 
le  rette  parallele  BG,  GH,  e si  ha  nel  triangolo  AGH: 

AB  : AG:  :bg  :gii; 

ma  le  parallele  AG,  DE,  comprese  tra  i piani  paralleli 
M e N,  sono  eguali  ; similmente  la  retta  GH  è uguale  ad 
EF;  dunque 

AB  : DE  : : bg  : ef. 

TEOREMA  TI. 

Due  angoli,  i cui  lati  sono  paralleli,  hanno  i loro 
piani  paralleli  e sono  eguali  o supplementari,  (fig.  267.) 

Sieno  le  rette  DE  e DF  rispettivamente  parallele  ad 
AB  ed  AG;  le  due  rette  DE,  DF  sono  parallele  al  piano 
BAG  ; dunque  il  loro  piano  EDF  è anche  parallelo  al 
piano  BAG. 

Gonsideriamo  i due  angoli  EDF,  BAG  i cui  Iati  sono 
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paralleli  e diretti  nello  stesso  senso,  e conduciamo  il 
piano  BCFE  parallelo  alla  retta  AD  che  unisce  i vertici 
di  questi  angoli.  I quadrilateri  ABED,ACFD,CBEF  sono 
parallelogrammi  perchè  le  rette  EB,  FC  sono  parallele 
a DA  e quindi  parallele  tra  loro.  Laonde  si  ha  AB  = DE, 
AC=:DF,  BC  = FE;  e per  conseguenza  i triangoli  ABC, 
DEF  sono  eguali  e l’angolo  B.AG  è uguale  a EDP. 

Gli  angoli  BAG,  GDH  i cui  lati  sono  paralleli  e di- 
retti in  senso  contrario,  sono  eguali,  poiché  ciascuno 
d’ essi  è uguale  all’  angolo  EDF. 

Gli  angoli  BAG,  GDF  che  hanno  ì lati  AB,  GD  pa- 
ralleli e diretti  in  senso  contrario,  i lati  AC,  DF  paral- 
leli e diretti  nello  stesso  senso,  sono  supplementari, 
giacché  r angolo  BAG  è uguale  a EDF,  supplemento 
di  GDF, 


CAPlTOIiO  IV. 

Angoli  diedri. 


Si  chiama  angolo  diedro  lo  spazio  indeflnito  com- 
preso tra  due  piani  ABC,  BDC  che  s’ incontrano  (fig.  268.) 
La  linea  d’ intersezione  BG  è la  costola  dell’angolo,  e i 
piani  ABC,  DBG,  terminati  alla  costola,  ne  sono  le  facce. 

Un  angolo  diedro  s’ indica  per  mezzo  della  sua  co- 
stola,  se  essa  non  appartiene  ad  altri  angoli.  Nel  caso 
contrario,  si  prende  un  sistema  di  quattro  punti  A,  B, 
G,  D,  i cui  estremi  sono  situali  sulle  due  facce  e i medi 
B e G sulla  costola. 

Due  angoli  diedri  sono  adiacenti  quando  hanno  la 
costola  ed  una  faccia  comune;  sono  opposti,  se  le  facce 
dell’uno  sono  i prolungamenti  di  quelle  dell’altro. 
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Lemma.  — Se,  per  due  punti  qualunque  F e K 
della  costola  dell’  angolo  diedro  ABCD,  si  conducono 
due  piani  EFG,  IIKL,  perpendicolari  a questa  costola, 
gli  angoli  EFG,  11K.L,  formati  dalle  intersezioni  di 
questi  piani  e delle  facce  dell'  angolo  diedro , sono 
eguali,  (fìg.  269  ) 

Infatti,  i piani  EFG,  IIKL,  perpendicolari  alla  retta 
BC,  sono  paralleli;  dunque  essi  incontrano  ciascuna 
delle  facce  dell’angolo  diedro  ABCD,  seguendo  due  rette 
parallele,  e gli  angoli  EFG,  HKL,  che  hanno  i lati  pa- 
ralleli e diretti  nello  stesso  senso,  sono  eguali. 

Scolio.  — L’  angolo  costante  EFG  che  ha  i lati 
perpendicolari  alla  costola  BC  dicesi  angolo  rettilineo 
corrispondente  all’  angolo  diedro  ABCD. 

TEORKHA  I. 

Due  angoli  diedri  ABCD,  EFGH  sono  eguali,  quando 
hanno  gli  angoli  rettilinei  ABD,  EFH  eguali,  (fìg.  270.) 

Poniamo  l’ angolo  EFH  sul  suo  eguale  ABD  ; la 
retta  F’G,  perpendicolare  al  piano  EFII,  prende  allora 
la  direzione  di  BC,  perpendicolare  al  piano  ABD,  e i 
piani  EFG,  ABC  coincidono,  come  pure  i piani  IIFG, 
DBC;  dunque  gli  angoli  diedri  BC,  FG  sono  eguali. 

Corollario.  — Se  due  piani  ABC,  ABE  s’incon- 
trano seguendo  la  retta  AB,  gli  angoli  diedri  CABF,  EABD, 
opposti  alla  costola,  sono  eguali,  (fìg.  271.) 

Infatti  se  si  conduce  il  piano  CBEDF  perpendicolare 
alla  costola  AB,  gli  angoli  rettilinei  CBF,  EBD,  opposti 
al  vertice,  sono  eguali;  dunque  gli  angoli  diedri  CABF, 
EABD  sono  altresì  eguali. 

Scolio. — Se  i due  piani  ABC,  ABE  fanno  due  an- 
goli diedri  adiacenti  eguali,  i quattro  angoli  diedri  che 
essi  formano  sono  eguali  ; si  dice  allora  che  i piani  sono 
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perpendicolari  l’uno  all’altro,  e si  dà  il  nome  d’an- 
golo diedro  reilo  a ciascuno  dei  quattro  angoli  diedri 
eguali.  — L’ angolo  rettilineo  d’  un  angolo  diedro  retto 
è altresì  retto. 


TKOnEMA.  II. 

Il  rapporto  di  due  angoli  diedri  qualunque  ABCD, 
EFGII  è uguale  a quello  dei  loro  angoli  rettilinei  ABD, 
EFH.  (fig.  272.) 

Supponiamo  in  prima  gli  angoli  rettilinei  ABD, 
EFH  commensurabili  e la  loro  comune  misura  ABK  con- 
tenuta 3 volte  in  ABD  e 2 volte  in  EFH;  avremo  : 

ABD_  3 
EFH  ~ 2 ■ 

1 piani  che  passano  per  la  costola  GB  e ciascuna 
delle  linee  BK,  BL  dividono  l’angolo  diedro  ABCD  in  tre 
angoli  diedri  eguali  ad  ABCK,  poiché  i loro  angoli  ret- 
tilinei sono  eguali.  Similmente  il  piano  GFM  divide  l’an- 
golo diedro  EFGH  in  due  angoli  diedri  che  sono  altresì 
eguali  all’angolo  ABCK;  dunque 

ABCD_  3_  ABD 
EFGll~  2~  EFH’ 

Col  consueto  ragionamento  si  dimostrerà  che  questi 
rapporti  sono  eguali  anche  quando  gli  angoli  rettilinei 
ABD,  EFH  non  hanno  comune  misura. 

Corollario.  — Se  si  conviene  di  prendere  l’an- 
golo diedro  retto  per  1’  unità  degli  angoli  diedri,  l’ an- 
golo diedro  ABCD  ha  la  stessa  misura  del  suo  angolo 
rettilineo  ABD.  Infatti,  supponiamo  l’angolo  diedro 
EFGII  retto,  il  suo  angolo  rettilineo  EFH  è anche  retto; 
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i rapporti  -=,775 , che  esprimono  la  misura  del 
EFGH  ErH 

r angolo  diedro  ÀBCD  e quella  dell’  angolo  rettilineo 
ÀRD  essendo  eguali,  ne  risulta  che  1’  angolo  diedro  ha 
la  stessa  misura  del  suo  angolo  rettilineo. 

TEOREMA  IH. 

Se  due  piani  ABC,  ABE  s’ incontrano , due  angoli 
diedri  adiacenti  EBAI),  EABC  valgono  insieme  due  an- 
goli diedri  retti,  (fig.  S71.) 

Infatti,  se  conduciamo  il  piano  GDEF  perpendicolare 
alla  costola  AB,  gli  angoli  rettilinei  adiacenti  EBC,  EBD 
sono  supplementari;  dunque  gli  angoli  diedri  EB.AC, 
EBAD  lo  sono  altresì. 

Corollario.  — La  somma  degli  angoli  diedri  for- 
mati da  piani  qualunque,  condotti  seguendo  la  stessa 
retta  AB,  è uguale  a quattro  angoli  diedri  retti,  giacché 
la  somma  dei  loro  angoli  rettilinei  è uguale  a quattro 
ngoli  retti. 


TEOREMA  IV. 

Se  due  piani  paralleli  AB,  CD  sono  incontrati  da 
uno  stesso  piano  EF,  1®  gli  angoli  diedri  corrispondenti, 
al  terni-interni  0 alterni-esterni,  sono  eguali-,  2®  gli 
angoli  diedri  interni  0 esterni  dalla  stessa  parte  del 
piano  secante  sono  supplementari  (fig.  273.) 

Poiché  le  linee  d’ intersezione  GH,  KL  di  ciascuno 
dei  due  piani  paralleli  AB,  CD  e del  piano  secante  EF, 
sono  parallele,  conduciamo  il  piano  BGF  perpendicolare 
a queste  rette  ; le  linee  BN,  DO  seguendo  le  quali  esso 
incontra  i due  piani  AB,  CD,  sono  parallele  e formano 
colla  secante  MF  gli  angoli  rettilinei  degli  otto  angoli 
diedri  le  cui  costole  sono  GH  e KL. 
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Gli  angoli  rettilinei  corrispondenti,  alterni-interni 
0 alterni-esterni  essendo  eguali,  gli  angoli  diedri  corri- 
spondenti, alterni-interni  o alterni-esterni  lo  sono  al- 
tresì. Poiché  gli  angoli  rettilinei  interni  o esterni  dalla 
stessa  parte  della  secante  sono  supplementari,  gli  an- 
goli diedri  interni  o esterni,  sono  pure  supplementari. 

Scolio.  — Le  cinque  reciproche  sono  vere  allora 
soltanto  quando  le  costole  dei  due  angoli  diedri  che  si 
paragonano  sono  parallele. 

TEOREMA.  T. 

Due  angoli  diedri  sono  eguali  o supplementari^  se 
le  loro  costole  sono  parallele  e le  loro  facce  parallele 
0 perpendicolari  rispettivamente,  (/ig.  274.) 

Conducete  un  piano  perpendicolare  alle  due  costole: 
esso  incontra  i piani  paralleli  seguendo  rette  parallele 
e i piani  perpendicolari  seguendo  rette  perpendicolari  ; 
laonde  gli  angoli  rettilinei  hanno  i loro  lati  paralleli  o 
perpendicolari,  secondochè  le  facce  degli  angoli  diedri 
sono  parallele  o perpendicolari;  dunque  gli  angoli  diedri 
sono  eguali  o supplementari  come  i loro  angoli  rettilinei. 


CAPlTOliO 
Plani  perpendicolari. 


TEOREMA  1. 

Se  una  retta  CD  è perpendicolare  al  piano  AB. 
qualunque  piano  ECD  che  passa  per  questa  retta  è al- 
tresì perpendicolare  ad  AB.  (pg.  275.) 

ib 


Digitized  by  Google 


214 


GEOMETRIA  SOLIDA. 


Conducete  infatti  nel  piano  AB  e pel  punto  C la 
retta  CG  perpendicolare  all’  intersezione  EF  dei  due 
piani;  poiché  la  retta  CD  è per  ipotesi  perpendicolare 
al  piano  AB,  l’angolo  retto  DCG  è il  rettilineo  dell’an- 
golo diedro  DEFG,  dunque  il  piano  DEF  è perpendico- 
lare al  piano  AB. 


TEOREMA  II. 

• 

Se  i piani  AB,  DE  sono  perpendicolari,  qualunque 
retta  CD,  condotta  in  uno  di  essi  DE  perpendicolar- 
mente alla  loro  intersezione  EF,  è perpendicolare  al- 
V altro  piano  AB  (fig.  275.) 

Conducete  nel  piano  AB  e pel  punto  C la  retta  CG 
perpendicolare  all’intersezione  EF  dei  due  piani;  questi 
piani  essendo  perpendicolari,  il  loro  angolo  rettilineo 
DCG  è retto;  dunque  la  retta  DC,  perpendicolare  alle 
linee  EF,  CG,  è altresì  perpendicolare  al  piano  AB  che 
passa  per  queste  due  rette. 

Corollario.  — 11  piano  EFD,  perpendicolare  al 
piano  AB,  è il  luogo  delle  perpendicolari  condotte  dai 
differenti  punti  della  retta  EF  al  piano  AB. 

Scolio.  — Si  chiama  proicaione  di  un  punto  sopra 
un  piano  il  piede  delia  perpendicolare  condotta  dal 
punto  a questo  piano  ; — proiezione  di  una  retta  sopra 
un  piano  il  luogo  delle  proiezioni  dei  suoi  punti  ; questo 
luogo  è la  retta,  seguendo  la  quale  il  piano  condotto  per 
la  linea  data,  perpendicolarmente  al  piano  dato,  incon- 
tra quest’ultimo  piano. 

TEOREMA  in. 

Per  una  retta  AB,  non  perpendicolare  al  piano  MN, 
si  può  condurre  un  piano  perpendicolare  al  piano  MN, 
ma  non  se  ne  può  condurre  che  un  solo.  (fig.  276-277.) 
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1°.  Da  un  punto  qualunque  B della  retta  AB,  con- 
ducete BC  perpendicolare  ad  MN;  il  piano  delle  due  rette 
AB,  BC  è perpendicolare  al  piano  MN. 

2®.  Qualunque  altro  piano  ABD  che  passa  per  AB  è 
obliquo  al  piano  MN,  poiché  la  perpendicolare  BD,  con- 
dotta pel  punto  B nel  piano  ABD  alla  sua  intersezione 
col  piano  MN  è obliqua  ad  MN. 

TEOREMA.  IT. 

Se  due  piani  AC,  AD  che  a’  incontrano,  sono  per- 
pendicolari ad  un  terzo  MN,  la  loro  intersezione  AB  è 
anche  perpendicolare  ad  MN.  (fig.  278.) 

Infatti  la  perpendicolare  condotta  al  piano  MN  dal 
punto  B comune  ai  tre  piani,  dovendo  trovarsi  in  cia- 
scuno dei  piani  AG,  AD,  questa  linea  è la  loro  interse- 
zione; dunque  AB  è perpendicolare  al  piano  MN. 

TEOREMA  V. 

) 

L’ angolo  formato  da  una  obliqua  a un  piano  e 
dalla  sua  proiezione  su  questo  piano  è il  minore  di 
tutti  gli  angoli  che  V obliqua  fa  con  le  rette  condotte 
dal  suo  piede  nel  piano  dato.  ((ig.  279.) 

Da  un  punto  qualunque  B dell’obliqua  AB  al  piano 
MN,  conducete  BC  perpendicolare  ad  MN,  ed  unite  il 
punto  A al  punto  C.  L’ angolo  BAC  è minore  di  qualun- 
que altro  angolo  BAD  formato  da  AB  e da  una  retta  qua- 
lunque AD,  condotta  pel  punto  A nel  piano  MN.  Infatti 
prendete  AD  eguale  ad  AG  ed  unite  D a B ; l’ obliqua  BD 
è maggiore  della  perpendicolare  BC,  quindi  i trian- 
goli BAC,  BAD  hanno  due  lati  rispettivamente  eguali 
e il  lato  BC  minore  di  BD;  dunque  l’ angolo  BAC  è al- 
tresì minore  di  BAD. 
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Corollario.  — L’ inclinazione  di  una  retta  sopra 
un  piano  si  misura  per  mezzo  dell’  angolo  che  essa  fa 
colla  sua  proiezione  su  questo  piano. 


TEOHEMìIl  vi. 

Se  due  rette  AB,  CD  non  sono  situate  nello  stesso 
piano , 

1“.  Si  può  condurre  loro  una  perpendicolare  co- 
mune; ma  non  se  ne  può  condurre  che  una  sola; 

2°.  Questa  perpendicolare  è la  loro  minima  di- 
stanza. (^g,  280.) 

1®.  Per  un  punto  qualunque  F della  retta  CD  con- 
ducete EF  parallela  ad  AB;  il  piano  RS  che  passa  per 
le  due  rette  CD,  EF  è parallelo  ad  AB.  Conducete  per 
ciascuna  delle  rette  AB,  CD,  un  piano  perpendicolare 
al  piano  BS;  l’intersezione  RH  dei  due  piani  BAG,  CDK 
è perpendicolare  al  piano  RS  e per  conseguenza  alle 
rette  AB,  CD. 

Qualunque  altra  retta  ID,  condotta  tra  le  due  linee 
AB,  CD,  è obliqua  almeno  a una  di  queste  rette.  In- 
fatti, conducete  DL  parallela  ad  AB;  la  retta  ID, esterna 
al  piano  BAG,  è obliqua  al  piano  RS;  dunque  essa  non 
è perpendicolare  ad  entrambe  le  linee  CD  e LD,  nè  per 
conseguenza  alle  rette  CD  e AB. 

2°.  La  retta  RH  è la  minima  distanza  tra  la  retta 
AB  e il  piano  RS,  dunque  è anche  la  minima  distanza 
tra  AB  e CD. 


TEOBBMA  VII. 

Se  da  un  punto  A preso  nell’  interno  d’ un  angolo 
diedro  BEFC,  si  conducono  le  perpendicolari  AB,  AC 
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alle  sue  facce,  V angolo  di  queste  due  rette  è il  sup- 
plemento dell’  angolo  rettilineo  del  diedro,  (fig.  281.) 

Poiché  le  rette  AB  e AC  sono  perpendicolari  rispet- 
tivamente alle  facce  BEH  e CEF,  il  piano  BAC  è perpendi- 
colare a ciascuna  delle  facce  e per  conseguenza  alla  co- 
stola EF  deir  angolo  diedro.  Dunque  l’ angolo  BDG  è il 
rettilineo  dell’  angolo  diedro  EF  ed  ha  per  supplemento 
1’  angolo  BÀG,  poiché  gli  angoli  B e C del  quadrilatero 
ABDC  sono  retti. 

Scolio.  — Quando  l’ angolo  diedro  GEFC  è ottu-' 
so  (fig.  282.) la  perpendicolare  AB  incontra  il  prolun- 
gamento della  faccia  GEF,  non  vi  ha  più  quadrilatero 
convesso;  ma  i triangoli  rettangoli  BDO,  AGO  avendo 
un  angolo  opposto  al  vertice,  i due  angoli  CAO,  BDO 
sono  eguali,  e l’angolo  BAG  è ancora  il  supplemento  del- 
l’angolo rettilineo  GDG. 

TEOREHA  Vili. 

1®.  Qualunque  punto  A del  piano  bisettore  d’ un 
angolo  diedro  è ugualmente  lontano  dalle  due  facce  di 
quest’  angolo. 

2“.  Qualunque  punto  F,  preso  all’  interno  dell’  an- 
golo diedro  e fuori  del  piano  bisettore , è disugual- 
mente distante  dalle  due  facce  del  diedro,  (fig.  283.) 

Conducete  pel  punto  dato  A o P,  le  perpendicolari 
alle  facce  dell’angolo  diedro,  il  piano  di  queste  rette  è 
perpendicolare  alla  costola,  ed  incontra  le  facce  ed  il 
piano  bisettore  seguendo  le  rette  GB,  CD,  CA. 

Compiuta  questa  costruzione,  fate  una  dimostra- 
zione analoga  a quella  del  Teorema  IV,  cap.  Ili,  lib.  I. 
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TEOBEMA.  IX. 

Se  quattro  piani , che  passano  per  la  stessa  linea 
retta  MN,  vengono  tagliati  da  un  piano  qualunque  ABE, 
i rapporti  anarmonici  delle  quattro  rette  d’ intersezione 
AB,  AC,  AD,  AE  sono  costanti,  (fìg.  S84.) 

Infatti, conducete  un  piano  FBE  perpendicolare  alia 
retta  MN  e sieno  BE,  FB,  FC,  FD,  FE  le  linee  seguendo 
le  quali  esso  incontra  il  piano  ABE  e i quattro  piani 
che  passano  per  la  retta  MN.  Il  fascio  delle-  quattro  rette 
AB,  AC,  AD,  AE  e quello  delle  quattro  rette  FB,  FC,  FD,  FE 
hanno  una  trasversale  comune  BE  ; dunque  i loro  rap- 
porti anarmonici  che  sono  due  a due  eguali  ai  rapporti 
anarmonici  dei  quattro  punti  B,  C,  D,  E sono  eguali  tra 
loro.  Ma  i rapporti  anarmonici  del  fascio  FBCDE  sono 
costanti,  qualunque  sia  la  posizione  del  piano  FBE  per- 
pendicolare ad  MN  ; dunque  ec. 

Scolio. — I quattro  piani  che  passano  per  la  stessa 
retta  MN  formano  un  fascio  i cui  diedri  sono  misurati 
dagli  angoli  corrispondenti  del  fascio  delle  quattro  rette 
FB,  FC,  FD,  FE. 

Si  chiamano  rapporti  anarmonici  di  un  fascio  di 
quattro  piani  quelli  del  fascio  delle  quattro  rette,  il 
cui  piano  è perpendicolare  all’  intersezione  dei  quattro 
piani. 

Corollario.  — Se  una  retta  qualunque  BE  incon- 
tra un  fascio  di  quattro  piani,  i rapporti  anarmonici 
dei  punti  d’intersezione  B,  C,  D,  E sono  eguali  a quelli 
del  fascio  dei  quattro  piani. 


Digitized  by  Google 


LIBRO  QUINTO. 


219 


CAPlTOliO  VI. 
Angoli  poliedri. 


1.  Si  chiama  anfl'o/o  poliedro  la  porzione  dello  spa- 
zio compresa  tra  molli  piani  SÀB,  SBC,  SCO,  SDE,  SEÀ 
che  passano  per  uno  stesso  punto  S (fig.  285.)  Il  punto  S 

n’è  il  vertice,  e gli  angoli  ASB,  BSC, ne  sono  le 

facce.  Si  dà  il  nome  di  costola  dell’  angolo  poliedro  al- 
r intersezione  di  due  facce  consecutive. 

Se  r angolo  poliedro  ha  solamente  tre  facce , si  dice 
angolo  triedro. 

2.  I prolungamenti  delle  costole  dell’  angolo  polie- 
dro SÀBGDE,  al  di  là  del  vertice  S,  formano  un  altro 
angolo  poliedro  SA'B'C'D’E'.  Questi  due  angoli  poliedri 
hanno  le  facce  eguali  due  a due,  e gli  angoli  diedri 
eguali  due  a due  ; ma  la  disposizione  delle  parti  eguali 
non  è la  stessa,  rispetto  a due  facce  eguali  qualunque. 
In  virtù  di  questa  differenza  nell’ordine  delle  parli  eguali 
i due  angoli  poliedri  non  sono  sovrapponibili.  Si  dà  loro 
il  nome  d’ angoli  poliedri  simmetrici. 

3.  Un  angolo  poliedro  è convesso  quando  è tutto  da 
una  stessa  parte  dei  piani,  indehnitamente  prolungati, 
che  lo  formano.  Nel  caso  contrario  si  dice  che  esso  è 
concavo. 

Se  pel  vertice  S di  un  angolo  poliedro  convesso 
SABGD  (fig.  286.)  si  conduce  un  piano  tale  che  le  costole 
SA,  SB,  se, ....  di  quest’  angolo  si  trovino  dalla  stessa 
parte  di  questo  piano,  qualunque  piano  che  gli  sarà  pa- 
rallelo incontrerà  tutte* le  costole  dell’angolo  poliedro 
SABCDE  da  una  stessa  parte  del  vertice  S. 

Qualunque  piano  ABCDE  che  incontra  tutte  le  co- 
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stole  d’ un  angolo  poliedro  convesso  S taglia  la  sua  su- 
perflcie  seguendo  un  poligono  convesso  ABCDE  ; giacché 
l’angolo  poliedro  essendo  tutto  da  una  stessa  parte  di 
ciascuna  delle  sue  facce,  il  poligono  ABCDE  è pure  tutto 
da  una  stessa  parte  delle  rette  che  lo  formano  ; dunque  è 
convessQ. 


VEOREMA  1. 

Una  faccia  qualunque  di  un  angolo  poliedro  è mi- 
nore della  somma  di  tutte  le  altre. 

1".  Consideriamo  l’ angolo  triedro  SABC  (fig.  S87).  11 
teorema  essendo  evidente  per  la  minore  e la  media  delle 
tre  facce,  basta  mostrare  che  la  maggior  faccia  ASB  è mi- 
nore della  somma  delle  due  altre.  Facciamo  V angolo  BSD 
eguale  a BSC,  e tiriamo  una  retta  BA  che  incontri  le  tre 
linee  SB,  SD,  SA.  Prendendo  la  retta  SC  eguale  a SD  e 
conducendo  il  piano  ABC,  abbiamo  i triangoli  eguali  BSD, 
BSC  ; dunque  il  lato  BD  è uguale  a BC  e la  differenza 
AD  dei  due  lati  AB,  BC  del  triangolo  ABC  è minore  dei 
lato  AG. 

Nei  triangoli  ASD,  ASC  il  lato  AD  è minore  di  AC 
e gli  altri  due  lati  sono  rispettivamente  eguali  ; dunque 
abbiamo  l’ angolo  ASD  <[  ASC,  e per  conseguenza  • 

ASD  -H  DSB  0 ASB  < ASC  CSB. 

2°.  Se  l’angolo  poliedro  ha  più  di  tre  facce,  con- 
duciamo per  una  delle  sue  costole,  per  esempio  SB 
(fìg.288),  i piani  diagonali  SBE,  SBD;  i triedri  SABE, 
SBDE,  SBGD  danno  successivamente: 

ASB<ASE4-BSE, 

BSE  < ESD -h  BSD, 

BSD < BSC -h CSD. 
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Sommando  queste  disuguaglianze  membro  a mem- 
bro, e riducendo  avremo: 

ASB  < ASE  + ESD  4-  DSC  4-  CSB. 


TEOREMA,  n. 

La  somma  delle  facce  di  un  angolo  poliedro  con- 
vesso  è minore  di  quattro  angoli  retti. 

1®.  Si  abbia  l’ angolo  triedro  SABC  (fig.  S89.);  pro- 
lunghiamo la  costola  SA  oltre  il  vertice  S;  l’ angolo  trie- 
dro SÀ'BG  dà: 


BSC<BSA'4-CSA'. 

Aggiungendo  ai  due  membri  di  questa  disugua- 
glianza ASB -4- ASC  ed  osservando  che  gli  angoli  ASB, 
BSA'  sono  supplementari,  come  pure  gli  angoli  ASC, 
CSA',  troveremo 

ASB  4-  ASC  -h  BSC  < ASB  4-  BSA'  4-  ASC  CSA' 
ovvero 

ASB  4-  ASC  — f-  BSC  4 retti. 

2®.  Consideriamo  ora  l’ angolo  poliedro  convesso 
SABCDE  (fig.  290.).  Sia  SF  l’intersezione  delle  due  facce 
ASB,  DSC  che  sono  adiacenti  alla  stessa  faccia  BSC; 
nell’ angolo  triedro  SBCF  si  ha: 

BSC<BSF-f-FSC; 

dunque  la  somma  delle  facce  dell’  angolo  poliedro 
SABCDE  è minore  dì  quella  delle  facce  dell’  angolo  po- 
liedro SAFDE  che  ha  una  faccia  di  meno.  Similmente, 
se  la  retta  SG  è l’ intersezione  dei  due  piani  SAB , SDE, 
la  somma  delle  facce  dell’angolo  poliedro  SAFDE  è 
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minore  di  quella  delle  facce  dell’  angolo  triedro  SDGF. 
Ma  quest’ ultima  è minore  di  quattro  retti.,  dunque  a 
più  forte  ragione  la  somma  delle  facce  dell’  angolo  po- 
liedro SABCDE  è minore  di  4 retti. 

TEOREHA  111. 

Se  da  un  punto  0 preso  nell'  interno  di  un  angolo 
triedro  SABC  si  conducono  le  rette  OD,  OE,  OF,  rispet- 
tivamente perpendicolari  ai  piani  SBC,  SAC,  SAB,  l'an- 
golo triedro  ODEF  ha  per  facce  i supplementi  degli  an- 
goli diedri  dell’  angolo  triedro  S.  Reciprocamente  le 
facce  di  S sono  i supplementi  degli  angoli  diedri  di  0. 
(fig.  291.) 

1®.  L’angolo  DOE  è il  supplemento  dell’angolo  die- 
dro se,  poiché  il  suo  vertice  0 è compreso  tra  le  facce 
di  quest’angolo  diedro  e i suoi  iati  OD,  OE  sono  per- 
pendicolari ai  piani  SBC,  SAC  che  formano  il  die- 
dro se. 

Similmente  l’angolo  EOF  è il  supplemento  dell’an- 
golo diedro  S.A  e l’ angolo  DOF  quello  dell’  angolo  die- 
dro SB. 

2°.  Il  piano  EOF  è perpendicolare  ai  due  piani  SAB, 
SAC  e per  conseguenza  alla  loro  intersezione  SA.  Pari- 
menti  la  costola  SB  è perpendicolare  al  piano  FOD  e la 
costola  se  ai  piano  DOE;  dunque,  pel  caso  precedente, 
se  il  punto  S è Dell’interno  dell’angolo  triedro  0,  le 
facce  deli’  angolo  triedro  S sono  i supplementi  dei  die- 
dri di  0. 

Nel  caso  contrario,  si  condurranno  per  un  punto  S', 
preso  nell’ interno  dell’angolo  triedro  0 delle  perpen- 
dicolari S'A',  S'B',  S'C',  a queste  facce,  e l’ angolo  trie- 
dro S'  avrà  per  facce  i supplementi  degli  angoli  diedri 
di  O.  Ma  i due  angoli  triedri  S ed  S'  hanno  le  facce 
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eguali  come  aventi  i loro  lati  paralleli  diretti  nello 
stesso  senso  ; dunque  etc. 

Scolio.  — I due  angoli  triedri  SA6C,  ODEF  diconsi 
supplementari.  — 11  teorema  precedente  è applicabile  a 
un  angolo  poliedro  convesso  qualunque. 

TEOREMA.  IT. 

1®.  Ciascun  angolo  diedro  di  un  angolo  triedro, 
aumentato  di  due  angoli  diedri  retti,  è maggiore  della 
somma  degli  altri  due; 

2®.  La  somma  dei  tre  angoli  diedri  è compresa 
tra  due  e sei  diedri  retti. 

Siano  A,  B,  G i tre  angoli  diedri  di  un  angolo  trie- 
dro ; le  facce  dell’  angolo  triedro  supplementario  sono 

2R— A,  2R— B,  2R— C. 

Ma  ciascuna  di  queste  facce  essendo  minore  della 
somma  delle  altre  due,  si  ha: 

2R_ A < 2R  — B + 2R  — C ; 

da  cui  si  dedu9e  : 

■ B 4-  C < A 2R . 

2°.  La  somma  delle  facce  dell’  angolo  triedro  sup- 
plementario è minore  di  quattro  retti,  dunque  si  ha  : 

6R-(A4-B-+-C)<4R, 
e per  conseguenza 

A4-B  + C>2R. 

Inoltre  ciascun  angolo  diedro  essendo  minore  di 
due  retti,  la  loro  somma  A -4-  B + C è minore  di  6 retti. 
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Scolio.  — Un  angolo  triedro  si  dice  rettangolo  se 
lia  un  angolo  diedro  retto  ; birettangolo  se  ha  due  an- 
goli diedri  retti  e trirettangolo  se  ha  tre  angoli  diedri 
retti. 


rEOREIHA  T. 

Se  un  angolo  S ha  due  angoli  diedri  SB,  SC 
eguali,  le  facce  ASC,  ASB  opposte  a questi  angoli  sono 
eguali,  (fig.  S92.) 

Conducete  per  un  punto  qualunque  A della  costola 
SA  i piani  ABD,  ACD  rispettivamente  perpendicolari  alle 
costole  SB,  SC;  la  loro  intersezione  AD  è perpendicolare 
al  piano  BSC.  I triangoli  rettangoli  ABD,  ACD  hanno 
il  lato  AD  comune  e gli  angoli  ABD , ACD  eguali , 
perchè  sono  i rettilinei  dei  due  angoli  diedri  eguali 
SB,  SC;  dunque  le  loro  ipotenuse  AB,  AC  sono  eguali. 
1 triangoli  rettangoli  ABS,  ACS  che  hanno  l’ ipotenusa 
comune  e un  lato  eguale  rispettivamente,  sono  pure 
eguali;  dunque  l’angolo  ASB  è uguale  a ASC. 

Corollario.  — Se  i tre  angoli  diedri  di  un  angolo 
triedro  sono  eguali,  le  sue  tre  facce  sono  eguali. 


TEOREMA  VI. 

\ 

Se  due  angoli  diedri  SC,  SB  di  un  angolo  trie- 
dro S sono  disuguali,  la  faccia  ASB,  opposta  all’  an- 
golo maggiore  SC  è maggiore  di  ASC,  opposta  al- 
V altro  angolo  SB.  (fig.  293.) 

Infatti  conduciamo  per  la  retta  SC  il  piano  SCD  che 
forma  con  BSC  un  angolo  diedro  eguale  all’  angolo  die- 
dro SB.  L’ angolo  triedro  SBDC  avendo  due  diedri  eguali, 
le  facce  BSD,  CSD  opposte  a questi  angoli  sono  eguali; 


l!- 
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ora  abbiamo  nell’  angolo  triedro  SAGO. 

ASC  < ASD  -h  DSC  ; 

dunque  sostituendo  l’angolo  ^SD  a DSC  avremo  : 
ASC<ASB. 

Corollario.  — Le  proposizioni  contrarie  dei  due 
precedenti  sono  evidenti. 

Scolio.  — Due  angoli  triedri  simmetrici  sono  so- 
vrapponibili , se  uno  di  questi  angoli  ha  due  facce 
eguali  0 due  angoli  diedri  eguali. 

TEOBEMA.  VII. 

Due  angoli  triedri  S,  S' sono  eguali  se  hanno  un  an- 
golo diedro  eguale  compreso  tra  due  facce  rispettiva- 
mente eguali  e disposte  nello  stesso  ordine,  (fig.  294.) 

Siene  1’  angolo  diedro  SB  =r  S'B',  l’ angolo  ASB  = 
A'S'B'  e r angolo  BSC  = B'S'C'.  Dico  che  i due  angoli 
triedri  S,  S'  sono  eguali,  dato  che  la  disposizione  delle 
parti  eguali  sia  la  stessa. 

Infatti,  ponete  l’angolo  A'S'B'  sopra  l’angolo  egua- 
le ASB  ; gli  angoli  diedri  S'B',  SB  essendo  eguali,  il 
piano  B'S'C'  coincide  col  piano  BSC,  e siccome  gii  an- 
goli B'S'C',  BSC  sono  eguali,  il  l^o  S'C'  prende  la  dire- 
zione di  SC;  dunque  le  due  facce  A'S'G',  ASC  coincidono 
e i due  angoli  triedri  sono  eguali. 

Corollario.  — Dalla  dimostrazione  precedente  si 
deduce  che  1“  le  facce  A'S'C',  ASC  sono  eguali;  2“  gli 
angoli  diedri  S'A',  SA  sono  eguali  come  pure  gli  angoli 
diedri  S'C',  SC. 

Scolio. — Se  la  disposizione  delle  parti  eguali  fosse 
differente,  l’angolo  triedro  S darebbe  eguale  al  simme- 
trico dell’  angolo  triedro  S'. 
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TEORBMA.  VUl. 

Due  angoli  triedri  S,  S'  sono  eguali,  se  hanno  una 
faccia  eguale  adiacente  a due  angoli  diedri  eguali  ri- 
spettivamente, e disposti  nello  stesso  ordine. 

La  dimostrazioQQ  è analoga  alla  precedente. 

Scolio.  — Se  la  disposizione  delle  parti  eguali  fosse 
differente,  l’angolo  triedro  S sarebbe  eguale  al  simme- 
trico deir  angolo  triedro  S'. 

TEOREMA,  n. 

Due  angoli  triedri  S,  S'  sono  eguali  se  hanno  le 
tre  facce  rispettivamente  eguali  e disposte  nello  stesso 
ordine.  ((ìg.  S95.) 

Abbiasi  1’  angolo  ASB  eguale  a A'S'fi',  l’ angolo  BSG 
eguale  a B'S'C'  e l’ angolo  ASC  eguale  ad  A'S'C':  L’ egua- 
glianza  dei  due  angoli  triedri  S,  S'  sarebbe  evidente,  se 
due  angoli  diedri  S.\,  S'A',  che  sono  compresi  tra  due 
facce  rispettivamente  eguali  c disposte  nello  stesso  or- 
dine, fossero  eguali. 

Per  dimostrare  i’  eguaglianza  degli  angoli  diedri 
SA,  S'A',  conducete  per  un  punto  qualunque  A della  co- 
stola  SA  il  piano  BAG  perpendicolare  sopra,  questa  retta; 
prendete  la  linea  S'A'  eguale  a SA  e tirate  il  piano  B'A'C' 
perpendicolare  sopra  S'A';  dico  che  gli  angoli  rettilinei 
BAG,  B'A'C'  degli  angoli  diedri  SA,  S'A'  sono  eguali.  In- 
fatti, i triangoli  rettangoli  SAB,  S'A'B'  sono  eguali,  per- 
chè hanno  un  lato  eguale  adiacente  a due  angoli  rispet- 
tivamente eguali  ; dunque  il  lato  SB  = S'B'  e il  Iato 
AB  = A'B'.  A causa  dell’  eguaglianza  dei  triangoli  ret- 
tangoli SAC,  S'A'C'  si  ha  pure  il  lato  SC  = S'C'  e il 
lato  AC=A'C'.  I triangoli  SBC,  S'B'C',  hanno  allora  uPi 
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angolo  eguale  compreso  Ira  due  lati  eguali  e per  con- 
seguenza il  lato  BC  è eguale  a B'C';  dunque  i triangoli 
•ABC,  À'B'G'  hanno  i tre  lati  rispettivamente  eguali  e 
P angolo  BAC  è uguale  a B'A'C'. 

Scolio.  — Ho  supposto  nella  dimostrazione  prece- 
dente che  il  piano  BAC  incontri  le  costole  SB,  SC  lo  che  ha 
luogo  tutte  te  volte  che  gli  angoli  ASB,  ASC  sono  acuti. 

Nel  caso  contrario,  prendete  sulle  costole  dei  due 
angoli  triedri  S,  S'  delle  lunghezze  eguali  SD,  SE,  SF, 
S'D',  S'E',  S'F'  e conducete  i piani  DEF,  D'E'F'.  I trian- 
goli isosceli  SDE,  S'D'E'  sono  eguali  perchè  hanno  un 
angolo  eguale  compreso  tra  due  lati  rispettivamente 
eguali,  dunque  il  lato  DE  è uguale  a D'E'.  Similmente 
DF  = D'F'  e EF  = E'F';  laonde  i triangoli  DEF,  D'E'F' 
sono  eguali  e T angolo  EDF  è uguale  a E'D'F'. 

I due  angoli  triedri  DSEF,  D'S'E'F'  hanno  allora  le 
facce  rispettivamente  eguali  e disposte  nello  stesso  or- 
dine; di  più  gli  angoli  SDE,  SDF  sono  acuti;  dunque  si 
può  applicare  la  dimostrazione  precedente  per  provare 
l’ eguaglianza  degli  angoli  diedri  SD,  S'D'. 

Corollario  I.  — Se  la  disposizione  delle  facce 
eguali  non  fosse  la  stessa  negli  angoli  tiedri  S,  S'  questi 
angoli  non  sarebbero  che  simmetrici. 

Corollario  II.  — Due  angoli  triedri  sono  eguali 
0 simmetrici  se  hanno  le  tre  costole  rispettivamente  pa- 
rallele e dirette  nello  stesso  senso  o in  senso  contrario. 

Infatti  le  loro  facce  sono  eguali  due  a due  e dispo- 
ste nello  stesso  ordinerò  in  modo  differente. 

TBOnEMA.  X. 

Due  angoli  triedri  S,  Si  sono  eguali  se  hanno  i 
diedri  rispettivamente  eguali  e disposti  nello  stesso 
ordine. 
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Siene  T e T' gli  angoli  triedri  rispettivamente  supple- 
mentari a S e S'.  I due  angoli  triedri  S,  S'  avendo  i loro 
diedri  rispettivamente  eguali  e disposti  nello  stess’  or- 
dine, gli  angoli  T,  T'  hanno  le  loro  facce  rispettiva-’ 
mente  eguali  e disposte  nello  stess’  ordine  ; dunque  i 
loro  angoli  diedri  sono  eguali.  Laonde  le  facce  dell’an- 
golo triedro  S che  sono  i supplementi  degli  angoli 
diedri  di  T,  sono  eguali  alle  facce  di  S'  che  sono  pure 
i supplementi  degli  angoli  diedri  di  T';  dunque  S e S' 
.sono  eguali. 

Scolio.  — Se  la  disposizione  dei  diedri  eguali  non 
fosse  la  stessa,  1’  angolo  triedro  S sarebbe  eguale  al 
simmetrico  di  S'. 


M*roòiemi  <f«>  viaoMvere» 

1.  — Condurre  per  un  ponto  dato  ona  retta  perpendico- 
lare a un  piano  dato. 

2.  — Condurre  per  un  ponto  dato  on  piano  perpendico- 
lare ad  una  retta  data. 

3.  — Condurre  per  un  ponto  dato  ona  retta  perpendico- 
lare a ona  retta  data. 

4.  — Condurre  per  un  punto  dato  ona  retta  che  in- 
contri due  rette  non  situate  nello  stesso  piano. 

5.  — Qualunque  retta  egualmente  inclinata  sopra  tre 
rette  che  passano  pel  suo  piede  in  un  piano  è perpendico- 
lare a questo  piano. 

'6.  — Condurre  per  ona  retta  data  on  piano  parallelo  a 
un’  altra  retta. 

V 7. — Condurre  per  on  punto  on  piano  parallelo  a due 
f^le  date. 

^ 8.  — Condurre  una  retta  parallela  a una  retta  data  e 
che  incontri  due  rette  non  situate  nello  stesso  piano. 
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9.  — Dae  piani  condotti  perpendicolarmente  a un  terzo 
l>er  due  rette  parallele,  sono  paralleli.  — Le  proiezioni  di 
due  rette  parallele  sullo  stesso,  piano  sono  parallele. 

10.  — Se  una  retta  è perpendicolare  a un  piano,  la 
proiezione  di  questa  retta  sopra  un  piano  qualunque  è per- 
pendicolare alla  linea  d’ intersezione  dei  due  piani. 

11.  — La  somma  degli  angoli  diedri  d' un  angolo  polie- 
dro di  n facce  è compreso  tra  2(n  — 2)  retti  e 2n  retti. 

12.  — Due  angoli  poliedri  sono  eguali  se,  eccettuati  un 
angolo  diedro  e le  due  facce  adiacenti,  hanno  gli  angoli 
diedri  eguali,  le  facce  eguali  ed  una  sìmile  disposizione 
delle  parti  eguali. 

13.  — Due  angoli  poliedri  sono  eguali  se,  eccettuati  una 
faccia  e i due  angoli  diedri  adiacenti,  le  facce  sono  eguali, 
gli  angoli  diedri  eguali  e disposti  nello  stess’  ordine. 

14.  — Due  angoli  poliedri  sono  eguali  se,  eccetto  tre 
facce  0 tre  angoli  diedri  consecutivi,  le  facce  e gli  angoli 
diedri  sono  eguali  e disposti  nello  stess’  ordine. 

15.  — Tagliare  un  angolo  poliedro  a quattro  facce  con 
un  piano  tale  che  la  sezione  prodotta  risulti  un  parallelo- 
grammo. 

16*.  — In  qualunque  angolo  triedro,  i piani  bisettori 
degli  angoli  diedri  si  tagliano  seguendo  una  stessa  retta. 

17*.  — In  qualunque  angolo  triedro,  i piani  condotti 
per  le  costole  e per  le  bisettrici  delle  facce  opposte  si  ta- 
gliano seguendo  una  stessa  reità. 

18*. — In  qualunque  angolo  triedro,  i piani  condotti  per 
le  bisettrici  delle  facce,  perpendicolarmente  a queste  facce, 
si  tagliano  seguendo  una  stessa  retta. 

19*.  — I piani  condotti  per  le  costole  di  un  angolo 
triedro,  perpendicolarmente  alle  facce  opposte,  si  tagliano 
seguendo  una  stessa  retta. 

20*.  — In  qualunque  angolo  triedro,  la  somma  degli 
angoli  formati  dalle  costole  colle  bisettrici  delle  facce  op- 
poste, è minore  della  somma  delle  facce. 

21*.  — Qualunque  angolo  triedro  è equivalente  all’  ec- 
cesso della  semisomma  dei  suoi  tre  angoli  diedri  sopra  un 
angolo  retto. 

IG 
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22*.  — Qualunque  piano  parallelo  a due  lati  opposti  di 
un  quadrilatero  storto,  divide  proporzionalmente  gli  altri 
due  lati. 

23*.  — Se  una  prima  retta  divide  proporzionalmente 
due  lati  opposti  di  un  quadrilatero  storto,  e se  una  seconda 
retta  divide  proporzionalmente  gli  altri  due  lati  del  quadri- 
latero: 1°  queste  due  rette  sono  in  uno  stesso  piano;  2°  cia- 
scuna di  esse  è divisa  dall’altra  in  due  segmenti  proporzio- 
nali ai  segmenti  dei  lati  che  essa  non  incontra. 

24*.  — Qualunque  piano  trasversale  determina  sui  quat- 
tro lati  di  un  quadrilatero  storto  otto  segmenti  tali  che  il 
prodotto  di  quattro  segmenti  che  non  hanno  estremità  co- 
muni, è uguale  al  prodotto  degli  altri  quattro. 

25*.  — In  qualunque  esagono  storto  ABC  abc  che  ha  i 
lati  opposti  AB  e ab,  BC  e bc,  Ca  e cA  eguali  e paralleli,  i 
mezzi  D,  E,  F,  d,  e,  ^ dei  lati  sono  in  uno  stesso  piano. 

26*. — In  un  poligono  storto  ABCD  ....  abcd . . . . , d’  un 
numero  pari  di  Iati,  che  ha  i Iati  opposti  AB  e ab,  BC  e bc, 
CD  e cd,  ec.,  eguali  e paralleli,  le  rette  Aa,  Bb,  Cc,  ec., 
che  uniscono  i vertici  opposti,  e quelle  che  uniscono  i mezzi 
L,  M,  N,  cc.,  I,  m,  n,  ec.,  dei  lati  opposti,  passano  per  un 
solo  punto. 

27*.  — Le  rette  che  passano  per  i mezzi  dei  lati  opposti 
d’un  quadrilatero  storto  s’incontrano,  e il  loro  punto  d’ in- 
tersezione é situato  nel  mezzo  della  retta  che  unisce  i mezzi 
delle  diagonali. 

28*.  — Una  retta  è ugualmente  inclinata  sopra  due  piani 
che  s’ incontrano  se  incontra  entrambi  in  punti  egualmente 
distanti  dalla  loro  intersezione.  La  reciproca  è vera? 

29*.  — Il  punto  d’ incontro  delle  altezze  del  triangolo 
che  si  ottiene  tagliando  un  angolo  triedro  trirettangolo  con 
un  piano  qualunque,  è la  proiezione  del  vertice  dell’angolo 
triedro  su  questo  piano. 

30*.  — Se  un  angolo  triedro  trirettangolo  è tagliato  da 
un  piano  che  incontra  le  sue  tre  costole,  1°  il  triangolo  in- 
tercetto sopra  ciascuna  delie  facce  è medio  proporzionale 
Ira  la  sua  proiezione  sul  piano  secante  e la  sezione  che 
questo  piano  determina  nell’  angolo  triedro  ; 2°  il  quadrato 
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di  questa  sezione  è ogaale  alla  somma  dei  quadrati  delle 
sue  proiezioni  sulle  facce  dell’  angolo  triedro. 


LUOGHI  GEOMETRICI. 

1.  Se  pel  piede  di  un’  obliqua  a un  piano  si  conducono 
delle  rette  qualunque  in  questo  piano  e che  per  un  ponto 
dato  sull’  obliqua  si  conduca  la  perpendicolare  a ciascuna  di 
queste  rette,  quale  sarà  il  luogo  dei  piedi  di  queste  perpen- 
dicolari? 

2.  — Qual  è il  luogo  dei  punti  tali  che  ciascuno  di  essi 
sia  egualmente  distante  da  tre  punti  dati  non  situati  in  linea 
retta? 

3.  — Trovare  il  luogo  dei  ponti  tali  che  la  somma  o la 
differenza  dei  quadrati  delle  distanze  di  ciascuno  di  essi  a 
due  ponti  dati  sia  costante.* 

4.  — Dati  due  piani  e un  punto  esterno  ad  entrambi , se 
per  questo  punto  si  conduce  una  retta  qualunque  sino  al- 
r incontro  dei  due  piani , qual  è il  luogo  del  ponto  armonico 
coniugato  del  ponto  dato  rispetto  ai  due  punti  d’interse- 
zione della  retta  e dei  due  piani  ? 

5.  — Qual  è il  luogo  geometrico  del  mezzo  di  una  retta 
di  lunghezza  costante,  le  coi  estremità  sono  obbligate  a re- 
stare sopra  due  altre  rette  rettangolari  e non  situate  nello 
stesso  piano? 

6‘.  — Trovare  il  luogo  dei  ponti  le  cui  distanze  a due 
piani  paralleli  sono  proporzionali  a due  lunghezze  date. 

7*.  Qual  è il  luogo  dei  punti  egualmente  distanti  da  tre 
piani  le  cui  intersezioni  sono  parallele? 

8*.  Qual  è H luogo  dei  ponti  egualmente  distanti  dalle 
tre  facce  di  un  angolo  triedro? 

9*.  Qual  è il  luogo  dei  ponti  egualmente  distanti  dalle 
tre  costole  di  un  angolo  triedro? 
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1.  — Poliedro  è un  corpo  terminato  da  tutte  le 
parti  da  piani  ; i poligoni  che  questi  piani  formano  me- 
diante le  loro  intersezioni  sono  le  facce  del  poliedro  e 
il  loro  insieme  costituispe  la  sua  superficie. 

Si  sono  dati  io  particolare  i nomi  di  tetraedro,  esae- 
dro, ottaedro,  dodecaedro,  icosaedro  ai  poliedri  di  cui 
il  numero  delle  facce  è eguale  a quattro,  sei,  otto,  do- 
dici, venti. 

Si  chiamano  angoli  di  un  poliedro  gli  angoli  po- 
liedri formati  dalle  sue  facce;  — vertici  di  un  poliedro, 
i vertici  dei  suoi  angoli  ; — cgstole  di  un  poliedro,  i iati 
delle  sue  facce; — diagonali,  le  rette  che  uniscono  due 
vertici  non  situati  sulla  stessa  faccia. 

2.  — Un  poliedro  è regolare,  quando  i suoi  angoli 
sono  eguali , e le  sue  facce  sono  poligoni  regolari 
eguali. 

3.  — Un  poliedro  è convesso,  se  è tutto  da  una 
stessa  parte  di  ciascuno  dei  piani,  indefinitamente  pro- 
lungati, che  lo  limitano.  Nel  caso  contrario,  si  dice 
concavo. 

Una  linea  retta  non  può  incontrare  la  superficie  di 
un  poliedro  convesso  in  più  di  due  pilbli,  e un  piano 
la  taglia  sempre  seguendo  un  poligono  convesso,  per- 
chè questo  poligono  è tutto  da  uno  stesso  lato  delle 
rette  che  lo  formano. 
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4,  — Fra  i poliedri  si  distinguono  ; 1“  il  prisma 
2“  la  piramide. 

1°.  Lemma.  — Se  per  i lati  di  un  poligono  qualun- 
que ABCDE,  si  conducono  da  una  stessa  parte  del  piano 
ABC,  le  rette  AF,  BG,  CH,  DK,  EL  parallele  ed  eguali, 
le  loro  estremità  sono  i vertici  di  un  poligono  eguale 
e parallelo  al  poligono  dato.  (fig.  296). 

Poiché,  le  rette  AF,  BG  essendo  eguali  e paral- 
lele, il  quadrilatero  ABGF  è un  parallelogrammo;  dun- 
que FG  è uguale  e parallela  ad  AB;  del  pari  le  rette  GH, 
HK,  ec.,  sono  rispettivamente  eguali  e parallele  alle 
rette  BC,  CD,  ec.  Dunque  i due  poligoni  AD,  FK  sono 
eguali  e paralleli. 

Scolio.— Si  chiama  prisma  il  poliedro  ABCDEFGHKL 
che  ha  due  facce  AD,  FK  eguali  e parallele,  e di  cui 
le  altre  facce  sono  parallelogrammi. 

Le  facce  eguali  e parallele  sono  le  basi  del  prisma, 
e l’insieme  delle  altre  facce  forma  la  sua  superficie 
laterale.  La  retta  che  misura  la  distanza  delle  due  basi  è 
l’ altezza  del  prisma. 

Un  prisma  è retto  o obliquo  secondochè  i piani  delle 
sue  facce  laterali  sono  perpendicolari  0 obliqui  sopra 
le  basi.  — Le  facce  laterali  di  un  prisma  retto  sono 
rettangoli. 

Un  prisma  è triangolare,  quadrangolare,  penta- 
gonale, ec.,  secondochè  la  sua  base  è un  triangolo,  un 
quadrilatero,  un  pentagono,  ec. 

Se  si  taglia  un  prisma  con  un  piano  non  parallelo 
alla  sua  base,  si  chiama  tronco  di  prisma  la  porzione 
del  prisma  compresa  tra  una  delle  basi  e il  piano  secante. 

Un  prisma  toglie  nome  di  parallelepipedo  quando 
le  sue  basi  sono  parallelogrammi  ; di  modo  che  il  paral- 
lelepipedo è compreso  tra  sei  facce  che  sono  parallelo- 
grammi.  (fig  297.) 


Digitized  by  Google 


:254 


GEOMETRIA  SOLIDA. 


Se  il  parallelepipedo  è retto  e se  le  sue  basi  sono 
rettangoli,  gli  si  dà  il  nome  di  parallelepipedo  rettan- 
golo (fig.  298),  Si  chiamano  dimensioni  di  un  paralle- 
lepipedo rettangolo  le  tre  costole  che  passano  per  lo 
stesso  vertice.  — Il  parallelepipedo  rettangolo^  di  cui  le 
sei  facce  sono  quadrati,  è un  cubo  o esaedro  regolare. 

2°.  Se  si  taglia  un  angolo  poliedro  S con  un  piano 
ÀBCDE  che  incontra  tutte  le  costole,  il  poliedro  SABGDE, 
formato  dalle  facce  dell’angolo  S e dal  piano  secante, 
ha  ricevuto  il  nome  di  piramide,  (fig.  299.) 

Il  poligono  ABCDE  è la  base  della  piramide  che  ha 
per  superficie  laterale  l’ insieme  delle  facce  triangolari 
SAB,  SBC,  ec.  Dicesi  vertice  della  piramide  il  punto  S, 
e altezza  la  retta  SF  che  misura  la  distanza  del  vertice 
alla  base. 

La  piramide  è triangolare,  quadrangolare,  penta- 
gonale, ec.,  secondochè  la  base  è un  triangolo,  un  qua- 
drilatero, xxn  pentagono,  ec. — Si  dice  che  essa  è rego- 
lare quando  ha  per  base  un  poligono  regolare,  e che 
la  retta  che  unisce  il  centro  di  questo  poligono  al  ver- 
tice della  piramide  è perpendicolare  alla  base. 

Se  si  taglia  una  piramide  con  un  piano  qualunque, 
la  porzione  di  questo  poliedro  compresa  tra  la  base  e 
il  piano  secante,  è chiamata  piramide  troncata  o tronco 
di  piramide. 
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CAPlTOIiO  1. 
Prisma  e Parallelepipedo. 


VEOBEHA  1. 

Le  sezioni  MNOPQ,  RSTUV  fatte  in  un  prisma 
ABCH  da  due  piani  paralleli , sono  poligoni  eguali, 
(fig.  300.) 

Infatti,  le  intersezioni  MN,  RS  dei  due  piani  pa- 
ralleli con  la  faccia  AG  del  prisma  sono  parallele  ; in 
oltre  sono  eguali  perchè  comprese  tra  le  due  rette  pa- 
rallele AF,  RG.  Del  pari  si  proverebbe  che  i lati  ST, 
TU,  ec.  della  sezione  RSTUV,  sono  rispettivamente  pa- 
ralleli e eguali  ai  lati  NO,  OP,  ec.  della  sezione  MNOPQ. 
Questi  poligoni  hanno  eziandio  gli  angoli  eguali  ciascuno 
a ciascuno;  poiché  questi  angoli,  considerati  due  a due, 
hanno  i loro  lati  paralleli  e diretti  nello  stesso  senso-, 
cosi  l’angolo  RST  è uguale  all’angolo  MNO,  l’angolo 
STU  è uguale  all’angolo  NOP,  ec.  Laonde  le  sezioni 
MNOPQ,  RSTUV  che  hanno  i lati  eguali  e gli  angoli 
rispettivamente  eguali  sono  eguali. 

Corollario  I.  — Qualunque  sezione  fatta  in  Ub 
prisma  da  un  piano  parallelo  alla  base  è uguale  a que- 
sta base. 

Corollario  II.  — Qualunque  sezione  fatta  da  un 
piano  in  un  parallelepipedo  è un  paralfelogrammo. 

Scolio.  — Si  da  il  nome  di  sezione  retta  a qua- 
lunque sezione  fatta  in  un  prisma  da  un  piano  perpen- 
dicolare alle  costole  laterali. 
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TEOBEMA.  11. 

1°.  Ze  facce  opposte  di  un  parallelepipedo  sono 
parallele  ed  eguali; 

2“.  Gli  angoli  triedri  opposti  sono  simmetrici, 
(fig.  301.) 

1°.  Le  basi  AG,  EG  del  parallelepipedo  AG  sono,  in 
virtù  della  definizione  di  questo  poliedro , eguali  e pa- 
rallele. Dico  che  vale  lo  stesso  per  due  facce  opposte 
qualunque  BG  e All. 

Infatti,  le  facce  del  parallelepipedo  essendo  paral- 
lelogrammi, le  rette  BF,  AE  sono  eguali  e parallele; 
vale  lo  stesso  per  BC  e AD.  Ora  gli  angoli  EAD,  FBC 
che  hanno  i lati  paralleli  e diretti  nello  stesso  senso, 
sono  eguali  e i loro  piani  sono  paralleli  ; dunque  i pa- 
rallelogrammi BG,  AH  hanno  un  angolo  eguale  com- 
preso tra  due  lati  rispettivamente  eguali  e sono  eguali. 

2°.  Dico  che  gli  angoli  triedri  opposti  B e H sono 
simmetrici.  Poiché  se  formo  il  simmetrico  HD'E'G'  del- 
l’ angolo  IlDEG,  prolungando  le  sue  costole  al  di  là  del 
vertice  H,  i due  angoli  triedri  BACF,  HD'E'G'  hanno  le 
costole  parallele  due  a due  e dirette  nello  stesso  senso; 
dunque  le  loro  facce  parallele  sono  eguali  e disposte  nello 
stesso  ordine.  Laonde  questi  angoli  triedri  sono  eguali. 

Scolio.  — Si  possono  prendere  per  basi  di  un  pa- 
rallelepipedo due  facce  opposte  qualunque,  poiché  esse 
sono  eguali  e parallele. 

TEOBEMA  ni. 

Le  diagonali  di  un  parallelepipedo  sono  disu- 
guali  e si  dividono  mutuamente  in  due  parti  eguali, 
(fig.  302.) 
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Consideriamo  due  diagonali  qualunque  AG,  CE  del 
parallelepipedo  AG.  Le  costole  AE,  CGdi  questo  poliedro 
sono  eguali  e parallele  ; dunque  il  quadrilatero  ACGE 
è un  parallelogrammo  e le  sue  diagonali  AG,  CE  che 
sono  disuguali,  si  dividono  scambievolmente  in  due  parti 
eguali  nel  punto  0.  • 

Corollario.  — Se  il  parallelepipedo  è rettangolo  i 
due  quadrilateri  ACGE,  BDHP  sono  rettangoli  eguali; 
dunque  le  diagonali  del  parallelepipedo  rettangolo  sono 
eguali  e si  dividono  mutuamente  in  due  parti  eguali. 

Scolio.  — Si  chiama  centro  di  un  parallelepipedo 
il  punto  d’incontro  delle  sue  diagonali,  perchè  divide 
in  due  parti  eguali  qualunque  retta  tirata  da  questo 
punto  fino  all’  incontro  della  superfìcie  del  {parallele- 
pipedo. 


TBORCMA  IV* 

La  somma  dei  quadrati  delle  diar/onali  di  un  pa- 
rallelepìpedo è uguale  alla  somma  dei  quadrati  delle 
dodici  costole,  ((ig.  302.) 

Conduciamo  per  le  costole  opposte  AE  e CG,  BF 
e DH  del  parallelepipedo  AG,  i piani  ACGE,  BDHF.  Il 
quadrilatero  ACGE  essendo  un  parallelogrammo,  ab- 
biamo 

AG*4-CE*  = 2AE*-^2AC*. 

^ 11  parallelogrammo  BDHF  dà  pure; 

BH*  + DF*  = 2BF*  + 2BD* . 

Aggiungendo  queste  eguaglianze  membro  a mem- 
bro e osservando  che  BF  è uguale  ad  AE,  avremo: 

AG*  4-  BH*4-  CE*  + DF*=  4AE*  2AC*  -f-  2BD*. 
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Ma  AG  e 6D  sono  le  diagonali  del  parallelogrammo 
ABCD;  dunque 

AC*+BD*=t2AB*4-2AD*; 
per  conseguenza 

AG*  4-  BH*  4-*CE*  4-  DF*  = 4 AE*  4-  4 AB*  4-  4 AD* . 

Corollario.  — Se  il  parallelepipedo  è rettangolo, 
le  sue  diagonali  sono  eguali,  e l’eguaglianza  precedente 
si  riduce  a 

AG*  = AE*4-AB*4- AD*, 

vale  a dire  che  il  quadrato  di  una  diagonale  è uguale 
alla  somma  dei  quadrati  delle  tre  costole  che  partono 
da  uno  sfesso  vertice. 

Scolio.  — Il  quadrato  della  diagonale  di  un  cubo 
è uguale  al  triplo  del  quadrato  del  suo  lato. 


CAPlTOIiO  n. 

niaiira  del  Parallelepipedo  e del  Prisma. 


TEOREMA.  1. 

Due  prismi  sono  eguali  quando  hanno  un  angolo 
triedro  eguale  compreso  ira  facce  rispettivamente  eguali, 
(fig.  303.) 

Supponiamo, nei  due  prismi  AK,.\'K',  l’angolo  trie- 
dro A eguale  all’  angolo  triedro  A',  il  poligono  ABCDE 
eguale  al  poligono  A'B'C'D'E'e  i parallelogrammi  ABGF, 
AELF  rispettivamente  eguali  ai  parallelogrammi  A'B'G'F', 
A'E'L'F'. 
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Per  dimostrare  l’ eguaglianza  di  questi  due  prismi, 
poniamo  il  poligono  A'B'C'D'E'  sopra  ABCDE  ; poiché  gli 
angoli  triedri  A e A'  sono  eguali,  il  piano  B'A'F'  s’applica 
sopra  BAF,  il  piano  E'A'F'  sopra  EAF  e la  retta  A'F' 
prende  la  direzione  di  AF.  Ora  il  piano  G'B'C'H'  è pa- 
rallelo alla  retta  A'F';  dunque  coincide  col  piano  GBCII 
parallelo  ad  AF;  egualmente  il  piano  H'C'D'K'  s’  ap- 
plica sopra  HGDR,  ec.  In  oltre  le  rette  AF,  BG,  ec.,  A'F', 
B'G',  ec.,  sono  eguali;  dunque  i due  poligoni  F'G'H'R'L', 
FGHRL  coincidono,  e i prismi  AR,  A'R'  sono  eguali. 

Corollario.  — Due  prismi  retti  sono  eguali  se 
^ hanno  le  basi  uguali  e le  altezze  eguali. 

Poiché  hanno  gii  angoli  triedri  due  a due  eguali  e 
compresi  fra  tre  facce  rispettivamente  eguali. 

La  loro  eguaglianza  si  può  anche  dimostrare  colla 
sovrapposizione  diretta. 

Scolio.  — Se  n é il  numero  dei  lati  della  base 
ABCDE  del  prisma  AR,  vi  bisognano  2n — 3 condizioni 
per  l’ eguaglianza  dei  due  poligoni  ABCDE,  A'B'C'D'E',  e 
per  conseguenza  2n  condizioni  per  l’ eguaglianza  dei 
due  prismi  AR,  A'R'. 


TBOBEMA  11. 

Qualunque  prisma  obliquo  è equivalente  a un  pri- 
sma retto , che  ha  per  altezza  una  delle  costole  laterali 
del  prisma  obliquo  e per  base  la  sua  sezione  retta, 
(fig.  381.) 

Sia  AR  un  prisma  obliquo  che  ha  per  base  i poli- 
goni ABCDE  e*  FGHRL.  Per  l’ estremità  A ed  F della  co- 
stola  laterale  AF  conduco  i piani  AB'C',  FG'H'  perpendi- 
colari a questa  retta.  Le  sezioni  AB'C'D'E',  FG'H'R'L'  sono 
due  poligoni  eguali,  poiché  i loro  piani  sono  paralleli  ; 
per  conseguenza,  il  poliedro  AR'  é un  prisma  retto  che 
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ha  per  altezza  la  costola  laterale  AF  del  prisma  obliquo 
AK  e per  base  la  sua  sezione  retta  AB'C'D'E'.  Dico  che 
questi  due  prismi  sono  equivalenti. 

Infatti,  ì due  prismi  AK,  AK'  hanno  il  poliedro 
ABCDEFG'H'K'L'  di  comune;  quindi  basta  provare  che 
il  poliedro  AD  è uguale  al  poliedro  FK.  Sovrappongo  le 
due  sezioni  eguali  AB'C'D'E',  FG'H'K'L'  in  modo  che  esse 
coincidano  ; le  costole  BB',  GG'  che  sono  rispettivamente 
perpendicolari  a queste  sezioni  e che  hanno  la  stessa 
lunghezza  AF  — BG'  prendono  allora  la  stessa  direzione, 
e le  loro  estremità  B,  G si  applicano  1’  una  sull’  altra. 
Accade  lo  stesso  pei  vertici  G e H,  D e K,  E ed  L. Laonde 
i due  poliedri  AD,  EK  avendo  i medesimi  vertici  sono 
eguali  ; e per  conseguenza  i due  prismi  AK,  AK'  sono 
equivalenti. 


TEOREMA,  m. 

Due  parallelepipedi  rettangoli  che  hanno  basi 
eguali  stanno  tra  loro  come  le  altezze,  (fìg.  304.) 

Consideriamo  i d ue  parallelepipedi  rettangoli  ABCDE, 
ABCDK  che  hanno  la  stessa  base  ABCD  e di  cui  le  al- 
tezze sono  AE , AK.  Supponiamo  in  prima  queste  altezze 
commensurabili  e la  loro  massima  comune  misura  AO 
contenuta  5 volte  in  AE,  3 volte  in  AK;  avremo 

5 

AK  ~ 3 ■ 

Conduciamo  per  i punti  di  divisione  della  retta  AE 
dei  piani  paralleli  alla  base  AG  ; le  sezioni  sono  eguali 
alla  base,  e il  parallelepipedo  ABCDE  è diviso  in  5 pa- 
rallelepipedi rettangoli  eguali  ad  ABGDO  perchè  hanno 
le  basi  eguali  e le  altezze  eguali.  Ma  il  parallelepipedo 
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ABCDK  ne  contiene  3;  dunque 

ABCDE  _ 5 _ AE 
ABCDK  ~ 3 ~ AK  ■ 

Si  dimostra  col  ragionamento  ordinario  che  questi 
rapporti  sono  ancora  eguali  quando  le  altezze  non  hanno 
comune  misura. 


TBOBBHA  IV. 

Due  parallelepipedi  rettangoli  P,  P'  che  hanno 
una  dimensione  comune  stanno  tra  loro  come  i prodotti 
delle  altre  due  dimensioni. 

Sieno  a,  b,  c\q  tre  dimensioni  del  parallelepipedo 
P e a , b',  c'  quelle  di  P'.  Costruiamo  un  parallelepipedo 
rettangolo  P'  avente  per  dimensioni  a,  b,  c';  i paral- 
lelepipedi P e P*  hanno  una  faccia  eguale  di  cui  le  di- 
mensioni sono  a e b;  dunque: 

E_—  ^ 

P'  ~ c'  ‘ 

I parallelepipedi  P"  e P'  hanno  pure  una  faccia 
eguale  che  ha  per  dimensioni  a e c';  dunque 

P"_  6 

P'~  b" 

Moltiplicando  le  eguaglianze  precedenti  membro  a 
membro  e sopprimendo  il  fattore  P'  comune  ai  due 
termini  del  primo  rapporto,  si  ha: 
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Due  parallelepipedi  rettangoli  P,  P'  stanno  tra  loro 
come  i prodotti  delle  loro  tre  dimensioni. 

Sieoo  a,  6,  c le  dimensioni  del  parallelepipedo  P; 
a',  b',  c'  quelle  di  P'  e a,  b,  c'  quelle  di  un  terzo  pa- 
rallelepipedo P"  che  si  paragona  successivamente  agli 
altri  due.  I parallelepipedi  P,  P"  hanno  una  faccia  eguale 
che  ha  per  dimensioni  a e b;  dunque 

P _ c 
V"  ~ c'  ■ 


I parallelepipedi  P"  e P'  hanno  una  dimensipne  co- 
mune c';  dunque 

P'  ~ a' ^ 6'* 

Moltiplicando  le  eguaglianze  precedenti  membro  a 
membro  e riducendo,  si  ha: 


P^ 

P' 


_o  V * V ® 
~à'^b’^7‘ 


Corollario  I.  — Se  5»  conviene  di  prendere  per 
unità  di  volume  il  cubo  fatto  sull’  unità  di  lunghezza, 
e che  P'  sia  questo  cubo,  le  sue  dimensioni  a',  b’,  c' 
sono  eguali  all’ unità  lineare,  e l’eguaglianza 

L— i vi V ® 

P'  “ a'  b'  c' 

dimostra  che  il  numero  astratto  che  esprime  la  misura 
del  parallelepipedo  rettangolo  P'  è uguale  al  prodotto 
dei  tre  numeri  che  rappresentano  le  misure  delle  dimen- 
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sioni  a,  ò,  c di  questo  parallelepipedo.  Questo  resultato 
si  enuncia  ordinariamente  nella  maniera  seguente:  il 
volume  di  un  parallelepipedo  rettangolo  è uguale  al 
prodotto  delle  sue  tre  dimensioni. 

Corollario  II.  — Se  conveniamo  altresì  di  pren- 
dere per  unità  di  superficie  il  quadrato  fatto  sopra 

r unità  lineare,  e osserviamo  che  il  prodotto  X ^ è 

a 0 

allora  la  misura  di  una  delle  facce  del  parallelepipedo  P, 
avremo  questo  nuovo  enunciato  del  teorema  precedente: 
il  volume  di  un  parallelepipedo  rettangolo  è uguale 
al  prodotto  della  sua  base  per  la  sua  altezza. 

Scolio.  — L’  unità  di  volume,  vale  a dire  il  metro 
cubo  si  divide  in  1,000  decimetri  cubi;  il  decimetro  cubo 
in  1,000  centimetri  cubi,  e il  centimetro  cubo  in  1,000 
millimetri  cubi. 


TKORKÌHA  VI. 

Il  volume  di  un  parallelepipedo  è uguale  al  pro- 
dotto della  sua  base  per  la  sua  altezza. 

1“.  Consideriamo  il  parallelepipedo  retto  ABCDEFGH 
(fig.305)  che  ha  per  base  il  parallelogrammo  ABCDe  per 
altezza  AE.  Per  un  punto  qualunque  A della  costola  AB , 
che  appartiene  ad  una  delle  basi,  conduciamo  un  piano 
perpendicolare  a questa  costola  ; la  sezione  AEH'D'  è un 
rettangolo,  poiché  le  facce  opposte  BE,  Cll  del  paral- 
lelepipedo dato  sono  perpendicolari  alle  basi  AC,  EG. 
11  parallelepipedo  proposto  AG  è equivalente  al  paralle- 
lepipedo retto  che  avrebbe  la  sezione  AEH'D'  per  base 
e la  costola  AB  per  altezza.  Ma  quest’  ultimo  parallele- 
pipedo retto  è rettangolo,  poiché  la  sua  base  é un  ret- 
tangolo, ed  ha  quindi  per  misura  il  prodotto  delle  sue 
tre  dimensioni  AE,  AD’,  AB.  Dunque  il  parallelepipedo 
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AG  ha  altresì  per  misura  AEXAD'  XAB,  cioè  il  pro- 
dotto della  sua  altezza  AE  per  la  base  ABCD;  giacché 
l’area  di  questa  base  è uguale  ad  AD'XAB. 

2°.  Sia  AG  un  parallelepipedo  obliquo  che  ha  per 
base  il  parallelogrammo  ABCD  (fig.  306.)  Per  un  punto 
qualunque  E della  costola  EF  che  appartiene  ad  una 
delle  basi,  conduco  un  piano  perpendicolare  a questa 
costola,  ed  osservo  che  il  parallelepipedo  proposto  è equi- 
valente al  parallelepipedo  retto  che  avrebbe  la  sezione 
retta  EKNO  per  base  e la  costola  EF  per  altezza.  Sia  ER 
la  perpendicolare  condotta  dal  punto  E al  piano  ABCD; 
questa  retta  è ad  una  volta  l’ altezza  del  parallelepipedo 
proposto  AG  e quella  del  parallelogrammo  EKNO,  giac- 
ché essa  è compresa  nel  piano  di  questo  quadrilatero  ed 
è perpendicolare  al  lato  KN.  Dunque  il  parallelepipedo 
retto  ha  per  misura  ER  X EO  X EF  ; e per  conse- 
guenza il  volume  del  parallelepipedo  AG  è uguale  ad 
ER  X EO  X EF,  cioè  al  prodotto  della  sua  altezza  ER 
per  la  sua  base  EFGH  che  ha  per  misura  EO  XEF.(') 

Corollario. — Due  parallelepipedi  che  hanno  basi 
equivalenti  stanno  tra  loro  come  le  altezze.  Reciproca- 
mente, due  parallelepipedi  che  hanno  le  altezze  eguali 
stanno  tra  loro  come  le  basi. 

TEOREMA  Tn. 

Il  piano , condotto  per  due  costole  opposte  di  un 
parallelepipedo  lo  divide  in  due  prismi  triangolari 
equivalenti,  (fig.  307.) 

Nel  parallelepìpedo  AG  le  due  costole  BF,  DH  sono 

(*)  Da  questo  teorema  si  deduce  agevolmente  la  conseguenza  che  : se  da 
uno  dei  vertici  di  un  parallelepipedo  si  abbassano  delle  perpendicolari  sulle 
tre  facce  non  adiacenti,  il  prodotto  di  ciascuna  perpendicolare  per  la  faccia 
corrispondente  è costante.  (T.) 
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parallele  e il  piano  di  queste  due  rette  divide  il  paral- 
lelepipedo in  due  prismi  triangolari  ABDEFH,  BCDFGH, 
giacché  le  facce  laterali  di  questi  poliedri  sono  paral- 
lelogrammi e le  loro  basi  sono  triangoli  eguali  e paral- 
leli. Dico  che  questi  prismi  sono  equivalenti. 

1®.  Supponiamo  il  parallelepipedo  AG  retto;  i due 
prismi  triangolari  sono  anche  retti  ed  eguali  perchè 
hanno  le  basi  eguali  e la  medesima  altezza. 

2“.  Se  il  parallelepipedo  è obliquo,  conduciamo  il 
piano  WKOP  perpendicolare  alle  costole  laterali  del  pa- 
rallelepipedo, ed  osserviamo  che  il  prisma  obliquo 
ABDEFII  è equivalente  al  prisma  retto  che  avrebbe  per 
base  la  sezione  retta  MNP  del  prisma  obliquo  e per  al- 
tezza la  sua  costola  laterale  BF;  parimenti  il  prisma 
obliquo  DBCIIFG  è equivalente  al  prisma  retto  che  ha 
per  base  la  sua  sezione  retta  NOP  e per  altezza  la  sua 
costola  laterale  BF.  Ma  le  basi  MNP,  NOP  dei  due  pri- 
smi retti  sono  eguali,  perchè  hanno  i tre  lati  rispetti- 
vamente eguali;  questi  prismi  hanno  inoltre  la  stessa 
altezza  BF  ; dunque  sono  eguali,  e i prismi  obliqui 
DBCIIFG,  ABDEFII  sono  per  conseguenza  equivalenti.  (*) 

■ (*)  Io  virtù  di  questo  teorema  qualunque  prisma  può  trasformarsi  in  un 

parallelepipedo  rettangolo  che  abbia  la  stessa  altezza  c base  equivalente;  lo  che 
corrisponde  alla  trasformazione  di  un  poligono  in  un  rettangolo  che  abbiamo 
dimostrata  nella  Geometria  piana.  Volendo  spingere  più  oltre  questa  analogia 
bisognerebbe  trasformare  il  parallelepipedo  rettangolo  in  un  cubo  ( che  corri- 
sponde alla  trasformazione  di  un  rettangolo  iu  un  quadrato)  e costruire  un  cubo 
il  cui  volume  fosse  uguale  alla  somma  dei  volumi  di  due  dati  cubi  (che  corri- 
sponde alla  proposizione  di  Pitagora  ).  Ma  questi  due  problemi  non  possono 
essere  costruiti  mediante  la  linea  retta  e il  cerchio;  infatti,  indichiamo  con 
a,  b,  c le  dimensioni  del  parallelepipedo  rettangolo  dato  e con  a;  il  lato  su 
cui  dev’essere  costruito  il  cubo  che  si  cerca,  avremo  pel  primo  problema: 

3 

= a . b . c ovvero  x = \/  n . b . cj 

pel  secondo  problema,  indicando  con  a,  b,  y i lati  dei  due  cubi  dati  c di 
quello  che  si  cerca,  avremo: 

3 

z:x  J^b^  ovvero  y = \/  o®  -j.  ò*. 

Come  si  vede  le  soluzioni  di  questi  due  problemi  richiedono  un’estra- 

17  • 
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Corollario.  — Il  prisma  triangolare  ABDE  è equi- 
valente alla  metà  del  parallelepipedo  A(ì  che  ha  la  me- 
desima altezza  del  prisma  ed  una  base  doppia. 


TEOREMA  im. 

Il  volume  di  un  prisma  è uguale  al  prodotto  della 
sua  base  per  la  sua  altezza. 

Sia  in  prima  il  prisma  triangolare  ABCE  (fig.  308.) 
Conduciamo  per  la  costola  BD  un  piano  parallelo  a CAF 
e per  la  costola  CE  un  piano  parallelo  a BAF.  Il  paralle- 
lepipedo AK  è doppio  del  prisma  ABE  e il  suo  volume  è 
uguale  al  prodotto  della  sua  base  2 ABC  per  la  sua  al- 
tezza EG  ; dunque  il  prisma  ABE  ha  per  misura  ABC  X EG, 
vale  a dire  il  prodotto  delta  sua  base  per  la  sua  altezza. 

Consideriamo  in  secondo  luogo  il  prisma  poligonale 
ABCK  (fìg.  309.)  Conduciamo  per  la  costola  AF  e per  cia- 
scuna delle  rette  CH,  DK  che  le  sono  parallele  dei  piani 
che  dividono  il  poliedro  in  prismi  triangolari  della  stessa 
altezza  del  prisma  poligonale,  e di  cui  le  basi  sono  i 
triangoli  ABC,  ACD,  ADE.  Indicando  con  II  l’altezza  co- 
mune a questi  prismi,  avremo 

Prisma  ABC  = ABC  X H* 

Prisma  ACD  = ACD  X H- 
Prisma  ADE  = ADE  X H* 


zione  di  radice  cubica,  mentre  tutte  le  costruzioni  che  .si  possono  eseguire  colla 
linea  retta  e col  cerchio  contengono  solo  radici  quadrate;  per  conseguenza 
queste  costruzioni  non  sono  più  bastevoli  per  le  soluzioni  dei  due  problemi 
precedenti,  e si  richiede  per  quest’oggetto  l’aiuto  di  linee  curve  la  cui  legge 
di  formazione  è meno  semplice.  — Facendo  a — b nel  valore  di  y , si  ha 
3 

y = a , che  esprime  il  problema  della  dnplicaiione  del  cubo,  famoso 
3 

presso  gli  antichi;  siccome  ù un  numero  incommensurabile ^ questo  pro- 
blema non  può  essere  risoluto  che  per  approssimazione.  (T.) 
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Dunque  il  prisma  poligonale  è uguale  a 
(ABC  + ACD  ~h  ADE)  X H, 

vale  a dire  al  prodotto  della  sua  base  per  la  sua  altezza.  (‘)  • 

Corollario.  — Due  prismi  che  hanno  basi  equiva- 
lenti sono  tra  loro  come  le  altezze.  Rccipracamente  due 
prismi  della  stessa  altezza  sono  tra  loro  come  le  basi. 


CAPITOIiO  111. 
Piramide. 


TEOREMA  I. 

1°.  Qualunque  piano  abcde  parallelo  alla  base 
ABCDE  di  una  piramide  SABCDE  divide  le  costole  la- 
terali e V altezza  in  segmenti  proporzionali. 

2".  La  sezione  abcde  fatta  nella  piramide  è simile 
alla  base.  (fìg.  310.) 

i°.  Se  per  il  vertice  S della  piramide  si  conduce  il 
piano  MN  parallelo  alla  base,  le  costole  SA,  SB,  ec.,  e 
l’altezza  SF  sono  divise  in  segmenti  proporzionali  dai  tre 
piani  paralleli  AD,  ad,  MN;  dunque  si  ha: 

Sa  : oA  : : Sé  : 6B  : : ec : : sf:  /r . 

2®.  I triangoli  SAB,  SBC,  SCD,  ec.,  essendo  rispet- 
tivamente simili  ai  triangoli  Sab,  Sbe,  Sed,  ec.,  si  ha: 

AB  : ab  : : SB  : sb 

Bc  : fcc  : : sb  : sb  : ; se  : sc 
CD  : cc?  : : sc  : Se  : : ec. 

(*)  Da  questa  proposizione  risulta  che:  la  finse  di  un  prisma  sta  alfa 
sezione  retta,  come  la  costola  laterale  sta  all*  altezza.  l.ionòe\ì  sezione  ietxz 
è minore  della  base,  eccetto  quando  il  prisma  è retto.  (T.) 
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dunque 

AB  : ab  : ; BC  bc  \ l CD '.cdy.  ec. 

i L’ angolo  ABC  è uguale  ad  abc  perchè  hanno  i loro 
lati  paralleli  e diretti  nello  stesso  senso;  parimenti  l’an- 
golo BCD  è uguale  a bcd;  l’ angolo  CDE  a cde,  ec.  Dun- 
que i due  poligoni  abcde,  ABCDE  che  hanno  gli  angoli 
eguali  e i lati  omologhi  proporzionali  sono  simili. 

Corollario. — La  sezione  a6c<?e  essendo  simile  alla 
base , si  ha: 

abcde  I ABCDE  : ! afe*  I AB* . 

ab  : ab:  :sfe  :sb:  rs/TSE. 

dunque 

abcde  : ABCDE  : ; S/’  : SF*. 

Da  ciò  resulta  questo  teorema  : Le  sezioni  fatte  in 
una  piramide  da  due  piani  paralleli  sono  tra  loro 
come  i quadrati  delle  loro  distanze  al  vertice  della 
piramide. 


TCOREMA  O. 

Se  due  piramidi  S , S'  hanno  altezze  eguali,  e 
si  tagliano  con  piani  paralleli  alle  basi  e egualmente 
distanti  dai  vertici , le  sezioni  stanno  tra  loro  come 
le  basi.  (fig.  Sii.) 

Supponiamo  l’altezza  SE  della  piramide  SABC  uguale 
all’  altezza  S'E'  della  piramide  S'A'B'C'D'  e prendiamo 
su  queste  linee  lunghezze  eguali  Se,  S'e';  conduciamo 
poscia  pel  punto  e il  piano  abc  parallelo  ad  ABC  e pel 
punto  e'  il  piano  a’b'c'd'  parallelo  ad  A'B'C'D'. 

Abbiamo  nella  piramide  SABC, 

abc  : ABC  : Se*  : SE*, 
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e nella  piramide  S'A'B'C'D' 

a'b'c'd'  : A'B'C'D'  ! : SV‘  I S'E'* . 

dunque 

abc  : ABC  ::  a'b'c'd' : 

Corollario.  — Se  le  basi  delle  due  piramidi  sono 
equivalenti,  le  sezioni  abc,  a'b'c’d'  lo  sono  altresì. 

TEOREHA  lU. 

Due  piramidi  sono  eguali  quando  hanno  un  an- 
golo diedro  eguale,  compreso  fra  la  base  e una  faccia 
laterale  rispettivamente  eguali  e disposte  nello  stesso 
ordine,  (fìg.  312.) 

Supponiamo  nelle  piramidi  SABCD,  S'A'B'C'D'  l’ aor 
golo  diedro  AB  eguale  all’  angolo  diedro  A'B',  il  poli- 
gono ABCD  eguale  ad  A'B'C'D'  e il  triangolo  SAB  eguale 
a S'A'B'. 

Per  dimostrare  1’  eguaglianza  delle  due  piramidi 
S,  S'  poniamo  il  poligono  ABCD  sopra  A'B'C'D';  gli  an- 
goli diedri  AB,  A'B'  essendo  eguali,  e la  disposizione 
delle  facce  eguali  essendo  la  stessa  nelle  due  piramidi, 
il  piano  SAB  s’applica  sopra  S'A'B'.  Ora  i due  triangoli 
SAB,  S'A'B'  sono  eguali,  dunque  il  lato  AS  prende  la  di- 
rezione di  A'S'  e i due  punti  S,  S'  coincidono.  Da  ciò 
resulta  la  coincidenza  delle  facce  SBC,  S'B'C',  quella 
delle  facce  SDC,  S'D'C'  e inOne  quella  delle  facce  SAD, 
S'A'D';  dunque  le  due  piramidi  S,  S'  sono  eguali. 

Scolio. — Se  n è il  numero  dei  lati  della  base  della 
piramide  SABC,  bisognano  2w — 3 condizioni  per  l’egua- 
glianza dei  poligoni  ABCD,  A'B'C'D',  e per  conseguenza 
2n  condizioni  per  l’ eguaglianza  delle  piramidi  S,  S'. 
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TEOIieiIift.  IV. 

Due  piramidi  triangolari  che  hanno  le  basi  equi- 
valenti e le  altezze  eguali  sono  equivalenti,  (fig.  313.) 

Sieno  SABC,  S'A'B'C'  due  piramidi  triangolari  poste 
sullo  stesso  piano;  supponiamo  le  loro  basi  ABC,  A'B'C' 
equivalenti  e le  loro  altezze  eguali  alla  retta  AT  perpen- 
dicolare al  piano  delle  basi;  dico  che  queste  piramidi 
SODO  equivalenti. 

Infatti,  ammettiamo  che  sieno  disuguali  e che  SABC 
sia  la  maggiore  ; indichiamo  la  loro  differenza  cou  un 
prisma  avente  per  base  il  triangolo  ABC  e per  altezza 
la  retta  Ax.  Dividiamo  la  retta  AT  in  parti  eguali,  mi- 
nori di  Ax  e facciamo  passare  per  i punti  di  divisione 
y,  z,  2^  dei  piani  paralleli  alle  basi;  ciascuno  di  questi 
piani  determina  nelle  due  piramidi  delle  sezioni  equi- 
valenti, poiché  le  basi  sono  equivalenti.  Conduciamo  per 
il  lato  BC  della  base  della  maggior  piramide  un  piano 
parallelo  alla  costola  S.A  fino  all’incontro  del  piano  della 
sezione  seguente  DEF  ; questi  piani  formano  colle  facce 
dell’  angolo  triedro  ABCD  un  prisma  triangolare  di  cui 
una  parte  è esteriore  alla  piramide.  Facendo  la  stessa 
costruzione  su  ciascuna  sezione  DEF,  GHK,  LMN,  avremo 
tanti  prismi  quante  sono  le  divisioni  nell’ altezza  AT  e 
la  loro  somma  sarà  maggiore  della  piramide  SABC. 

Se  costruiamo  pure  un  prisma  sotto  ciascuna  se- 
zione della  piramide  S'A'B'C'  conducendo  per  le  rette 
E'F',  H'K',  M'?J'  dei  piani  paralleli  allo  spigolo  S'A', 
avremo  tanti  prismi  iscritti  nella  piramide  S'A'B'C' 
quante  divisioni  sono,  meno  una,  nella  altezza  AT,  e 
la  somma  di  questi  prismi  sarà  minore  della  piramide  ; 
dunque  l’ eccesso  della  somma  dei  prismi  circoscritti  a 
SABC  sulla  somma  dei  prismi  iscritti  in  S'A'B'C'  de- 
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v’ essere  maggiore  della  differenza  delle  due  piramidi, 
vale  a dire  maggiore  del  volume  del  prisma  ABCa;. 

Ora  il  primo  prisma  circoscritto  SLMN  è equiva- 
lente al  primo  prisma  iscritto  L'M'N'G',  perchè  hanno 
basi  equivalenti  e altezze  uguali  ; così  pure  il  se- 
condo prisma  circoscritto  LGllK  è equivalente  al  se- 
condo prisma  iscritto  G'II'K'D' , ec.  Dunque  la  diffe- 
renza delle  due  somme  di  prismi  è uguale  al  prisma 
ABCD  costruito  sulla  base  ABC  della  maggior  piramide; 
ma  questo  prisma  dovendo  essere  maggiore  del  prisma 
ABCj:,  si  avrebbe 

ABCX  Ay>ABCXAa;, 

lo  che  è assurdo,  poiché  ky  è minore  di  kx.  Dunque  le 
due  piramidi  SABC,  S'A'B'C'  non  possono  essere  disuguali. 

Altra  dimostrazione.  Di  questo  teorema  può  darsi 
un’  altra  dimostrazione  fondata  sul  metodo  dei  limiti. 

Sieno  SABC,  S'A'B'C'  {fig.  382)  due  piramidi  trian- 
golari, che  hanno  le  loro  basi  ABC,  A'B'C'  equivalenti 
e le  loro  altezze  eguali.  Poniamo  queste  piramidi  sullo 
stesso  piano  e dividiamo  una  delle  loro  costole  laterali 
in  un  numero  qualunque  di  parti  eguali,  per  esempio, 
la  costola  SA  in  quattro  parti  eguali.  Dai  punti  di  divi- 
sione D,  E,  F conduciamo  dei  piani  paralleli  al  piano 
ABC  che  contiene  le  basi;  ciascuno  di  questi  piani  pro- 
duce sezioni  equivalenti  nelle  due  piramidi,  poiché  le 
basi  sono  equivalenti. 

Dai  vertici  G e H della  sezione  DGH  tiriamo  delle 
parallele  alla  costola  SA  sino  all’  incontro  del  piano 
della  base  ABC  e uniamo  i punti  K ed  L d’ intersezione 
colla  retta  KL.  Ciascuno  dei  quadrilateri  ADGK,  ADIIL, 
GKLH  è un  parallelogrammo,  e i triangoli  AKL,  DGH, 
compresi  nei  piani  paralleli  sono  eguali  come  aventi  i 
lati  rispettivamente  eguali;  dunque  il  poliedro  AKLDGII 
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è un  prisma  triangolare.  Costruiamo  al  modo  stesso 
sotto  ciascuna  delle  sezioni  EMN,  l'RQ  della  piramide 
SàDC  un  prisma  che  abbia  questa  sezione  per  base  e 
le  cui  costole  laterali  sieno  parallele  ad  SA  e termi- 
nate al  piano  della  sezione  precedente.  Iscriviamo  pa- 
rimenti nella  piramide  S'A'B'C'  tanti  prismi  quante  sono 
le  sezioni  che  contiene,  e prendiamo  le  loro  costole  la- 
terali parallele  ad  S'A'. 

Prima  di  procedere  oltre  è conveniente  provare  che 
la  piramide  SABCD  è il  limite  verso  il  quale  tende  la 
somma  dei  prismi  iscritti  in  questo  poliedro,  quando  il 
numero  di  questi  prismi  cresce  indefinitamente.  Infatti 
la  differenza  fra  la  piramide  e la  somma  dei  prismi 
iscritti  è evidentemente  minore  del  tronco  di  piramide 
compreso  tra  i piani  paralleli  SBC , FKL.  Ma  la  distanza 
di  questi  piani  è minore  di  FS  ovvero  di  una  delle  divi- 
sioni di  SA,  quindi  la  spessezza  del  tronco  di  piramide 
e per  conseguenza  il  suo  volume  diminuisce  indefinita- 
mente quando  si  divide  SA  in  parti  eguali  di  più  in  più 
piccole.  Dunque  ec. 

Ciò  posto  osserviamo  che  il  prisma  ADGII  iscritto 
^nella  piramide  SABC  è equivalente  al  prisma  A'D'G'H' 
iscritto  nella  piramide  S'A'B'C',  perchè  hanno  la  stessa 
altezza  e leliasi  DGH,  D'G'H'  equivalenti;  e similmente 
sono  equivalenti  i prismi  DEMN,  D'E'M'^i',  e i prismi 
EFRQ,  E'F'R'Q';  dunque  la  somma  dei  prismi  iscritti 
nella  piramide  SABC  è uguale  a quella  dei  prismi  iscritti 
nella  piramide  S'A'B'C'.  Se  ora  raddoppiamo  indefinita- 
mente il  numero  delle  divisioni  della  costola  SA,  e per 
conseguenza  quello  dei  prismi  iscritti  in  ciascuna  pira- 
mide, la  somma  dei  prismi  iscritti  in  SABC  non  cessa 
di  essere  eguale  a quella  dei  prismi  iscritti  in  S'A'B'C'; 
laonde  i limiti  di  queste  due  somme,  cioè  le  piramidi 
SABC,  S'A'B’C'  sono  equivalenti. 
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Il  volume  di  una  piramide  è uguale  al  terzo  del 
prodotto  della  sua  base  per  la  sua  altezza,  (fig.  314.) 

Consideriamo  prima  la  piramide  triangolare  SABC. 
Conduciamo  per  il  vertice  S un  piano  parallelo  alla 
base  ABC  e per  la  costola  AC  un  piano  parallelo  alla 
retta  SB;  la  piramide  SABC  è il  terzo  del  prisma  trian- 
golare SDEABC.  Infatti  il  prisma  è uguale  alla  somma 
delle  piramidi  SABC,  SACED;  ma  la  piramide  quadran- 
golare SACED  è divisa  dal  piano  SAE  in  due  piramidi 
triangolari  SADE,  SACE  equivalenti , poiché  hanno  lo 
stesso  vertice  S e le  loro  basi  ADE,  ACE,  situate  sullo 
.stesso  piano,  eguali.  Inoltre  le  due  piramidi  SABC,  SADE 
hanno  basi  eguali  ABC,  SDE  e la  stessa  altezza  SO  del 
prisma;  dunque  sono  equivalenti,  ed  il  prisma  SDEABC 
è il  triplo  della  piramide  SABC. 

Poiché  il  prisma  ha  per  misura  il  prodotto  ABCXSO, 
il  volume  della  piramide  triangolare  SABC  é uguale  a 

i ABC  X SO. 

O 

Consideriamo  ora  la  piramide  poligonale  SABCDE, 
(fig.  315)  e conduciamo  dei  piani  per  SA  e ciascuna  delle 
costole  se,  SD;  la  piramide  data  verrà  divisa  in  tante  pi- 
ramidi triangolari  quanti  lati  meno  due  ha  il  poligono 
ABCDE,  e tutte  queste  piramidi  hanno  la  medesima  al- 
tezza SO  della  piramide  poligonale.  Or  noi  abbiamo 

Pir.  SABC=  I ABCXSO 
o 

Pir.  SACD=  1 ACDXSO 
o 

Pir.  SADE=i  1 ADEXSO; 
o 
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dunque  il  volume  della  piramide  SABCDE  è uguale 
a ^ (ABC  H- ACD  4- ADE)  X St),  cioè  al  terzo  del  prò- 

O 

dotto  della  sua  base  per  la  sua  altezza.  (*) 


(*)  Il  volume  della  piramide  triangolare  (i  può  ottenere  direttamente  nel 
seguente  modo. 

lodicLiamo  con  b la  base  e con  h l’altezza  della  piramide  data.  Dividiamo 
quest’altezza  in  n parti  eguali  e per  ciascuno  dei  punti  di  divisione  conduciamo 
dei  piani  paralleli  alla  base.  Sieno  b^  , ] le  sezioni  succesive 

prodotte  da  questi  piani.  Costruiamo  adesso  dei  prismi  che  abbiano  per  basi 

b 

rispettivamente  b,  bj  , bf  , . 6n_|  , per  altezza  comune  - e per  co- 

n 

stole  rette  parallele  ad  una  delle  costole  della  piramide  ; verremo  cosi  a for- 
mare un  volume  V che  sarà  evidentemente  maggiore  del  volume  P della  pi- 
ramide. Se,  prendendo  per  basi  successive  />i  , bj  , ....  bn—^  , costruiamo 
dei  prismi  interni,  verremo  a formare  un  volume  o minore  di  quello  della 
piramide.  E chiaro  che  aumentando  il  numero  n i volumi  V e o subiscono 
delle  variazioni  inverse  ; il  primo  diminuisce  mantenendosi  però  sempre  mag- 
giore del  volume  della  piramide , il  secondo  aumenta  restando  sempre  minore 
di  P.  Ora  si  ha  : 


y z=  ^b  .J.  bj  *3  4.  ....  + 

<"  = //<,  -P  *3  + -P  *«-l 


per  conseguenza  /, 

y — V = b.  -j 

n 


il  quale  valore  diminuisce  indefinitamente  al  crescere  di  n.  Dunque  il  volume 
P della  piramide  è il  limite  verso  il  quale  tendono  i volumi  V e o quando  n 
aumenta.  Laonde  potremo  scrivere 


P = Hm. 


h 


+ 6,  + . . 


Indichiamo  con  b una  qualunque  delle  sezioni  , b.  . . . .;  avremo 


b^  ; b f b — b.-  I : b»j 


da  cui 


= (^)’ 


Facendo  in  questa  relazione  b = I,  3,  3,....  n — I,  c sostituendo 
i valori  che  ne  risultano  in  quello  di  P , troveremo 

_ + (n  — 1)3^  (n  — 2)84. + 23  4-1 


P = bm. 


■b.b 


Per  trovare  questo  limile,  ricorderemo  dall’ Aritmelira  (Bcrlrand,  pa- 
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Corollario  I.  — Qualunque  piramide  è uguale  al 
terzo  di  un  prisma  della  medesima  base  e della  mede- 
sima altezza. 

Corollario  II.  — Per  misurare  il  volume  di  un 
poliedro  qualunque,  decomponetelo  in  piramidi  unendo 
tutti  i suoi  vertici  ad  un  punto  qualunque  preso  nel- 
l’ interno  del  poliedro.  Determinate  quindi  il  volume  di 
ciascuna  di  queste  piramidi,  e fate  la  .somma  delle  loro 
misure. 


gina  310  ) che 

quindi 

Similmente 


quindi 


(/'  4-  t ) S — p»  = 3p*  ^ 3 p + I , 

(r  + *)’  — r* > 3r’- 

pi  — (p  — i — — Cip  — i ) , • 

p’  — (p  — I )S  < 3 p* 


per  ogni  valore  di  p maggiore  di  — . 

3 

Talcbù  potremo  icrivere  : 

(p  + I)5  — dp^  > pi  — {p  — 1)3. 

Facendo  in  queste  disuguaglianze  snccessivamentc  /?  =:  1,  3,  3,  . . . 
sommando^  troviamo 

(«4.  1)3—  1 > 3(Ì4.33^39^,...^.«9)  > „3. 

ovvero,  dividendo  per  3 n3, 

1 

Ma  il  termine  che  moltiplica  - ha  per  limite  1 , quindi 

3 


lim. 


1 + 4.  32  4.  . . . 4.  «S  I 


. n , e 


a’ 


e por  conseguenza 


Da  questa  Tormola  si  deduce  agevolmente  il  volume  di  un  tronco  di  piramide, 
il  quale  ti  può  coniiderare  come  la  dilTercnza  di  due  piramidi.  Se  B e H sono 
la  hate  e l’altezza  della  piramide  maggiore;  ò e A la  base  e l’altezza  della 
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Se  nell’interno  del  poliedro  vi  ha  un  punto  egual- 
mente distante  da  tutte  le  sue  facce  e che  si  prenda 
per  vertice  delle  piramidi,  il  volume  del  poliedro  è 
uguale  al  prodotto  della  sua  superficie  pel  terzo  della 
distanza  di  questo  punto  ad  una  faccia  qualunque. 


piramide  mioore,  il  volomc  T del  tronco  di  piramide  sarà  dato  da 


T=  7 (B  . H — 6 . A). 

3 

Cbiamiamo  k la  distanza  fra  i due  piani  paralleli , avremo  K = II  — A . 
Dippiù 

B : A ::  118  ! /,5. 

da  cui 


V A “ A ’ 


c per  consegncpza 

H=z: 


* B , A = * A' 


/ A 


— \/  b \/ B — /^/ b 

Sostituendo  questi  valori  di  H c A in  quello  di  T , si  trova 


+ a/BA  -1-  A 


) *■ 


Si  può  evitare  il  calcolo  di  una  delle  basi  B e A , osservando  che  si  ha  ; 


A : B ! A®, 


da  cui  A = B.  — , 
A8’ 


ezsendo  <i  ed  A due  lati  omologhi  di  queste  basi. 
Laonde 


T = 


B . A 


Questa  formola  si  applica  più  facilmente  della  precedente.  Il  primo  va- 
lore di  T,  messo  sotto  la  forma 

B^.A  / \*  A 

mostra  cbiaramenle  che  nelle  applicazioni  numeriche , le  quali  non  domandano 
grandissima  esattezza,  e nel  caso  in  cui  le  basi  diSeriscono  poco  l’nna  dal- 
1’  altra , il  volume  del  tronco  di  piramide  è sensibilmente  eguale  alla  semisomma 
delle  basi  moltiplicata  per  l’altezza.  (T.) 
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Se  una  piramide  è tagliata  da  un  piano  parallelo 
alla  sua  base,  il  volume  del  tronco  della  piramide  è 
uguale  alla  somma  dei  volumi  di  tre  piramidi,  che 
hanno  per  altctza  comune  V aUez:^a  del  tronco  e per 
basi  rispettive  la  base  inferiore  del  tronco,  la  base  su- 
periore e una  media  proporzionale  tra  queste  due  basi, 
(fig.  316.) 

Consideriamo  in  prima  il  tronco  di  piramide  trian- 
golare ABCDEF  di  cui  le  basi  ABC , DEF , sono  pa- 
rallele, e tiriamo  i piani  ACE,  CDE  che  dividono  il  tronco 
in  tre  piramidi  triangolari  EABC , CDEF , EACD.  La 
prima  EABC  ha  per  base  il  triangolo  ABC  e per  altezza 
quella  del  tronco,  perchè  il  suo  vertice  E è sul  piano 
DEF.  La  seconda  piramide  CDEF  ha  per  base  il  trian- 
golo DEF  e per  altezza  quella  del  tronco,  poiché  il  suo 
vertice  C è situato  sul  piano  ABC.  In  quanto  alla  terza 
piramide  EACD  trasformiamola  in  un’  altra  GACD  della 
stessa  base  ACD  e della  stessa  altezza,  trasportando  il 
suo  vertice  E al  punto  G dove  la  costola  AB  è incon-^ 
trata  dalla  retta  EG  parallela  ad  AD. 

Ma  la  piramide  GACD  ha  la  stessa  altezza  del 
tronco  e la  sua  base  AGC  è media  proporzionale  tra  i 
triangoli  ABC,  DEF;  infatti  i triangoli  AGC,  ABC  hanno 
la  stessa  altezza,  quindi 

ABC  : AGC  ; : AB  : ag. 

1 triangoli  AGC,  DEF  hanno  un  angolo  eguale, 
dunque 

AGC  : DEF  : : AG  X AC  ; DE  X DF  : : ac  : df  ; 
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ma  i triangoli  equiangoli  ABC,  DEF  danno 

AB  : DE  0 AG  : : AC  : df  , 

dunque 

, ABC  : AGC  : : agc  : def  . 

Abbiasi  in  secondo  luogo  il  tronco  di  piramide 
poligonale  ABCDEFGII,  (fig.  311.)  Costruiamo  sopra  il 
piano  ABC  una  piramide  triangolare  S'A'B'C'  della  stessa 
altezza  della  piramide  SABCD  e di  cui  la  base  A'B'C'  sia 
equivalente  ad  ABCD.  Le  due  piramidi  SA,  S'A'  saranno 
equivalenti,  e il  piano  EFG  determinerà  in  esse  due 
sezioni  equivalenti'  EFGII,  E'F'G';  dunque  la  piramide 
S'E'F'G'  è equivalente  alla  piramide  SEFGH  e per  con- 
seguenza il  tronco  della  piramide  triangolare  è equi- 
valente a quello  poligonale,  dunque,  ec. 

Corollario.  — Sieno  B,  6 le  basi  del  tronco 
della  piramide  e h l’altezza,  il  suo  volume  è uguale 

a»|  h (B-h6  4-v/B6) . 

TEOREMA  TU. 

Il  volume  di  un  tronco  di  prisma  triangolare 
ABCDEF  è uguale  alla  somma  dei  volumi  di  tre  pi- 
ramidi, aventi  per  base  comune  la  base  inferiore  ABC 
del  tronco  e per  vertici  respettivi  i vertici  D,  E,  F, 
della  base  superiore  del  prisma  troncato,  (fig,  318.) 

Infatti  conduciamo  i piani  ACE,  CDE  che  decom- 
pongono il  tronco  di  prisma  in  tre  piramidi  triangolari 
EABC,  EACD,  ECDF.  La  prima  EABC  ha  per  base  il 
triangolo  ABC  e per  vertice  il  punto  E.  La  seconda  EACD 
considerata  come  avente  il  triangolo  ADC  per  base  e il 
punto  E per  vertice  è equivalente  alla  piramide  BACD; 
c questa  può  essere  riguardata  come  avente  il  trian- 
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golo  ABC  per  base  e il  punto  D per  vertice.  La  terza 
piramide  ECDF  è equivalente  alla  piramide  ABCF,  per- 
chè le  loro  basi  EFC,  BFC  sono  equivalenti  e che  i loro 
vertici  D,  A sono  sopra  una  retta  parallela  al  piano  delle 
basi.  Ora  la  piramide  ABCF  può  essere  considerata  come 
avente  per  base  il  triangolo  ABC  e per  vertice  il  punto  F. 
Dunque  il  prisma  triangolare  troncalo  DABC  è uguale 
alla  somma  di  tre  piramidi  aventi  per  base  comune 
il  triangolo  ABC  e per  vertici  i punti  D,  E,  F. 

Corollario  I.  — Sieno  A,  A',  K'  le  distanze  dei 
punti  D,  E,  F al  piano  ABC  e A la  base  del  prisma 

troncalo;  il  suo  volume  è uguale  a i A (A  A'  4-  A"). 

«J 

Laonde  il  volume  di  un  tronco  di  prisma  triangolare 
è uguale  al  prodotto  di  una  delle  sue  basi  pel  teno 
della  somma  delle  tre  perpendicolari  abbassate  sopra 
questa  base,  da  ciascuno  dei  vertici  della  base  opposta. 

Corollario  li.  — Il  volume  di  un  tronco  di  prisma 
triangolare  è uguale  al  prodotto  della  sìia  sezione  retta 
pel  terzo  della  somma  delle  sue  tre  costole  laterali. 


CAPlTOliO  IV. 

SlmlUUadlne. 

Due  poliedri  sono  simili  quando  hanno  gli  angoli 
eguali,  e le  facce  adiacenti  agli  angoli  eguali,  rispetti- 
vamente simili. 

I vertici  di  due  angoli  eguali  sono  punti  omologhi. 
Si  chiamano  costole  omologhe  quelle  di  cui  le  estremità 
sono  punti  omologhi  ; facce  omologhe  quelle  che  hanno 
per  vertici  punti  omologhi  0 che  seno  simili. 

Le  costole  omologhe  di  due  poliedri  simili  sono 
proporzionali. 
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TEOREMA.  X. 

Due  piramidi  sono  simili  quando  hanno  un  an- 
golo diedro,  adiacente  alla  base,  eguale  e compreso  tra 
due  facce  rispettivamente  simili  e disposte  nello  stesso 
ordine,  (fig.  319.) 

Sieno  l’ angolo  diedro  AB  della  piramide  SABCD 
eguale  all’angolo  diedro  ab  della  piramide  sabcd,  la 
base  ABCD  simile  ad  abcd  e il  triangolo  SAB  simile  a 
sab;  dico  che  le  piramidi  sono  simili. 

Infatti  prendete  sopra  la  costola  SA  la  retta  Sa' 
eguale  ad  sa  e conducete  per  il  punto  a'  il  piano  a'b'c’d'  pa- 
rallelo alla  base  ABCD.  Le  piramidi  SABCD,  Sa'ò'c'd' sono 
simili,  poiché  le  loro  facce  sono  rispettivamente  simili 
e i loro  angoli  triedri  sono  rispettivamente  eguali,  come 
aventi  le  loro  costole  parallele  e dirette  nello  stesso  senso. 

Ora  i triangoli  Sa'b',  sab,  simili  al  triangolo  SAB, 
sono  eguali  perchè  hanno  un  lato  eguale  adiacente  a 
due  angoli  eguali  ; parimente  i poligoni  a'b'c'd',  abcd 
sono  eguali  perchè  simili  ad  ABCD  e che  i loro  lati 
omologhi  a'b',  ab  sono  eguali  ; dunque  le  piramidi  Sa'b'c'd', 
sabcd  sono  eguah  perchè  hanno  un  angolo  diedro,  adia- 
cente alla  base,  eguale  e compreso  tra  due  facce  rispet- 
tivamente eguali  e disposte  nello  stess’ ordine, e la  pira- 
mide sabcd  è simile  a SABCD. 

Corollario  I.  — Le  altezze  SO,  so  delle  piramidi 
simili  SABC,  sabc  sono  proporzionali  a due  costole  omo- 
loghe. 

Infatti  il  piano  a’b'c'  essendo  parallelo  ad  ABC,  si  ha: 

SO  : So'  : : sa  : sa' 

ovvero 

so  : so  : : sa  : sa. 


Digiiized  by  Coogle 


LIDHO  SESTO. 


261 


Corollario  li.  —Se  una  piramide  SAI3CD  è tagliata 
da  un  piano  a'b'c'd'  parallelo  alla  sua  base  ABCD,  le 
due  piramidi  SABCD,  Sa'b'c'd'  sono  simili. 

Poiché  i due  angoli  diedri  AB,  a'b'  adiacenti  alle 
basi,  sono  eguali  e compresi  tra  due  facce  rispettiva- 
mente simili  e disposte  nello  stess’ ordine. 

Scolio.  — Se  n è il  numero  dei  lati  della  base 
ABCD,  si  richiedono  2ra  — 4 condizioni  per  la  similitudine 
dei  poligoni  ABCD,  a6crf  e per  conseguenza  2n — 1 condi- 
zioni per  la  similitudine  delle  piramidi  SA,  sa  mentre 
se  ne  richiedono  2n  per  la  loro  eguaglianza. 

TEOaKINJA  ». 

Due  poliedri  simili  possono  esser  decomposti  in 
tino  stesso  numero  di  piramidi  simili  e disposte  nello, 
stess'  ordine,  (fig.  320.) 

Siano  ABE,  abe  due  poliedri  simili;  decomponete 
il  primo  ABE  in  altrettante  piramidi  quante  sono  le 
facce,  unendo  tutti  i vertici  a un  punto  qualunque  0 
preso  air  interno  di  questo  poliedro.  Per  determinare 
nel  secondo  abe,  l’omologo  o del  punto  0,  conducete 
'per  la  costola  ab,  nell’interno  di  questo  poliedro,  un 
piano  che  formi  con  la  faccia  abe  un  angolo  diedro 
eguale  all’angolo  diedro  OABC,  fate  in  questo  piano 
r angolo  oab  eguale  a OAB  e prendete  il  punto  o di  ma- 
niera che 

0 a ab 

6À~  AB  ■ 

Unendo  questo  punto  a tutti  i vertici  del  poliedro 
abe,  lo  decomporrete  pure  in  tante  piramidi  quante 
.sono  le  facce. 

Le  due  jiiramidi  OABCD,  oabcd  sono  simili,  perchè 

18 
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hanno  un  angplo  diedro  adiacente  alla  base  eguale  e 
compreso  Ira  due  facce  rispettivamente  simili  e dispo- 
ste nello  sless’ ordine;  dunque  il  triangolo  OBC  è simile 
a ohe  e l’ angolo  diedro  OBCD  è uguale  a obed.  Le  due 
piramidi  seguenti  OBCHG,  ofecApr  sono  simili  per  la  stessa 
ragione,  poiché  le  loro  basi  BII,  bh  sono  simili  per  ipo- 
tesi, i triangoli  OBC,  obe  lo  sono  altresì  e l’angolo  diedro 
OBCII,  differenza  dei  due  angoli  diedri  ABCH,  ABCO,  è 
uguale  all’angolo  diedro  obeh,  differenza  dei  due  angoli 
diedri  abeh,  abeo. 

Si  proverebbe  del  pari  la  similitudine  delle  altre  pi- 
ramidi che  hanno  per  basi  le  facce  simili  dei  due  polie- 
dri ; dunque  questi  poliedri  sono  decomposti  in  uno 
stesso  numero  di  piramidi  simili  e disposte  nello  stes- 
s’  ordine. 

Corollario.  — Se  in  due  facce  simili  ABCD,  abed 
si  conducono  le  diagonali  omologhe  BD,  òcf  e i piani 
OBD,  obd,  le  piramidi  simili  OABCD,  oabcd  sono  decom- 
poste in  tetraedri  rispettivamente  simili,  perchè  hanno 
un  angolo , adiacente  alla  base , eguale  e compreso 
tra  due  facce  simili  e disposte  nello  sless’ ordine  ; dun- 
que due  poliedri  simili  possono  essere  decomposti  in 
uno  stesso  numero  di  tetraedri  simili  e disposti  nello 
stess’  ordine. 

Scolio.  — Si  può  prendere  il  punto  0 sopra  la  su- 
perficie del  poliedro  ABE;  se  questo  punto  coincide  con 
uno  dei  vertici,  le  costole  delle  piramidi,  che  partono 
dal  punto  0,  sono  diagonali  del  poliedro  ABE;  dunque 
le  diagonali  omologhe  di  due  poliedri  simili  sono  pro- 
porzionali a due  costole  omologhe. 

TEOBEMA.  UI. 

1“.  Due  poliedri  omotetici  diretti  sono  simili; 

2®.  Due  poliedri  omotetici  inversi  hanno  le  facce 
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omologhe  simili  e gli  angoli  poliedri  omologhi  sim- 
metrici. ((ig.  321.} 

1°.  Uniamo  un  punto  qualunque  0 ai  vertici  d’  un 
poliedro  ABCDEFGIIK  e prendiamo  sulle  rette  OA,  OB, 
OC, ....  punti  a,  b,  c tali  che 

Ort 06 Oc 

0A~  ÓB~  ^ 

il  poliedro  dato  e il  poliedro  abcdefghk,  formato  me- 
diante questa  costruzione,  sono  omotetici  diretti  e dico 
che  sono  simili. 

Infatti,  consideriamo  una  faccia  qualunque  FGKII 
del  poliedro  dato  e conduciamo  pel  punto  f un  piano 
parallelo  a FGKII;  questo  piano  divide  le  costole  OF, 
OG,  OH,  OK  della  piramide  OFGKII  in  parti  proporzio- 
nali e passa  pei  punti  g,  h,  k;  dunque  i punti  omolo- 
ghi dei  vertici  del  poligono  FGIIK  sono  in  uno  stesso 
piano,  e il  poligono  fghk  che  determinano  è simile  ad 
FGIIK.  In  modo  analogo  si  proverebbe  che  le  altre 
facce  omologhe  sono  simili. 

Per  dimostrare  l’eguaglianza  di  due  angoli  poliedri 
omologhi  come  A e a,  osserviamo  che  le  loro  costole 
omologhe  sono  parallele  e dirette  nello  stesso  senso;  da 
ciò  risulta  che  questi  angoli  poliedri  hanno  le  facce 
omologhe  eguali  e gli  angoli  diedri  omologhi  eguali;- 
dunque  essi  sono  eguali  ed  i poliedri  omotetici  diretti 
ABC . . . . , abe , che  hanno  le  facce  omologhe  simili 
e gli  angoli  poliedri  eguali,  sono  simili. 

2“.  Se  l’omotetia  è inversa,  cioè  se  i punti  a,  6, 
c . . . . sono'sui  prolungamenti  di  OA,  OB,  OC....,  si 
dimostra  come  sopra  la  similitudine  delle  facce  omolo- 
ghe dei  due  poliedri  ; ma  gli  angoli  poliedri  omologhi 
come  A,  a hanno  le  loro  costole  omologhe  parallele  e 
dirette  in  senso  contrario,  in  guisa  che  l’angolo  a è 
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eguale  al  simmetrico  di  À.  Dunque  i poliedri  omotetici 
inversi  AGC , abc  ... . hanno  le  facce  omologhe  si- 

mili e gli  angoli  poliedri  omologhi  simmetrici. 

TEOREMA  IT. 

Due  poliedri  sono  omotetici  se  le  rette  che  uni- 
scono  i vertici  del  primo  a un  punto  p sono  parallele 
e proporzionali  a quelle  che  uniscono  i vertici  del  se- 
condo a un  altro  punto  p'. 

Dimostrazione  analoga  a quella  del  teorema  V, 
cap.  V,  libro  III. 

Scolio.  — I punti  p,  jp'  si  chiamano  poli  coniugati 
dei  poliedri  omotetici.  Due  poli  coniugati  sono  in  linea 
retta  col  centro  di  similitudine;  essi  si  trovano  da  una 
stessa  parte  del  centro  di  similitudine  o da  parti  diffe- 
renti secondochè  T omotetia  è diretta  o inversa. 

Corollario.  — Se  il  punto  p si  suppone  nell’in- 
terno del  primo  poliedro,  il  suo  coniugato  p'  sarà  pure 
nell’interno  del  secondo,  e i due  poliedri  saranno  decom- 
posti in  uno  stesso  numero  di  piramidi  omotetiche; 
dunque  due  poliedri  composti  di  uno  stesso  numero 
di  piramidi  simili  e disposte  nello  stess’  ordine  sono 
simili. 


TEOREMA  T. 

Se  due  poliedri  a centro  sono  omotetici  diretti, 
sono  pure  omotetici  inversi  e reciprocamente. 

Applicare  la  dimostrazione  del  teorema- VI,  cap.  V, 
libro  III,  a due  parallelepipedi  omotetici. 

Scolio. — La  distanza  dei  centri  dei  poliedri  è di- 
visa armonicamente  dai  due  centri  d’omotetia  diretta 
e inversa. 
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TEOnCMA  VI. 

Due  poliedri  omotetici  a un  terzo  sono  omotetici 
tra  loro. 

Dimostrazione  analoga  a quella  del  teorema  VII, 
cap.  V,  libro  III. 

Scolio.  — Fra  i tre  sistemi  che  formano  tre  po- 
liedri omotetici  ve  ne  ha  solo  un  numero  dispari  di  cui 
l’ omotetia  sia  diretta. 

TEOREIHA  VII. 

/ centri  di  similitudine  di  tre  poliedri,  due  a due 
omotetici,  sono  in  linea  retta. 

Dimostrazione  analoga  a quella  del  teorema  Vili, 
cap.  V,  libro  HI. 

Corollario.  — Tre  poliedri  a centri  ed  omotetici, 
hanno  tre  centri  di  similitudine  esterni  e tre  centri 
di  similitudine  interni.  Dunque  questi  poliedri  hanno 
un  asse  d’ omotetia  diretta  che  passa  per  i tre  centri 
esterni  e tre  assi  d’  omotetia  inversa  su  ciascuno  dei 
quali  si  trovano  due  centri  interni  e il  centro  esterno 
corrispondente  al  terzo  centro  interno. 

TEOREMA  Vin. 

/ sei  centri  di  similitudine  di  quattro  poliedri 
P,  P',  P",  P'",  due  a due  omotetici,  sono  in  uno  stes.so 
piano,  (fìg.  322.) 

Supponiamo  che  0',  0",  0"'  sieno  i centri  di  simili- 
tudine del  poliedro  P e di  ciascuno  degli  altri  tre  P',  P’, 
P'";  che  Oi",  0,”'  siano  i centri  di  similitudine  del  po- 
liedro P'  e di  ciascuno  degli  altri  due  P',  P'"  e infine  che 
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Oj'"  sia  quello  dei  poliedri  P",  P"'.  L’asse  d’ omotetia  dei 
poliedri  P,  P',  P"  che  passa  per  i punti  0',  0",  0,”  e 
quello  dei  poliedri  P,  P',  P'"  che  passa  per  i punti 
0',  0"',  0/"  s’ incontrano  nel  punto  0'.  L’  asse  d’ omo- 
tetia dei  poliedri  P,  P",  P'",  determinato  dai  punti 
0",  0"',  Oj"',  è situalo  nel  piano  dei  due  assi  O'O",  O'O'". 
Ciò  vale  pure  per  l’asse  d’omotetia  dei  poliedri  P',  P",  P"'; 
dunque  i quattro  assi  e per  conseguenza  i sei  centri  di 
similitudine  sono  in  uno  stesso  piano. 

Scolio.  — Se  i quattro  poliedri  sono  omotetici  di- 
retti , hanno  quattro  assi  d’  omotetia  diretta  situati 
nello  stesso  piano  che  sì  chiama  piano  d’  omotetia 
diretta.  — Quando  fra  i poliedri  dati  tre  solamente 
sono  omotetici  diretti,  un  asse  è di  omotetia  diretta, 
e tre  sono  di  omotetia  inversa  ; il  piano  che  li  contiene  è 
detto  piano  di  omotetia  diretta  e inversa.  Inflne  quando 
due  poliedri  sono  omotetici  inversi  c che  gii  altri  due  lo 
sono  egualmente,  questi  quattro  poliedri  hanno  quattro 
assi  d’omotetia  inversa  compresi  in  uno  stesso.piano, 
chiamato  piano  d’ omotetia  inversa. 

Corollario.  — Quattro  poliedri  a centri  omote- 
tici, hanno  sei  centri  d’omotetia  diretta,  sei  d’omo^ 
tetia  inversa,  e per  conseguenza  quattro  assi  d’omotetia 
diretta  e dodici  assi  d’omotetia  inversa. 

Questi  poliedri  hanno  un  piano  d’  omotetia  diretta 
che  contiene  i sei  centri  esterni;  quattro  piani  d’omotetia 
diretta  e inversa  ciascuno  dei  quali  contiene  tre  centri 
esterni  situati  sullo  stesso  asse  d’omotetìa,  e i tre  centri 
interni  corrispondenti  agli  altri  tre  centri  esterni  ; essi 
hanno  altresì  tre  piani  d’ omotetia  inversa  che  conten- 
gono ciascuno  due  centri  esterni  non  situali  sullo  stesso 
asse  d’omotetia  e i quattro  centri  interni  corrispondenti 
ai  quattro  centri  esterni. 


« 
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TEOREMA.  lE. 

Due  piramidi  simili  P,  p stanno  tra  loro  come  i 
cubi  di  due  costole  omologhe  A e a. 

Sleno  B,  b le  basi  di  due  piramidi  P,p  e H,  A- le 
loro  altezze  ; ciascuna  piramide  avendo  per  misura  il 
terzo  del  prodotto  della  sua  base  per  la  sua  altezza, 
si  ha  : 

p:p::bxh:6x^. 

Ma  le  basi  B,  ò sono  simili,  e le  altezze  proporzio- 
nali a due  costole  omologhe;  dunque 

B : fc  : • A*  : a*, 
e 

H : A : : A : a.  . 

Moltiplicando  queste  due  proporzioni  termine  a ter- 
mine, si  trova 

Bxn  :^X/ì:  :A*:a*, 
e per  conseguenza 

p : P : : A*  : a». 

Corollario. — Due  poliedri  simili  P,  p stanno  tra 
loro  come  i cubi  di  due  costole  omologhe  A e a. 

Decompongo  i due  poliedri  in  uno  stesso  numero 

di  piramidi  simili , e indico  con  V,  V',  V" quelle  che 

formano  il  poliedro  P,  con  v,  v\  v" le  piramidi  cor- 

rispondenti del  poliedro  p.  Le  piramidi  essendo  due  a 
(lue  simili,  e le  costole  omologhe  di  due  poliedri  pro- 
porzionali, si  ha  : 

V : V : : A’:  a\ 

V'  : A*  : a\ 

V"  : v"  : : a*  : n*, 
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e per  consegueDza 


dunque 


ovvero 


Y-hY-hT  _ _ ^ 

V v'  -i-  Y a” 


p : ij  : : A’  : a*. 


Scolio.  — Le  siiperflcie  di  due  poliedri  simili  sono 
tra  loro  come  i quadrati  delle  costole  omologhe. 


CAPITOIiO  V. 

Simmetria. 


1.  — Se  per  un  punto  c si  conduce  una  retta  qualun- 
que e si  prendono  su  questa  linea  due  punti  a,  a'  egual- 
mente lontani  da  c,  si  dice  che  i punti  a e a'  sono  sim- 
metrici rispetto  al  punto  c chiamato  centro  di  sim- 
metria. (fig.  323.) 

Due  figure  sono  simmetriche  rispetto  a un  centro, 
quando  i loro  punti  sono  due  a due  simmetrici  per  rap- 
porto a questo  centro. 

% — Due  punti  a,  a'  sono  simmetrici  rispetto  a una 
retta  xy,  chiamata  asse  di  simmetria,  se  la  retta  aa' 
che  li  unisce  è perpendicolare  a quest’  asse  e divisa  da 
esso  in  due  parti  eguali,  (fig.  324.) 

Due  figure  sono  simmetriche  rispetto  a un  asse, 
quando  i loro  punti  sono  due  a due  simmetrici  rispetto 
a quest’asse. 

3.  — Due  punti  a,  a'  sono  simmetrici  rispetto  a 
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M»  piano  MN,  chiamato  piano  di  simmetria,  quando 
la  retta  aa'  che  li  unisce  è perpendicolare  a questo 
piano  e divisa  da  esso  in  due  parti  eguali,  (fig.  325.) 

Si  dice  che  due  ligure  son  simmetriche  rispetto  a 
un  piano,  quando  i loro  punti  sono  due  a due  simme- 
trici rispetto  a questo  piano. 

I punti  simmetrici , in  questi  tre  generi  di  simme- 
tria, sono  chiamati  omologhi. 

TBOREMJL  I. 

Due  poliedri  simmetrici  rispetto  a un  centro  hanno 
le  facce  omologhe  eguali  e gli  angoli  poliedri  omolo- 
ghi simmetrici. 

Poiché,  due  poliedri  simmetrici  rispetto  a un  centro 
sono  omotetici  inversi  rispetto  a questo  punto,  e il  rap- 
porto di  similitudine  è ugnale  all’unità;  dunque  le  loro 
facce  omologhe  sono  eguali  e i loro  angoli  omologhi 
simmetrici. 

Corollario  I. — Due  poliedri  P,  P'  sono  eguali  se 
sono  i simmetrici  di  uno  stesso  poliedro  P"  rispetto 
a due  centri  differenti,  poiché  i poliedri  P,  P'  hanno 
le  facce  eguali  e gli  angoli  poliedri  rispettivamente 
eguali. 

Corollario  II.  — Il  piano  determinato  da  due 
costole  opposte  BD',  DB'  di  un  parallelepipedo  A A' 
(ftg.  326),  divide  questo  poliedro  in  due  prismi  triango- 
lari, simmetrici  rispetto  al  punto  0 d’ intersezione  delle 
sue  diagonali,  poiché  questo  punto  divide  ciascuna  delle 
diagonali  in  due  parli  eguali. 

TEOREMA  U. 

Due  poliedri  P,  P'  simmetrici  rispetto  ad  un  asse 
xy  sono  eguali,  (fig.  327.) 
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Infalli  supponiamo  il  poliedro  P legalo  invariabil- 
mente all’  asse  xy  e facciamolo  girare  intorno  a que- 
sta retta;  in  questo  movimento,  i punti  A,  B,  C, 

della  superficie  del  poliedro  P descrivono  archi  simili 
che  hanno  i loro  centri  sull’  asse  e di  cui  i piani  sono 
perpendicolari  a questa  retta.  Quando  il  punto  A ha 
percorso  una  mezza  circonferenza  e coincide  col  suo 

simmetrico  A',  i punii  C si  confondono  pure 

coi  loro  simmetrici  B',  C' e i due  poliedri  P,  P' 

coincidono;  dunque  sono  eguali. 


TEOREMA  111. 

Due  poliedri  P , P'  simmetrici  rispetto  a un  piano 
MN  hanno  le  facce  omologhe  eguali  e gli  angoli  omolo- 
ghi simmetrici,  (fig.  328.) 

Infatti^  conducete  per  un  punto  qualunque  o del 
piano  MN  una  retta  xy  perpendicolare  a questo  piano,  e 
fate  girare  il  poliedro  P' intorno  a questa  retta  fino  a che 
ciascuno  dei  suoi  punti  abbia  descritto  una  mezza  cir- 
conferenza intorno  ad  xy.  Dico  che  in  questa  nuova  po- 
sizione il  poliedro  P'  è il  simmetrico  di  P rispetto  al 
punto  0.  Sieno  a,  a'  due  punti  omologhi  dei  poliedri 
P,  P';  b il  mezzo  della  retta  aa’^e  a"  la  posizione  che 
prende  il  punto  a'  nel  piano  aq'xy,  dopo  aver  descritto 
la  semicirconferenza  co'  che  ha  il  suo  centro  c situato 
sull’asse  xy  e il  cui  piano  è perpendicolare  a questa 
retta.  I triangoli  oo6,  oca"  hanno  un  angolo  retto  com- 
preso tra  due  lati  rispettivamente  eguali;  dunque  le 
ipotenuse  oa,  oo"  sono  eguali  e l’angolo  bao  è uguale 
a eoo".  Ma  gli  angoli  bao,  aox  sono  alterni  interni  ri- 
spetto alle  rette  parallele  aa\  xy.,  dunque  l’angolo  aox 
è uguale  a eoa"  e le  due  rette  oa,  oa"  sono  1’  una  il  pro- 
lungamento dell’altra.  Laonde  il  punto  a"  è simmetrico 
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di  a rispetto  al  centro  o;  dunque  i poliedri  P,  P'  sono 
simmetrici  relativamente  al  punto  o e le  loro  facce 
omologhe  sono  eguali,  i loro  angoli  omologhi  simme- 
trici. 

Corollario.  — Se  tre  poliedri  P,  P',  P'  sono  tali 
che  P,  P'  sieno  simmetrici  rispetto  ad  un  piano,  e P,  P' 
simmetrici  rispetto  ad  un  punto,  i poliedri  P',  P"  sono 
eguali. 

Scolio.  — La  simmetria  di  due  poliedri  rispetto  ad 
un  asse  è relativa  solamente  alla  loro  posizione,  poiché 
sono  eguali;  ma  la  simmetria  rispetto  ad  un  centro  o 
ad  un  piano  modidca  la  forma  dei  poliedri  mutando 
l’ ordine  delle  loro  parti  omologhe.  Noi  studieremo  le 
proprietà  relative  a questi  ultimi  poliedri  che  chiame* 
remo  semplicemente  simmetrici  senza  indicazione  di 
centro  e di  piano  di  simmetria. 

Un  poliedro  ha  un  solo  simmetrico. 

TEOBEHA.  UT. 

Due  poliedri  P,  P'  simmetrici  possono  esser  de- 
composti in  uno  stesso  numero  di  piramidi  simme- 
triche. 

Infatti,  poniamo  questi  due  poliedri  in  modo  che 
sieno  omotetici  inversi,  prendiamo  due  punti  omologhi 
0,  0'  all’  interno  di  ciascuno  di  essi,  e uniamo  il  punto 
O a tutti  i vertici  del  poliedro  P,  il  punto  0'  a quelli 
del  poliedro  P';  i due  poliedri  saranno  decomposti  in 
uno  stesso  numero  di  piramidi  omotetiche  inverse  e,  per 
conseguenza,  simmetriche,  poiché  il  rapporto  d’omo- 
tetia è uguale  all’  unità. 

Corollario. — Se  conduciamo  le  diagonali  omolo- 
ghe nelle  facce  omologhe  dei  due  poliedri,  questi  poliedri 
potranno  esser  considerati  come  composti  di  uno  stesso 
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numero  di  tetraedri  simmetrici  aventi  per  vertici  i 
punti  omologhi  0 e 0'. 

TEOREMA  V. 

Due  poliedri  simmetrici  sono  equivalenti,  (fig.  329.) 

Prendiamo  in  prima  due  piramidi  simmetriche  e 
poniamole  in  modo  che  le  loro  basi  coincidano  e che 
i loro  vertici  S.,  S'  sieno  da  differenti  lati  del  piano  della 
base  comune  À6CD.  I vertici  essendo  due  punti  simme- 
trici rispetto  al  piano  ABC,  le  altezze  SF,  S'F  delle  pi- 
ramidi sono  eguali;  dunque  queste  piramidi  sono  equi- 
valenti. 

Consideriamo  in  secondo  luogo,  due  poliedri  sim- 
metrici qualunque  e decomponiamoli  in  uno  stesso  nu- 
mero di  piramidi  simmetriche.  Le  piramidi  simmetriche 
essendo  equivalenti,  i due  poliedri  sono  pure  equiva- 
lenti. 


CAPlTOIiO  Yi.* 

Problemi  sul  Poliedri.  (*;. 

Problema  I. — Determinare  l'altezza  di  un  tetrae- 
dro, note  che  sieno  le  sue  costole. 

Sia  SABC  un  tetraedro  (fìg.  ^2/j,  nel  quale  prende- 
remo ABC  per  base  e SP  per  altezza  corrispondente.  Dal 
punto  P,  proiezione  del  vertice  S,  conduciamo  PD  per- 
pendicolare a BC,  poi  tiriamo  SD:  quest’ ultima  retta  ’ 
sarà  perpendicolare  a BC. 

Immaginiamo  adesso  che  la  faccia  SBC  giri  attorno 

(<)  Questi  ptoIAemi  sono  estraiti  dalla  Geometria  del  sig.  Catalan.  (T.; 
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a fiC,  sino  a che  essa  venga  a giacere  nel  piano  ABC. 
In  questo  movimento,  la  retta  DS  sarà  rimasta  sempre 
perpendicolare  a BC;  dunque,  quando  i piani  delle  due 
facce  coincideranno,  questa  retta  DS  cadrà  in  DS'  sul 
prolungamento  di  PD.  Laonde  allorché  si  fa  girare  una 
delle  facce  di  un  tetraedro  attorno  alla  costola  comune 
a questa  faccia  e alla  base,  sino  a che  venga  a coinci- 
dere colla  base,  il  nuovo  punto  che  occupa  il  vertice, 
e il  piede  dell’altezza  del  tetraedro,  sono  situati  sopra 
una  stessa  perpendicolare  all’  asse  di  rotazione. 

Rappresenti  (fig.  422)  ABC  la  base  del  tetraedro  nella 
sua  vera  grandezza  e sieoo  BCS',  ACS",  ABS'"  gli  abbat- 
timenti delle  facce  laterali.  Avremo 

AS"=  AS"',  BS'=  BS'",  CS'=  CS". 

V 

Se  dai  punti  S',  S",  S"',  abbassiamo  delle  perpendi- 
colari sui  lati  corrispondenti,  queste  tre  rette  dovranno 
tagliarsi  in  uno  stesso  punto  P,  proiezione  del  vertice’ 
ignoto.  Inoltre,  l’ altezza  SP  (fig.  421)  è un  lato  dell’an- 
golo retto  del  triangolo  APS, -nel  quale  AS  = AS"è  l’ipo- 
tcnusa. Se  dunque  descriviamo  una  semicirconferenza 
sopra  AS"  come  diametro,  dal  punto  A come  centro, 
descriviamo  1’  arco  PD,  e conduciamo  S"D,  questa  retta 
sarà  l’ altezza  cercata. 

Se  le  costole  sono  date  in  numeri,  con  questa  co- 
struzione si  potrà  calcolare  l’ espressione  dell’  altezza  del 
tetraedro.  Ma  poiché  la  formola  generale  è molto  com- 
plicata, cerchiamola  solamente  in  taluni  casi  particolari. 

1®  Caso.  — Supponiamo  che  le  costole  SA,  SB,  SG 
sieno  eguali  tra  loro.  Allora  il  punto  P,  proiezione  del 
vertice  S,  è evidentemente  il  centro  del  cerchio  circo- 
scritto  al  triangolo  ABC;  e la  retta  AP  è il  raggio  R di 
questo  cerchio.  Se  dunque  rappresentiamo  con  a,  b,  c 
i lati  BC,  AC,  AB  della  base;  con  B la  lunghezza  comune 
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delle  costole;  con  h l’altezza  cercata;  c con  A l’area 
della  base  ABC;  avremo 

A = r V — cy(ó+c  — 6)  (b  + c — à)^ 

•I* 

iiA 


h ■=  V/Ì*  — R*. 

Il  volume  sarà  dato  dalla  formola 

V = -iy  (a  -t-  6-1-  C)(a-I-  6-c)(a-i-  c-  c -ujT*  -a*6V . 

2“  Caso.  — Ammettiamo  che  il  triangolo  ABC  sia 
isoscele;  allora  i valori  precedenti  diverranno,  facendo 
c=b/ 

A = I V/ (26  + a)  (26  ^ V'^ à* - 

ab'  , ^ / X*  1^* 


3“  Caso.  — Se  il  triangolo  ABC  è equilatero,  facendo 
in  queste  ultime  formole  6=  a,  si  trova 

A=laV3,R  = :^.A=V*’-s“*’ 

V = ^ a*  v/  35*-a^' 

io  Caso.  — Infine,  supponiamo  che  tutte  le  costole 
del  tetraedro  divengano  eguali  tra  loro;  allora  questo 
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tetraedro  dicesi  regolare,  e le  ullime  forinole  diventano 
supponendo  5 = a, 

A = taV3.  R=^,  V=^aV2. 

Problema  II.  — ^ Dato  un  parallelepipedo  di  cui 
tutte  le  facce  sono  losanghe  eguali,  si  domanda  il  vo- 
lume di  questo  poliedro  in  funzione  delle  diagonali 
delle  facce,  (fig.  4S3.) 

Questo  parallelepipedo,  di  cui  il  cubo  è un  caso 
particolare,  vien  detto  romboedro  in  Cristallografia. 

Immaginiamo  che  al  vertice  A del  romboedro  si 
riuniscano  tre  angoli  piani  eguali  BAD,  DAE,  EAB;  che, 
per  fissare  le  idee , supporremo  ottusi.  Conduciamo 
BD,  DE,  EB  ; queste  rette  saranno  le  grandi  diagonali 
delle  facce  AC,  All,  AE;  e saranno  eguali  tra  loro,  per- 
chè queste  facce  sono  losanghe  eguali. — Per  queste  rette 
facciamo  passare  un  piano  BDE;  otterremo  un  tetraedro 
ABDE  equivalente  al  sesto  del  romboedro. 

Infatti,  questo  tetraedro  è equivalente  alla  metà 
della  piramide  quadrangolare  che  ha  per  base  ABCD  e 
per  vertice  il  punto  E,  e questa  piramide  è il  terzo  del 
romboedro. 

Chiamiamo  g la  grande  diagonale  DE,  e la  pic- 
cola diagonale  AH:  avremo 

ab  =r  AD  = AE  = I v/y+P'. 

Laonde  pel  problema  precedente  il  volume  del  te- 
^ 

Iraedro  sarà  ^ g'  V ^p'  — g*;  e per  conseguenza  il 
volume  del  romboedro  è dato  da 

'i  =\'j'  ■ 
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Scolio  I.  — Il  romboedro  die  abbiamo  considerato 
si  chiama  romboedro  ottuso.  È facile  vedere  che  colle 
stesse  facce  si  può  generalmente  formare  un  altro  rom- 
boedro nel  quale  i tre  angoli  piani  eguali  che  si  riuni- 
scono in  uno  stesso  vertice,  sono  acuti.  11  volume  di 
questo  romboedro  acuto,  si  otterrà  dalla  formola  pre- 
cedente permutandovi  le  lettere 

V'=tpV3?--^. 


Scolio  II.  — Il  primo  romboedro  è sempre  minore 
del  secondo,  eccetto  quando  'p  — g,  nel  qual  caso  i due 
poliedri  si  trasformano  in  due  cubi  eguali. 

Scolio  III.  — V diverrebbe  immaginario  se  si 
avesse  dunque  il  romboedro  ottuso  è possi- 

bile allora  soltanto  quando  il  rapporto  della  gratide  dia- 
gonale alla  piccola  è minore  di  \/3. 

Problema  III.  — Dato  un  dodecaedro  di  cui  tutte 
le  facce  sono  losanghe  eguali,  si  cerca  il  volume  di 
questo  poliedro  in  funzione  della  costola. 

Questo  poliedro,  che  s’ incontra  in  natura,  è detto 
dodecaedro  romboidale,  (fig.  424.) 

Immaginiamo  che  nel  vertice  G si  riuniscano,  pel 
loro  angolo  ottuso,  tre  losanghe  eguali.  I lati  di  que- 
ste losanghe  , non  adiacenti  al  vertice , formeranno 
una  linea  spezzata  ÀIBKCL  i cui  lati,  paralleli  due  a 
due,  non  saranno  in  uno  stesso  piano.  Pei  vertici  di 
questa  linea  spezzata,  conduciamo  sei  rette  parallele  tra 
loro  ed  eguali  ad  AI:  T estremità  di  queste  rette  saranno 
i vertici  di  una  nuova  linea  spezzata  DMENFP,  eguale 
alla  prima.  InOne,  sopra  questa  linea  presa  come  base, 
applichiamo  una  superQcie  poliedrica  D.M ....  PII,  eguale 
a LG.. . .AG;  il  dodecaedro  sarà  formalo;  e se  la  dire- 
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zione  AD  è stata  convenientemente  scelta,  tutte  le  sue 
facce  saranno  eguali  tra  loro. 

Ciò  che  precede  avendo  solamente  per  oggetto  di 
far  concepire  la  forma  del  dodecaedro  romboidale,  sup- 
poniamo questo  poliedro  costruito,  ed  esaminiamo  quali 
sono  le  condizioni  che  potranno  servire  a determinarlo 
effettivamente. 

Pel  vertice  G conduco,  nell’ interno  del  corpo,  una 
retta  GS,  eguale  e parallela  alle  costole  laterali  AD, 

IM, Unisco  il  punto  S ai  vertici  D,  E,  F colle  rette 

SD,  SE,  SF,  e ottengo  in  tal  guisa  quattro  romboedri, 
che  dimostrerò  eguali. 

Infatti  se  i tre  angoli  eguali  AGB,BGC,  CGA  sono 
ottusi,  i due  angoli  MIA,  MIB  saranno  eguali  ai  primi; 
dunque,  nel  romboedro  AE,  i tre  angoli  piani  che  si 
riuniscono  in  I sono  ottusi.  Parimente,  nei  romboedri 
CD,  CE,  SII,  gli  angoli  piani  in  L,  K e S sono  ottusi. 
Dipiù  questi  angoli  sono  tutti  eguali , dunque  ec, 

Osserviamo.ora  che,  nei  tre  romboedri  CD,  CE,  AE, 
gli  angoli  diedri  che  hanno  per  costola  comune  GS  sono 
eguali,  come  opposti  agli  angoli  diedri  che  hanno  per 
costole  rispettive  LP,  KN,  IM,  i quali  sono  eguali  tra 


loro,  e quindi  ciascuno  di  questi  angoli  vale 


1 y di  un 


angolo  diedro  retto. 

Ciò  posto,  facciamo  passare  un  piano  pei  vertici 
A,  B,  M,  che  distaccherà  dal  dodecaedro  il  tetraedro 
ABMI  (fig.  425),  nel  quale  ciascuno  degli  angoli  diedri 

AI,  BI,  MI  vale  | di  un  retto. Dal  vertice  I abbassiamo  la 


perpendicolare  IO  sul  plano  del  triangolo  equilatero  ABM; 
e conduciamo  perpendicolarmente  alla  costola  Al  le  rette 
BT,  MT,  che  s’incontreranno  in  uno  stesso  punto  T,  per- 
chè i triangoli  AIB,  AIM  sono  eguali.  E poiché  1’  angolo 

19 


4? 
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di  queste  rette  misura  T angolo  diedro  AI , avremo 
k 

BTM  = ^ di  un  retto  ~ BOA.  Laonde  i triangoli  iso- 

O 

sceli  BTM,  AOB  sono  eguali;  dunque  BT  = BO  = 

Vo 

Finalmente  se  abbassiamo  lU  perpendicolare  ad 
AM,  i triangoli  rettangoli  AIU,  AMI  daranno 

AI  _ 1 U 
AM  MT  ■ 


Indichiamo  con  g la  grande  diagonale  di  ciascuna 
faccia  e con.^  la  piccola;  avremo 

AH  = AB  = sr,  lU  = |p. 


e la  proporzione  precedente  darà: 

V g'-i-p^  = p ; da  cui  g~p  \/2 . 

Quindi,  nel  dodecaedro  romboidale,  le  diagonali 
delle  facce  sono  tra  loro  come  \/2  sta  a 1. 

Per  conseguenza,  indicando  con  c la  costola  del 
romboedro,  avremo 

c = I P V/3  > 

e reciprocamente 

p = |cv/3,</=z|cv^6. 

La  formola  trovata  nel  problema  precedente  darà 
quindi,  pel  volume  di  uno  dei  quattro  romboedri. 


1 

4 ■ 
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Il  volume  cercalo  sarà  dunque 


V = 


ìQ 

9 


cV^- 


^ Problema  IV.  — Sulle  costole  di  un  cubo  dato  e a 
cominciare  dai  vertici,  si  prendano  le  distanze  EI,  EK, 
EL,  AM....  eguali  tra  loro.  Conducendo  i piani  AIE, 
HLF,  AKH,...  . si  viene  a formare  un  poliedro,  avente 
per  facce  ventiquattro  quadrilateri  eguali , del  quale 
si  domanda  di  valutare  la  superficie  e il  volume, 
(fìg.  426.) 

Il  poliedro  ottenuto  colla  costruzione  che  abbiamo 
indicata  appartiene,  come  il  romboedro  e il  dodecaedro 
romboidale,  alla  Cristallografia,  ed  ha  ricevuto  il  nome 
di  trapezoedro,  È rappresentato  nella  figura  427. 

Le  sei  facce  del  cubo  sono  situate  nello  stesso  modo 
rispetto  al  centro  0 di  questo  poliedro.  Quindi,  le  ven- 
tiquattro facce  del  trapezoedro  sono  eguali  tra  loro  e 
egualmente  distanti  da  questo  punto  ; e le  piramidi 
aventi  per  base  le  facce  e per  vertice  comune  il  centro, 
sono  eguali  tra  loro.  Basterà  dunque  valutare  la  base  di 
una  di  esse,  come  pure  l’altezza  comune. 

Consideriamo  a parte  il  tetraedro  AIFO  (fig.  428), 
che  ha  per  base  la  sezione  AIF  fatta  nel  cubo  da  uno 
dei  piani  che  limita  il  trapezoedro.  Indichiamo  con  c la 
costola  del  cubo,  e con  b la  distanza  costante  lE  (fig.  426), 

la  quale  è supposta  minore  di  ^ c;  avremo:  . 

z 

AF=iCv^2,  IA  = IF  — y'j,Tw,OF  = OA=ÌAG  = icv3; 
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Sia  N il  mezzo  di  AF  (fig.  428);  conduciamo  IN; 
abbassiamo  OP  perpendicolare  a questa  retta;  OP  sarà 
l’ altezza  comune  delle  nostre  piramidi.  Tiriamo  anche 
IQ  perpendicolare  ad  ON  ; il  triangolo  OIN  darà  ; 


0P  = .Qf^ 


Ma,  nella  fig.  426,  ON  è parallela  ad  EU;  dunque 
1Q=1eB  = |cv/2. 

Si  ha  anche 


ON=:|c,  lN=\/IE*-4-EiV=:'y/  6' 


t ^ S 

+ « c ; 


dunque 

OP  = ^ c = 2 + 2&* 


Se  conduciamo  IL  ed  AH,  avremo  —=  ^ = ijp  ’ 


da  cui 


lE 


m 


lA  lE  + HE 


Quindi 


Consideriamo  ora  in  particolare  il  triangolo  iso 
scele  AlF  (fig.  429),  nel  cui  piano  si  trova  una  faccia 
del  trapezoedro.  Il  piano  HLF  taglia  AIF  seguendo  la 
retta  RF  (fig.  426);  e se  prendiamo  IR'  = IR,  la  retta 
AR'  rappresenterà  P interseziona^dei  piani  AIF,  HKA. 
Inoltre,  il  piano  che  passa  pei  punti  B,  M,  E taglia  il 
piano  AIF  seguendo  una  retta  che  contiene  N,  e eh’  è 
parallela  ad  IF.  Se 'dunque,  pel  punto  N (fig.  429)* 
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conduciamo  NF'  parallela  ad  FI  e N.V  parallela  ad  AI, 
il  quadrilatero  NSUT  sarà,  in  vera  grandezza,  una  delle 
facce  del  trapezoedro. 

Per  misurare  questo  quadrilatero,  rappresentiamo 
AF  con  2w,  AI  con  n,  NI  con  A e IR  con  r;  avremo, 
conducendo  NX  parallela  ad  FR. 

UI  _ m __  r _ 2r 
IN  IX  — r)  nn-r’ 

da  cui 

m = ?Ar. 

TO  -h  r 


I quadrilateri  IRUR',  NTUS  sono  evidentemente  si- 
mili; dunque 

NTUS  = IRDR'  (^)  • 

Ma,  IRUR'  ha  per  misura 

Itti  or»/  a ^ ^ h in  r* 

2 n-f-r  n n{n-\-r) 

Dunque 

n(»-f-r)v2r/  2wnH-r 


chiamando  F l’ area  di  una  faccia. 
Ma 


wi  = 5C  v'2,  » = y'à*-hc*,  r=:  

2à  0 ■+"  C 


h — y/n'  — m^=i  ^ 6*  + |c*; 


dunque 


F=  i 


^/26*-^c* 


4 (26-f-  c)(à-h  c) 
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Finalmente,  se  molliplichiamo  questa  quantità  per 

n 1 c* 

3 ' 2 v/2  6Vc*  ’ 

avremo  pel  volume  cercato 


(Ó-+-C ) (264-c)  ’ 

Problema  V.  — Determinare  il  volume  di  un  po- 
liedro che  ha  per  facce  due  poligoni  qualunque  ABC...., 
A'B'C' — , situati  in  due  piani  paralleli,  e una  serie  di 
triangoli  ABA',  A'B'B,  BCB',....  (fìq~  430.) 

Conduciamo  per  le  costole  dei  piani  perpendicolari 
ai  piani  delle  due  basi,  verremo  cosi  a decomporre  il 

poliedro  in  un  prisma  retto,  proiettato  in  A'B'C' 

in  una  serie  di  prismi  triangolari  troncali,  proiettati  in 

ABA',  BCB',  CDB', e in  un’  altra  serie  di  prismi 

triangolari  troncati,  proiettati  in  .A'B'B^  B'C'D,  C'D'E.... 

Per  conseguenza,  se  B,  B'  indicano  le  due  basi  del 
poliedro  ; H la  distanza  delle  due  basi,  o V allerta  del 
poliedro;  S,  la  somma  delle  proiezioni  ABA', “BCB',....; 

S',  la  somma  delle  proiezioni  A'B'B,  B'C'D,  C'D'E, ; 

il  volume  cercato  sarà  espresso  da 

V=:B'.H-f-l(S4-2S')H. 

O 

Per  rendere  più  semplice  questa  formola,  immagi- 
niamo la  sezione  A"B"C". . . . condotta  ad  egual  distanza 
dalle  due  basi  ; se  B"  è l’ area  di  questa  sezione,  avremo 

B— B"=?S-his’,  B"  — B'=?S'h-1s. 

« A A A 

da  cui  <■ 

B — B'  = S H-  S',  2 (B  L B')  --  2B"  ~ S — S' . 


Digitized  By  Google 


LIBRO  SESTO. 


‘285 


per  conseguenza^ 


S-f-2S'=i(B  — 5B'-4-4  B"), 

A 


e fìnalmente 


V = ^ (B-t-B'4-4B")H 


Scolio. — Se  le  due  basi  del  poliedro  sono  due  ret- 
tangoli, e le  altre  facce  sono  trapezi  isosceli,  avremo, 
indicando  con  a e 6,  a'  e 6'  le  dimensioni  dei  due  ret  - 
tangoli , 


B = a . 6 , \i'  — a'  .b\ 


jj»; (g  H-g')  {b  b' ) 


quindi 

V=r  1 [ (2a-i-a')  6-^(2  g' 4-0)  6' j H 


Se  supponiamo  b'  = o,  avremo 
V=:l(2a4-o')  H, 


che  esprime  il  volume  di  un  tronco  di  prisma  triango- 
lare di  cui  le  basi  sono  due  triangoli  isosceli  eguali  e 
che  ha  per  facce  laterali  un  rettangolo  e due  trapezi 
isosceli  eguali. 


Pr€»bMen%i  *Ma  riaotvefe» 

11.  — 1 piani  bisetlori  degli  angoli  diedri  d’un  tetraedro 
passano  per  Io  stesso  punto. 

2. — I piani  perpendicolari  al  mezzo  delle  costole  di  un 
tetraedro  passano  per  lo  stesso  punto. 

n 3. — Determinare  nell’ interno  di  un  tetraedro  un  punto 
tale  che,  unendolo  a lutti  i vertici,  si  decomponga  il  tetrae- 
dro in  quattro  piramidi  triangolari  equivalenti. 
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V 4 — Le  rette  che  uniscono  i vertici  di  un  tetraedro  al 
punto  d' incontro  delle  mediane  delle  facce  opposte  concor- 
rono allo  stesso  punto.  Questo  punto  è il  centro  di  gravité 
del  tetraedro. 

<3.  — Tagliare  un  prisma  triangolare  in  modo  che  la  se- 
zione sia  un  triangolo  equilatero. 

6.  — Per  due  punti  dati  sopra  due  costole  di  un  prisma 
triangolare,  condurre  un  piano  che  divida  il  prisma  in  due 
parti  equivalenti. 

7.  — La  somma  delle  distanze  dei  vertici  d’un  tetraedro 
a un  piano  è uguale  a quattro  volte  la  distanza  del  centro 
di  gravità  del  tetraedro  allo  stesso  piano. 

8.  — La  somma  dei  quadrati  delle  distanze  di  un  punto 
qualunque  ai  vertici  di  un  parallelepipedo  è uguale  a 8 volte 
il  quadralo  della  distanza  di  questo  punto  al  centro  del  pa- 
rallelepipedo, più  la  somma  dei  quadrati  delle  distanze  di 
questo  centro  ai  vertici. 

9.  — Il  piano  bisettore  di  un  angolo  diedro  di  un  te- 
traedro o del  suo  supplemento  divide  la  costola  opposta  in 
segmenti  proporzionali  alle  facce  adiacenti. 

10.  — Se  per  il  vertice  S del  tetraedro  SABG  si  tira  la 
retta  SO  in  modo  che  formi  degli  angoli  eguali  con  le  facce 
SAB,  SAG,  S6G,  e se  si  uniscono  i vertici  A,  B,  G dalla 
base  al  punto  D nella  quale  questa  retta  incontra  ABG,  i 
triangoli  DAB , DBG , DAG  sono  proporzionali  alle  fa<^e 
SAB,  SBG,  SAG.  ffig.  330.) 

<11.  — Dividere  un  tronco  di  piramide  a basi  parallele 
in  due  parti  proporzionali  a due  linee  date  m e n con  ,un 
piano  parallelo  alle  basi. 

12.  — Quale  sarebbe  la  misura  di  una  piramide,  di  un 
parallelepipedo,  di  un  prisma,  se  si  prendesse  per  unità  di 
volume  il  tetraedro  regolare  di  cui  il  lato  è uguale  airunità 
di  lunghezza? 

13.  — Le  rette  che  uniscono  i mezzi  delle  costole  op- 
poste di  un  tetraedro  concorrono  allo  stesso  ponto. 

14.  — Qualunque  piano  che  passa  per  i mezzi  di  due 
costole  opposte  di  un  tetraedro  lo  divide  in  due  parli  equi- 
valenti. 
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18,  — Il  lelraedro  che  ha  per  verlici  i punti  d’ incontro 
delle  mediane  delle  facce  di  un  tetraedro  dato , è simile  a 
questo  tetraedro.  Qual  è il  rapporto  dei  loro  volumi? 

16.  — Sieno  dati  due  tetraedri  ABCD,  A'B'C'D',  tali  che 
le  rette  AA',  BB',  CC',  DD',  che  uniscono  due  a due  ì ver- 
tici corrispondenti,  concorrano  in  uno  stesso  punto.  Dimo- 
strare che,  se  le  facce  corrispondenti  si  tagliano,  le  quattro 
rette  d’ intersezione  sono  situate  in  uno  stesso  piano. 

17.  — Da  un  punto  qualunque  preso  al  di  dentro  della 
base  di  una  piramide  regolare,  si  conduce  una  perpendicolare 
a questa  base;  questa  perpendicolare  incontra  tutte  le  facce 
laterali  della  piramide,  prolungala  se  ve  ne  ha  bisogno.  Di- 
mostrare che  la  somma  delle  distanze  dei  punti  d’ incontro 
al  piano  della  base  è una  quantità  costante. 

K 18.  — Calcolare  a meno  di  un  centimetro  le  dimensioni 
di  nn  parallelepipedo  rettangolo,  sapendo  che  esse  sono  prò- 
2 4 3 

porzionali  ai  numeri  ^ e che  il  suo  volume  è uguale 

a 2 metri  cubi. 

yl9. * — Trovare  l’area  della  supertlcie  convessa,  e il 
volume  di  una  piramide  pentagonale  regolare  nella  quale  il 
raggio  della  base  è uguale  a 12  millimetri,  e rattezza  è 
uguale  a 7 millimetri. 

X 20.  * — Tagliare  un  cubo  con  un  piano,  in  modo  che  la 
sezione  sia  un  esagono  regolare. 

X 21.* — In  qualunque  lelraedro,  la  somma  dei  quadrati 
delle  sei  costole  è uguale  a quattro  volle  la  somma  dei  q^ia- 
drati  delle  linee  che  uniscono  i mezzi  delle  costole  opposte. 

X 22.  * — Se  un  tetraedro  le  cui  sei  costole  sono  rappre- 
sentate da  a,  b,  c,  d,  e,  f,  è taglialo  da  tre  piani  in  modo 
che  ciascuna  sezione  è una  losanga,  e se  tn^ , sono 

1 loro  lati;  si  ha 

1 1 li  1 1 1 

m,  rrij  m^~~  a b c d c J’ 

A 23.  * — Costruire  una  piramide  quadrangolare  SABCD 
che  ha  per  base  un  trapezio  ABCD,  dati  che  sieno;  1°  la 
faccia  SAB  ; 2°  le  direzioni  delle  costole  parallele  AB,  BC  ; 
3°  gli  angoli  della  faccia  SCD. 
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LIBRO  SETTIMO. 

SUPERFICIE  CERTE. 


CAPlTOIiO  I. 

Plano  tangente. 


1.  — Quando  una  linea  retta  o curva  si  muove 
nello  spazio,  il  luogo  geometrico  delle  po.«izioni  che  essa 
occupa  successivamente  è una  superficie;  per  questa  ra- 
gione si  dà  a tale  linea  il  nome  di  generatrice  della 
superficie  e quello  di  direttrice  alle  linee  che  dirigono 
il  movimento  della  generatrice. 

Noi  considereremo  soltanto  le  superficie  di  cui  la 
generatrice  è di  forma  invariabile. 

Si  distinguono  due  specie  di  superficie  curve  : 1"  le 
superficie  di  cui  la  generatrice  è una  linea  retta,  e che 
si  chiamano  rigate;'^"  quelle  che  non  possono  essere  ge- 
nerate da  una  linea  retta,  e alle  quali  si’  è conservato 
in  modo  speciale  il  nome  di  superficie  curve. 

2.  — Tra  le  superficie  rigate  sono  da  notarsi,  1®  la 
superficie  conica  ; 2®  la  superficie  cilindrica. 

Una  superficie  conica  è generata  dal  movimento 
di  una  retta  AB  che  passa  costantemente  per  un  punto 
fìsso  A e s’ appoggia  sopra  una  direttrice  curva  BCD. 

331.) 

11  punto  fisso  A è il  centro  della  superfìcie  conica, 
e la  divide  in  due  parti  che  si  chiamano  le  falde  di  que- 
sta superficie. 
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Quando  si  taglia  una  superflcfc  conica  A la  cui 
direttrice  è una  curva  chiusa,  con  un  piano  BCDche  in- 
contra tutte  le  generatrici  sulla  stessa  falda,  il  corpo 
compreso  tra  la  superficie  conica  e il  piano  secante  è 
un  cono.  La  sezione  BCD  è la  òase  di  questo  cono  che 
ha  per  vertice  il  centro  della  superficie  e per  altezza  la 
distanza  del  suo  vertice  alla  sua  base. 

Si  dice  che  un  cono  è circolare  quando  ha  per  base 
un  cerchio;  un  cono  circolare  è retto,  se  la  retta  che 
unisce  il  vertice  al  centro  della  base  è perpendicolare 
alla  base.  In  caso  diverso,  il  cono  circolare  è obliquo. 

Una  superficie  cilindrica,  è generata  da  una  retta 
kk'  che  si  muove  parallelamente  a una  retta  fissa  MN 
appoggiandosi  costantemente  sopra  una  direttrice  curva 
ABC.  (fìg.  332.) 

La  retta  MN  è la  direttrice  retta  della  superficie 
cilindrica. 

Quando  si  taglia  una  superficie  cilindrica  la  cui 
direttrice  curva  è una  linea  chiusa  con  due  piani  paral- 
leli ABC,  A'B'C',  che  incontrano  tutte  le  generatrici,  il 
corpo  compreso  tra  la  superficie  cilindrica  e i due  piani 
paralleli  è un  cilindro.  Esso  ha  per  basi  le  sezioni  ABC, 
A'B'C'  e per  altezza  la  distanza  delle  sue  basi. 

Un  cilindro  è circolare  quando  ha  per  base  un  cer- 
chio. Il  cilindro  circolare  è retto  o obliquo  secondochè 
la  retta  che  unisce  i centri  delle  basi  è perpendicolare 
o obliqua  ai  piani  delle  medesime. 

Si  chiama  sezione  retta  qualunque  sezione  fatta  in 
un  cilindro  da  un  piano  perpendicolare  alle  generatrici. 

3.  — Tra  le  superficie  curve  propriamente  dette, 
si  distingue  la  superficie  di  rivoluzione,  che  è generata 
da  una  linea  qualunque  ABC  che  gira  intorno  ad  una 
retta  fissa  xtj  alla  quale  è legata  in  modo  invariabile. 
(ficj.  333.) 
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Si  dà  il  nome  d'  asse  di  rotazione  alla  retta  xy  e 
quello  di  polo  a qualunque  punto  P d’ intersezione  delta 
superfìcie  e dell’  asse  di  rotazione.  Le  superficie  di  rivo- 
luzione di  cui  studieremo  le  proprietà  sono:  1“  la  su- 
perficie sferica;  2“  la  superfìcie  conica  di  rivoluzione; 
3“  la  superfìcie  cilindrica  di  rivoluzione. 

La  superfìcie  sferica  è generala  da  una  mezza  cir- 
conferenza AMD,  che  gira  intorno- al  suo  diametro  AB: 
si  chiama  sfera  il  corpo  terminato  da  questa  superQcie. 
(fìg.  334.) 

Tutti  i punti  della  superfìcie  sferica  essendo  egual- 
mente distanti  dal  centro  C della  generatrice  AMB,  si 
dà  al  punto  C il  nome  di  centro  della  sfera.  Le  rette 
che  uniscono  il  centro  ai  differenti  punti  della  super- 
fìcie sferica  sono  raggi  eguali. 

Qualunque  retta  che  passa  pel  centro  e termina 
ai  due  punti  dove  incontra  la  superQcie  è un  diametro. 
Tutti  i diametri  sono  eguali. 

La  superfìcie  conica  di  rivoluzione  è generata  da 
una  retta  che  incontra  l’asse  di  rotazione  e forma  con 
esso  un  angolo  costante. 

La  superfìcie  cilindrica  di  rivoluzione  è generata 
da  una  retta  parallela  all’  asse  di  rotazione. 

TEOREMA.  I. 

Il  luogo  delle  tangenti  condotte  da  un  punto  A 
di  una  superfìcie  alle  differenti  curve  tirate  da  questo 
punto  sulla  superfìcie  è un  piano,  (fìg.  335.) 

Pel  punto  A conduco  sulla  superficie  la  generatrice 
BAC  e due  linee  qualunque  ADE,  AFG.  Per  dimostrare 
che  la  retta  AT",  tangente  alla  curva  AFG,  è situata  nel 
piano  delle  due  rette  AT,  AT’  che  sono  respetli vomente 
tangenti  alle  curve  BAC,  ADE,  considero  la  generatrice 
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in  un’altra  posizione  IIDK.  Quando  la  generatrice  passa 
dalla  posizione  IIDK  alla  posizione  HAC,  i punti  D c F 
si  confondono  con  A;  allora  la  secante  AF  coincide  con 
la  tangente  AT",  la  secante  AD  con  la  tangente  AT',  e la 
secante  DF  con  la  tangente  AT.  Ora  le  rette  AF,  AD,  DF 
sono  costantemente  nello  stesso  piano,  dunque  le  tan- 
genti AT",  AT',  AT  sono  pure  nello  stesso  piano. 

Scolio  I.  — Questo  piano  è detto  tangente  alla  su- 
perflcie.  11  punto  A,  comune  alla  superficie  e al  piano, 
è il  loro  punto  di  contatto.  La  retta  condotta  per  il 
punto  di  contatto  perpendicolarmente  al  piano  tangente 
è normale  alla  superficie. 

Scolio.  IL  — Per  condurre  il  piano  tangente  in  un 
punto  d’  una  superficie,  tirate  per  questo  punto  e sopra 
la  superficie  due  curve  qualunque,  poi  le  tangenti  a 
queste  curve,  e conducete  un  piano  per  queste  due  rette. 

Corollario  I.  — Il  piano  tangente  a una  super- 
ficie rigata  contiene  la  generatrice  rettilinea  che  passa 
per  il  punto  di  contatto,  (ftg.  336.) 

Infatti  se  la  generatrice  BAC  è una  linea  retta,  il 
ragionamento  precedente  prova  che  le  rette  AF,  AD,  DF 
essendo  situate  nello  stesso  piano,  le  loro  posizioni  limi- 
te, vale  a dire  le  rette  AT",  AT',  AB,  sono  pure  nello 
stesso  piano. 

Corollario  IL  — Per  condurre  il  piano  tangente 
in  un  punto  di  una 'superficie  rigata,  tirate  per  questo 
punto  e sopra  la  superficie  una  curva  qualunque,  poi 
la  tangente  a questa. curva,  e conducete  un  piano  per 
questa  retta  e la  generatrice  rettilinea  del  punto  dato. 

’TEOREMA.  n. 

Le  sezioni  ABC,  A'B'C'  fatte  in  una  superficie  co- 
nica qualunque  S da  due  piani  paralleli , sono  curve 
omotetiche,  (fig.  337.) 
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Infatti  se  conduciamo  per  il  centro  S un  piano  MN, 
parallelo  ai  piani  paralleli  ABC,  A'B'C',  questi  tre  piani 
dividono  le  generatrici  SA,  SB,  SC,  ec.,  in  parti  pro- 
porzionali, e si  ha: 

S^_ 

SA  “ SB  ~ SC  “ 

dunque  le  linee  ABC,  A'B'C'  sono  omotetiche  e il  loro 
centro  di  similitudine  è il  punto  S. 

Corollario  I.  — L’ omotetia  è inversa  se  il  centro 
della  superQcie  è situato  tra  i due  piani  paralleli;  essa 
è diretta  nel  caso  contrario. 

Corollario  II. — Le  due  sezioni  ABC,  A'B'C'  es- 
sendo omotetiche,  le  loro  tangenti  BT,  B'T'  ai  punti  omo- 
tetici B e B'  sono  parallele.  Dunque  il  piano  tangente 
in  un  punto  B d’  una  generatrice  SB  della  superficie 
conica  è tangente  nell’  altro  punto  B'  di  questa  retta. 

TEOREBIA  m. 

Le  sezioni  ABC,  A'B'C'  fatte  in  ìina  superficie  ci- 
lindrica qualunque  ACCA'  da  piani  paralleli , sono 
curve  eguali,  (fig.  338.) 

Infatti  per  un  punto  qualunque  0 del  piano  della 
sezione  ABC,  conducete  la  retta  00'  parallela  alle  genera- 
trici fino  all’incontro  del  piano  dell’altra  sezione  A'B'C'. 
Qualunque  piano  AA'OO'  che  passa  per  la  retta  00'  e 
per  una  generatrice  qualunque  AA' della  superficie  cilin- 
drica taglia  i piani  delle  due  sezioni  seguendo  due  rette 
AO,  A'O'  parallele  e uguali  poiché  il  quadrilatero  AA'OO' 
è un  parallelogrammo.  Sovrapponete  i piani  ABC,  A'B'C', 
ponendo  il  punto  0 sopra  0'  e il  punto  A sopra  A',  le 
curve  ABC,  A'B'C'  coincideranno  poiché  i loro  raggi 
paralleli,  come  OB,  O'B',  sono  eguali. 


Digitized  by  Google 


LIBRO  SETTIMO. 


291 


Corollario  I.  — Le  tangenti  BT,  B'T'  ai  punti 
omologhi  B,  B'  delle  due  sezioni  sono  parallele.  Dunque 
il  piano  tangente  in  un  punto  B d’una  generatrice  BB' 
della  superficie  cilindrica  è tangente  in  qualunque 
altro  punto  B di  questa  retta. 

Corollari#  II.  — Le  basi  di  un  cilindro  sono 
eguali. 


TEOREMA  nr. 

Le  sezioni  fatte  in  una  superficie  di  rivoluzione 
da  piani  perpendicolari  all’  asse  sono  circonferenze  di 
cerchio,  e V asse  è il  luogo  geometrico  dei  loro  centri, 
(fìg.  339.) 

Sieno  xy  l’ asse  e AMB  la  generatrice  di  una  su- 
perQcie  di  rivoluzione;  da  un  punto  qualunque  M della 
linea  AMB  conduco  la  retta  MC  perpendicolare  all’asse.  La 
generatrice  AMB  essendo  invariabilmente  unita  all’  asse 
xy,  la  retta  MC  di  cui  la  grandezza  è costante  descrive 
un  piano  perpendicolare  a xy  e il  punto  M descrive  in 
questo  piano  una  circonferenza  di  cerchio  di  cui  il 
punto  C è il  centro.  Dunque  qualunque  sezione  MNK 
fatta  da  un  piano  perpendicolare  all’  asse  è una  circon- 
ferenza di  cerchio  che  ha  il  suo  centro  sull’  asse. 

Scolio  I.  — Le  sezioni  perpendicolari  all’asse  d’una 
superficie  di  rivoluzione  son  chiamate  paralleli  della 
superficie. 

Si  dà  il  nome  di  meridiano  a qualunque  piano  che 
passi  per  l’asse,  e quello  di  linea  meridiana  all’inter- 
sezione della  superficie  di  rivoluzione  col  piano  meri- 
diano. Tutte  le  linee  meridiane  sono  eguali. 

Scolio  II.  — Quando  si  taglia  una  superficie  co- 
nica di  rivoluzione  con  un  piano  BC  perpendicolare  al- 
l’asse xy,  si  ha  il  cono  circolare  retto  che  si  può  ri- 


Digitized  by  Google 


292 


GEOMETRIA  SOLIDA. 


guardare  come  generalo  dal  triangolo  ABC  che  gira  in- 
torno al  lato  AC  dell’  angolo  retto  ACB.  L’ ipotenusa  AB 
è l’ apotema  del  cono.  ((ig.  340.) 

Se  si  taglia  una  superfìcie  cilindrica  di  rivoluzione 
con  due  piani  AD,BC,  perpendicolari  all’asse  xy,  si  forma 
il  cilindro  circolare  retto  che  si  può  /iguardare  come 
generato  dal  rettangolo  ABCD  che  gira  attorno  al  suo 
asse  CD.  (fig.  341.) 


VEOREMA.  T.  • 

Qualunque  sezione  fatta  da  un  piano  nella  sfera  CA 
è un  cerchio,  (fig.  342.) 

1”.  Se  il  piano  secante  passa  per  il  centro  della 
sfera,  esso  incontra  la  sua  superfìcie  in  due  punti  egual- 
mente distanti  dal  centro.  Dunque  la  sezione  è un  cer- 
chio che  ha  lo  stesso  centro  e lo  stesso  raggio  della 
sfera.  / 

2°.  Sia  DEF  la  sezione  falla  da  un  piano  che  non  passa 
per  il  centro  della  sfera  CA;  conducete  il  diametro  AB 
perpendicolare  al  piano  DEF  della  sezione  ; qualunque 
piano  ADB  condotto  per  questa  retta  incontra  la  super- 
fìcie sferica  seguendo  un  cerchio  di  cui  il  raggio  è uguale 
a quello  della  sfera.  Se  questo  cerchio  gira  intorno  al 
diametro  AB,  genera  la  sfera;  dunque  il  diametro  AB 
è un  asse  e la  sezione  DEF  un  parallelo  di  questa  su- 
perficie di  rivoluzione. 

Scolio  I. — Si  chiama  cerchio  massimo,  qualunque 
sezione  fatta  nella  sfera  CA  da  un  piano  che  passa  per 
il  centro  C;  cerchio  minore  qualunque  sezione  il  cui 
piano  non  passi  per  il  centro  della  sfera. 

Il  centro  G d’ un  cerchio  minore  DEF  e il  centro  C 
della  sfera  sono  sopra  una  stessa  retta  AB  perpendico- 
lare al  piano  del  cerchio  minore. 
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Si  dà  il  nome  di  zona  alla  porzione  di  superficie 
sferica  compresa  tra  due  cerchi  paralleli.  La  zona  ha 
per  basi  i due  cerchi  e per  altezza  la  perpendicolare 
che  misura  la  distanza  delle  sue  basi. — Se  Uno  dei  cer- 
chi è nullo,  la  zona  ha  una  sola  base. 

Scolio  II. — Se  un  cerchio  qualunque  DEF  si  con- 
sidera come  un  parallelo,  il  diametro  AB  della  sfera  per- 
pendicolare al  piano  di  questo  cerchio,  è un  asse  di  ro- 
tazione, e le  sue  estremità  A e B sono  due  poli  della  su- 
perBcie  sferica. 

Si  dà  alla  retta  AB  il  nome  d’ asse  e alle  sue  estre- 
mità A e B il  nome  di  poli  del  cerchio  DEF  ; da  ciò  re- 
sulta che  i cerchi  paralleli  hanno  lo  stesso  asse  e gli 
stessi  poli. 

Corollario  I.  — Per  due  punti  della  superficie 
d’ una  sfera  si  può  condurre  una  circonferenza  di  cer- 
chio massimo.  Poiché  il  piano  che  passa  per  i due  punti 
dati  e il  centro  della  sfera  taglia  quest’  ultima  seguendo 
un  cerchio  massimo. 

Se  i due  punti  della  superQcie  e il  centro  non  sono 
in  linea  retta,  non  si  può  tirare  che  una  sola  circonfe- 
renza di  circolo  massimo.  Nel  caso  contrario,  si  possono 
condurre  per  i due  punti  inOniti  cerchj  massimi  aventi 
ciascuno  per  diametro  la  retta  che  unisce  i due  punti 
dati. 

Nei  seguenti  teoremi  considereremo  solamente  il 
minore  dei  due  archi  di  circolo  massimo  che  uniscono 
due  punti  dati  sulla  sfera. 

Corollario  lì.  — Qualunque  cerchio  massimo 
ABD  divide  la  sfera  AC  e la  sua  superficie  in  due 
parti  eguali  (fig.  343.)  Poiché  se  si  fa  girare  la  zona  in- 
feriore ABDEN  intorno  al  diametro  AD  Ano  a che  essa 
sia  al  di  sopra  del  piano  ABD  e che  la  sua  base  A6DE 

coincida  con  la  base  ABDE  della  zona  ABDEM,  queste 
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zone  dovranno  coincidere,  allrimenli  ia  superficie  della 
sfera  avrebbe  dei  punti  disugualmente  distanti  dal  cen- 
tro C. 

Corollario  III.  — Due  cerchi  massimi  si  divi- 
dono scambievolmente  in  due  parti  eguali.  Infatti,  la 
loro  intersezione  passando  per  il  centro  della  sfera,  è 
un  diametro  comune  ai  due  cerchi. 

TBOREHA.  Tl. 

1°.  Due  cerchi  minori  eguali  sono  ugualmente  di- 
stanti dal  centro  della  sfera.  2“.  Di  due  circoli  minori 
disuguali  il  maggiore  è il  più  vicino  allo  stesso  centro, 
(fig.  344.) 

Poiché  il  piano  che  passa  per  il  centro  C della  sfera 
e per  i centri  F,  G dei  due  circoli  minori  incontra  la 
sfera  seguendo  un  circolo  massimo  ABED  e i due  cir- 
coli minori  seguendo  i loro  diametri  AB,  DE;  dunque 
1»  le  distanze  CF,  CG  sono  uguali  se  la  corda  DE  è uguale 
ad  AB  ; 2®  la  retta  CG  è minore  di  CF  quando  la  corda 
DE  è maggiore  di  AB. 

TEOBEMik.  VII. 

Il  piano  tangente  a una  superficie  di  rivoluzione 
è perpendicolare  al  meridiano  che^passa  per  il  punto 
di  contatto,  (fig.  345.) 

Siaixg l’asse  d’una  superficie  di  rivoluzione;  condu- 
cete per  un  punto  A di  questa  superficie  il  parallelo  .\B, 
il  meridiano  ACD  e le  loro  tangenti  rispettive  AT,  AT'.  Il 
parallelo  AB  essendo  perpendicolare  all’asse  e per  con- 
seguenza al  meridiano  ACD,  la  sua  tangente  AT  è per- 
pendicolare al  piano  BAC  ; dunque  il  piano  tangente  TAT' 
e il  meridiano  ACl>»8ono  perpendicolari  l’uno  all’ altro. 


Digitized  by  Google 


LIBRO  SETTIMO.  295 

Corollario  I.  — La  normale  a una  superficie  di 
rivoluzione  incontra  V asse  di  questa  superficie. 

Corollario  II.  — Qualunque  piano  TAT'  tangente 
a una  sfera  è perpendicolare  al  raggio  CA  del  punto 
di  contatto  A.  346.) 

Infatti  se  conduciamo  dal  punto  A le  rette  AT,  AT' 
tangenti  a due  circoli  massimi  qualunque  ADB,  AEB  e 
che  passano  pel  diametro  AB,  il  raggio  CA  perpendico- 
lare a ciascuna  di  queste  tangenti,  è altresì  perpendi- 
colare al  piano  tangente  TAT'. 

Corollario  III. — Da  un  punto  N interno  o esterno 
alta  sfera  CA,  si  possono  condurre  due  normali  NA , NB  di 
cui  le  direzioni  coincidono,  perchè  passano  per  il  centro 
C della  sfera. 


TEOREMA  -«nni. 

Tutti  i punti  della  circonferenza  ABC  d’ un  paral- 
lelo di  una  superficie  di  rivoluzione  PABC  sono  egual- 
mente lontani  da  un  polo  qualunque  P di  questa  super- 
ficie. (ftg  347.) 

Infatti  se  conduciamo  dal  centro  0 della  circonfe- 
renza ABC  i raggi  OA,  GB,  OC,  ec.,  e se  uniamo  il  polo  P 
ai  punti  A,  B,  C,  ec.,  le  rette  PA,  PB,  PC,  ec.,  oblique 
al  piano  ABC,  sono  uguali  perchè  s'allontanano  ugual- 
mente dalla  retta  PO  perpendicolare  sullo  stesso  piano. 
Dunque  il  polo  P è ugualmente  distante  dai  punti  della 
circonferenza  del  parallelo  ABC. 

Scolio  I.  — Gli  archi  PA,  PB,  PC,  ec.,  delle  linee 
meridiane  che  passano  per  i punti  A,  B,  C,  ec.  sono 
eguali  in  conseguenza  del  modo  di  generazione  della 
superficie. 

Scolio  li. — Se  la  superficie  di  rivoluzione  è sferica, 
e se  il  parallelo  ABC  è un  circolo- massimo,  gli  archi 
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PÀ,  PB,  ec.,  sono  dei  quarti  della  circonferenza  o dei 
quadranti,  poiché  gli  angoli  al  centro  POA,  POB,  ec., 
sono  retti. 

La  proprietà  che  ha  il  polo  d’ un  cerchio  d’ essere 
egualmente  lontano  dai  punti  della  circonferenza  di 
questo  cerchio,  permette  di  descrivere  gli  archi  di  cer- 
chio sopra  una  sfera  come  sopra  un  piano.  Si  prende  per 
la  distanza  delle  punte  del  compasso  la  retta  che  unisce  il 
polo  a un  punto  della  circonferenza  che  si  vuole  descri- 
vere; nel  caso  di  una  circonferenza  di  circolo  mas- 
simo questa  retta  è uguale  alla  corda  d’  un  quadrante, 
vale  a dire  al  lato  del  quadrato  iscritto  in  questo  cerchio. 

Dei  due  poli  di  un  circolo  minore  noi  considereremo 
solamente  quello  che  è situato  sullo  stesso  emisfero  di 
questo  cerchio , e chiameremo  distanza  polare  d’  un 
cerchio  P arco  di  circolo  màssimo  condotto  dal  suo  polo 
a un  punto  qualunque  della  sua  circonferenza. 




CAPITOI4O  li. 
Triangolo  ■ferlco. 


1.  — chiama  angolo  di  due  archi  di  circoli 
massimi  l’angolo  diedro  formato  dai  loro  piani.  Que- 
st’ angolo  ha  per  lati  gli  archi  di  circoli  massimi  e per 
vertice  il  loro  punto  d’ intersezione. 

2.  — Un  poligono  sferico  è una  porzione  della  su- 
perQcie  della  sfera,  compresa  tra  più  archi  di  circoli 
roassimL 

Questi  archi  di  circoli  massimi  sono  i lati  del  poli- 
gono; gli  angoli  che  essi  formano  e i vertici  di  questi 
angoli  sono  gli  angoli  e i vertici  del  poligono  sferico. 
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Il  poligono  sferico  che  ha  tre  lati  è il  triangolo 
sferico. 

3. —Si  dice  che  un  poligono  sferico  è convesso, 
quando  è situato  da  uno  stesso  lato  di  ciascuna  delle 
circonferenze  di  circoli  massimi  che  lo  formano.  Nel 
caso  contrario,  è concavo. 

11  perimetro  d’  un  poligono  sferico  convesso  non 
può  essere  incontrato  in  più  di  due  punti  da  un  arco 
di  circolo  massimo.  (Dimostrazione  analoga  a quella 
data  per  il  poligono  rettilineo  convesso.  Libro  I, 
cap.  VI.) 

k.  — 1 piani  degli  archi  di  circoli  massimi  che  for- 
mano un  poligono  sferico  ABCD  (fig.  349.)  determinano 
al  centro  0 della  sfera  un  angolo  poliedro  OABCD,  di 
cui  gli  angoli  diedri  sono  gli  angoli  stessi  del  poligono, 
e di  cui  le  facce  AOB,  BOG,  ec.,  hanno  per  misura  i 
lati  corrispondenti  AB,  BG,  ec.,  di  ABGD. 

Se  si  prolungano  le  costole  dell’  angolo  poliedro 
OABGD  al  di  là  del  vertice  0,  l’angolo  poliedro  simme- 
trico OA'B'G'D'  intercetta  sulla  superficie  della  sfera  un 
poligono  A'B'G'D'  di  cui  gli  angoli  e i lati  sono  uguali  a 
quelli  del  poligono  ABGD;  ma  la  disposizione  delle  parti 
eguali  essendo  inversa  nei  due  poligoni,  come  nei  duo 
angoli  poliedri  simmetrici,  questi  poligoni  non  si  pos- 
sono sovrapporre;  si  dice  che  essi  sono  simmetrici. 

5. — Sia  OABG  (fig.  350.)  un  angolo  triedro  di  cui  il 
vertice  0 è situato  al  centro  della  sfera  OA  ; se  da  un 
punto  qualunque  M preso  nell’  interno  di  quest’  angolo 
si  tirano  le  rette  MA',  MB',  MG'  rispettivamente  perpen- 
dicolari alle  facce  BOG,  GOA,  AOB,  e se  si  conducono  pa- 
rallelamente a queste  rette,  nello  stesso  senso,  i raggi 
Oa,  06,  Oc,  gli  angoli  triedri  Oa6c,  MA'B'G'  sono  eguali 
e gli  angoli  triedri  Oa6c,  OABG  supplementari. 

I triangoli  ABG,  abe  intercetti  sulla  superficie  della 
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sfera  dagli  angoli  triedri  OABC,  Oabc,  son  pure  sup~ 
plementari;  vale  a dire  che  gli  angoli  dell’  uno  sono  i 
supplementi  dei  lati  dell’  altro,  poiché  i lati  di  ciascun 
triangolo  misurano  le  facce  dell’  angolo  triedro  corri- 
spondente. 

I triangoli  .\BG,  abe  hanno  pure  questa  proprietà 
che  i vertici  dell’  uno  sono  i poli  dei  lati  dell’  altro.  In- 
fatti le  retta  Oa  essendo  perpendicolare  al  piano  BOC, 
il  punto  a è un  poto  dell’arco  di  circolo  massimo  BC,  e 
dei  due  poli  di  BC  è quello  che  non  si  trova  dallo  stesso 
lato  dell’  arco  BC  che  il  vertice  A del  triangolo  ABC, 
poiché  i raggi  Oa,  OA  sono  da  differenti  lati  del  piano 
BOC.  Vale  lo  stesso  pei  due  altri  vertici  6 e c del  trian- 
golo abe  rispetto  ai  lati  AC,  AB  del  triangolo  ABC. 

Si  proverebbe  similmente  che  i vertici  A,  B,  C del 
triangolo  ABC  sono  i poli  dei  lati  di  abe.  Per  questa  ra- 
gione si  è dato  ai  triangoli  supplementari  ABC,  abe  il 
nome  di  triangoli  polari. 

TEOREMA.  1. 

U angolo  BAD  di  due  archi  di  circoli  massimi 
AB,  AD  ha  per  misura  V arco  di  cerchio  massimo  BD, 
descritto  dal  suo  vertice  A come  polo  tra  i lati, 
(fig-  351.) 

II  punto  A essendo  il  polo  dell’  arco  di  circolo 
massimo  BD,  ciascuno  degli  archi  AB,  AD  é un  qua- 
drante, e gli  angoli  al  centro  AOB,  AOD  sono  retti. 
Dunque  l’angolo  BOD  é il  rettilineo  dell’angolo  diedro 
BACD  e l’arco  BD  che  misura  l’angolo  rettilineo  BOD, 
misura  anche  l’angolo  BAD,  formalo  dai  due  archi  di 
circoli  massimi  AB,  AD. 

Corollario  1. — Se  prendiamo  sulla  circonferenza 
BD  e nello  stesso  senso  ciascuno  degli  archi  BP,  DP', 
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eguali  a un  quadrante,  il  punto  P è un  polo  dell’arco 
AB,  il  punto  P'  un  poto  dell’arco  AD,  e l’arco  di  cer- 
chio massimo  PP'  è uguale  a BD.  Dunque  Vangalo  BAD 
ha  per  misura  V arco  di  cerchio  massim^^he  unisce  i 
poli  P c P'  dei  suoi  lati. 

Corollario  Il^^jjJUuogo  dei  poli  dei  circoli  mas- 
simi che  formano  col  cérchio  massimo  BAE  un  angolo 
eguale  a BAD  è la  circonferenza  descritta  dal  punto  P 
come  polo  con  la  distanza  polare  PP’. 

ì!  luogo  degli  assi  degli  stessi  circoli  è la  superficie 
conica  di  rivoluzione  di  cui  il  punto  0 è il  centro,  OP 
1’  asse  e OP'  una  delle  generatrici. 

Corollario  111.  — Se  si  prolungano  gli  archi  BA, 
DA  al  di  là  del  loro  punto  d’intersezione  A,  gli  angoli 
BAD,  EAF,  opposti  al  vertice  sono  eguali,  e gli  angoli 
adiacenti  BAD,DAE  sono  supplementari. 

teorehAl  n. 

Ciascun  lato  d’ un  poligono  sferico  convesso  ABCDE 
è minore  della  metà  della  circonferenza  d’  un  cerchio 
massimo,  (ftg.  352.) 

Poiché  se  si  supponesse  un  lato  qualunque  AE  di 
questo  poligono  maggiore  di  una  mezza  circonferenza 
del  circolo  massimo,  l’arco  AB  prolungato  incontrerebbe 
AE  in  un  secondo  punto  F situato  tra  i punti  A e E,  di 
modochè  il  poligono  sferico  non  sarebbe  interamente 
da  uno  stesso  lato  della  circonferenza  AB;  ciò  che  con- 
tradice l’ipotesi.  Dunque,  ec. 

Scolio  I.  — La  reciproca  è làlsa. 

Scolio  II. -t  Noi  considereremo  i soli  poligoni  sfe- 
rici convessi. 
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TEOREiHA  m. 


1®.  Ciascun  lato  di  un  triangolo  sferico  ABC  è mi- 
nore della  somma  degli  altri  due. 

2°.  La  somma  dei  tre  lati  è minore  della  circonfe- 
renza di  un  cerchio  massimo,  (fig.  353.) 

Infatti  se  si  unisce  il  centro  0 della  sfera  ai  tre 
vertici  del  triangolo  si  forma  1’  angolo  triedro  OABC  di 
cui  le  facce  son  misurate  dai  lati  corrispondenti  del 
triangolo  ABC;  ma  l’angolo  AOB  è minore  della  somma 
dei  due  angoli  BOC,  COA,  dunqne  l’arco  AB  è altresì 
minore  della  somma  degli  archi  BC,  CA. 

Il  perimetro  del  triangolo  ABC,  è minore  della  cir- 
conferenza d’  un  circolo  massimo,  perchè  la  somma  dei 
tre  angoli  AOB,  BOC,  COA  è minore  di  4 retti. 

Corollario.  — Ca  stessa  dimostrazione  applicata 
a un  poligono  convesso  prova  1®  che  ciascun  lato  è mi- 
nore della  somma  degli  altri  Iati;  2®  che  il  perimetro 
del  poligono  è minore  della  circonferenza  d’  un  circolo 
massimo. 


TEOREaiAL  IT. 

t V 

1®.  Ciascun  angolo  d'un  triangolo  sferico  ABC  è 
maggiore  dell'  eccesso  della  somma  degli  altri  due  sopra 
due  angoli  retti. 

2®.  La  somma  dei  tre  angoli  di  questo  triangolo  è 
maggiore  di  due  angoli  retti  e minore  di  sei.  (fig.  353.) 

Infatti  ciascun  angolo  diedro  dell’angolo  triedro 
OABC  che  si  forma  unendo  il  centro  della  sfera  ai  ver- 
tici del  triangolo  ABC,  è maggiore  dell’eccesso  della 
somma  degli  altri  due  diedri  sopra  due  diedri  retti. 
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e la  somma  dei  tre  angoli  diedri  è maggiore  di  due 
diedri  retti,  ma  minore  di  sei. 

Scolio. — Un  triangolo  sferico  è rettangolo  quando 
vi  è un  angolo  retto,  e si  chiama  ipotenusa  il  lato  op- 
posto all’  angolo  retto. 

Si  dà  il  nome  di  birettangolo,  di  trirettangolo  a un 
triangolo  che  ha  due  o tre  angoli  retti. 


TEOREHA  E. 

Se  il  triangolo  sferico  ABC  ha  due  angoli  eguali 
A e C,  * lati  BC,  AB  opposti  a questi  angoli  sono 
eguali,  (fìg.  353.} 

Unendo  i vertici  del  triangolo  ABC  al  centro  0 della 
sfera,  si  forma  un  angolo  triedro  OABC  nel  quale  gli 
angoli  diedri  OC,  OA  sono  eguali;  dunque  le  facce  BOC, 
AOB  opposte  a questi  angoli  sono  eguali,  e gli  archi  BC, 
AB  sono  eguali. 

Scolio.  — Un  triangolo  equiangolo  è equilatero. 

TEOUEHA.  El. 

Se  il  .triangolo  sferico  ABC  ha  due  angoli  disu- 
guali k e C.,  il  lato  AB  opposto  alV  angolo  maggiore  C, 
è più  grande  del  lato  BC,  opposto  all'  altro  angolo, 
(fig.  353.) 

Infatti  se  si  uniscono  i vertici  del  triangolo  ABC  al 
centro  0 della  sfera,  si  forma  un  angolo  triedro  OABC 
nel  quale  l’ angolo  diedro  OC  è maggiore  dell’  angolo 
diedro  OA,  dunque  la  faccia  AOB  è maggiore  della  faccia 
BOC  e r arco  AB  più  grande  di  BC. 

Scolio. — Le  reciproche  dei  due  teoremi  precedenti 
sono  evidenti. 
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TEOREMA  VII. 


Due  triangoli  ABC,  A'B'C'  descritti  sulla  stessa  sfera 

0 sopra  sfere  eguali , sono  eguali  o simmetrici,  quando 
hanno  un  angolo  eguale  compreso  tra  due  lati  rispet- 
tivamente eguali,  (ftg.  354.) 

Sieno  1’  angolo  A eguale  ad  A',  il  lato  AB  eguale 
ad  A'B',  e il  lato  AC  eguale  ad  A'C';  supponiamo  in  prima 
le  parti  eguali  dei  due  triangoli  disposte  nello  stess’  or- 
dine, e uniamo  il  centro  0 della  sfera  OA  ai  vertici  del 
triangolo  ABC,  il  centro  0'  delta  sfera  O'A'  ai  vertici  del 
triangolo  A'B'C'.  I due  angoli  triedri  OABC,  O'A'B'C'  sono 
uguali  perchè  hanno  un  angolo  diedro  eguale  compreso 
tra  due  facce  rispettivamente  eguali  e disposte  nello 
stess’ordine;  di  più  i raggi  O'A',  OA  delle  due  sfere  sono 
uguali  per  ipotesi;  per  conseguenza  se  sovrapponiamo 
gli  angoli  triedri  OABC,  O'A'B'C',  il  vertice  A'  coinciderà 
con  A,  il  vertice  B'  con  B,  e >il  vertice  C'  con  C.  Dunque 

1 triangoli  ABC,  A'B'C'  sono  eguali. 

Se  la  disposizione  delle  parti  eguali  non  è la  stessa 
nei  triangoli  ABC,  A'B'C',  con  un  ragionamento  analogo 
al  precedente  si  dimostra,  che  il  triangolo  A'B'C'  è 
uguale  al  simmetrico  di  ABC. 


TEOREMA  TlIK. 

Due  triangoli,  descritti  sulla  stessa  sfera  o sopra 
sfere  eguali,  sono  eguali  o simmetrici,  se  hanno  un 
lato  eguale  adiacente  a due  angoli  rispettivamente 
''quali. 

Dimostrazione  analoga  alla  precedente. 
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VEOIUSMA.  IX.. 

Dm  triangoli,  descritti  sulla  stessa  sfera  o sopra 
sfere  eguali,  sono  eguali  o simmetrici,  se  hanno  i tre 
lati  rispettivamente  eguali. 

Dimostrazione  analoga  alla  precedente. 


TEonEnx  X. 


Due  triangoli,  descritti  sulla  stessa  sfera  o sopra 
sfere  eguali,  sono  eguali  o simmetrici,  se  hanno  tre 
angoli  rispettivamente  eguali. 

Dimostrazione  simile  alla  precedente. 

Corollario  I.  — Se,  come  nella  geometria  piana, 
chiamiamo  triangoli  sferici  simili  quelli  che  sono  equian- 
goli e i cui  lati,  adiacenti  agli  angoli  eguali,  sono  pro- 
porzionali , la  proposizione  precedente  dimostra  che  se 
due  triangoli  simili  appartengono  alla  stessa  sfera,  sono 
eguali. 

Corollario  II.  — Se  un  angolo  triedro  OABC 
(fig.  355)  ha  il  suo  vertice  al  centro  0 di  due  sfere 
concentriche  OA,  DA',  esso  intercetta  sulla  loro  super- 
fìcie due  triangoli  ABC,  A'B'C'  che  sono  simili.  Infatti, 
questi  triangoli  sono  evidentemente  equiangoli  ; inoltre 
i loro  lati  AC,  A'C'  sono  archi  simili,  proporzionali  ai 
raggi  OA,  OA';  accade  lo  stesso  dei  lati  BC,  B'C'  e dei 
lati  AB,  A'B';  dunque  si  ha 

A'C'_  B'C'_  A'B' 

AC“BC  AB’ 

e i triangoli  A'B'C',  ABC  sono  simili. 
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TEOBEHA.  mi. 

Se  due  triangoli  sferici  hanno  un  angolo  disu- 
guale compreso  tra  due  lati  eguali,  il  lato  opposto  al 
maggiore  dei  due  angoli  è maggiore  del  lato  opposto 
all’  altro  angolo. 

Dimostrazione  analoga  a quella  del  teorema  VI, 
cap.  V,  libro  I. 

Corollario.  — Se  due  triangoli  banno  un  lato  di- 
suguale e gli  altri  due  rispettivamente  eguali,  l’ angolo 
opposto  al  lato  maggiore  è maggiore  dell’angolo  opposto  ' 
all’  altro  lato. 

È una  conseguenza  dei  teoremi  IX  e XI. 


CAPETOliO  IO. 

Intersezione  e contatto  di  due  cerchi  di  nna  sfera. — 
Della  più  eorta  distanza  di  due  punti  della  sfera. 


1.  — Se  da  un  punto  A della  superficie  di  una  sfera 
(jig.  356)  si  conduce  il  cerchio  massimo  BAB'  perpendi- 
colare al  cerchio  BCD,  ciascuno  degli  archi  AB,  AB'  è 
perpendicolare  alla  circonferenza  BCD,  talché,  per  un 
punto  di  una  sfera,  si  possono  condurre  due  archi  per- 
pendicolari alla  stessa  circonferenza.  Questi  due  archi 
sono  eguali  allora  soltanto  quando  il  punto  dato  A coin- 
cide col  polo  del  cerchio  BCD,  e in  questo  caso  tutti  gli 
archi  di  cerchi  massimi  che  passano  per  questo  punto 
sono  perpendicolari  alla  circonferenza  BCD. 

2.  — Due  circonferenze  di  cerchio  descritte  sulla 
stessa  sfera  sono  secanti,  quando  esse  hanno  due  punti 
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comuni  ; sono  tangenti  in  un  punto,  quando  hanno  la 
stessa  tangente. 

I poli  P,  P'  (fig.  357)  di  due  circonferenze  tangenti 
CÀ,  C'À'  e il  punto  di  contatto  A sono  sopra  un  arco  di 
cerchio  massimo,  il  cui  piano  è perpendicolare  alla  tan- 
gente comune  AT.  Giacché,  i raggi  CA,  C'A  essendo 
perpendicolari  ad  AT,  il  piano  GAG'  che  passa  per  i 
due  poli  P,  P'  è anche  perpendicolare  alla  tangente 
comune. 


TEOREMA  K. 

Se  da  un  punto  A della  superficie  di  una  sfera, 
si  conducono  gli  archi  di  cerchi  massimi  AB,  hB'  per- 
pendicolari, e un  arco  di  cerchio  massimo  AG  obliquo 
alla  circonferenza  BCD,  V arco  AG  è maggiore  di  AB  c 
minore  di  AB',  (fig.  358.) 

Unendo  il  polo  P del  cerchio  BCD  al  punto  *G  con 
un  arco  di  cerchio  massimo,  si  forma  un  triangolo  sfe- 
rico PAG,  nel  quale  si  ha 

PC  0 PA  + AB<PA-^AC, 
e per  conseguenza, 

AB  < AC . 

Lo  stesso  triangolo  sferico  dà  altresì 
AC<AP-f  PC, 

ovvero 

AC<AB'. 

Scolio.  — AB  è il  minore  a AB'  il  maggiore  degli 
archi  di  cerchi  massimi  che  si  possono  condurre  dal 
punto  A alla  circonferenza  BCD. 
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TEORCMA.  n. 


Sa  da  un  punto  A preso  sulla  superpeie  di  una 
sfera  si  conducono  gli  archi  di  cerchi  massimi  per- 
pendicolari e differenti  archi  di  cerchi  massimi  obli- 
qui ad  una  circonfere7ìza, 

1®.  Due  archi  obliqui  egualmente  lontani  da  un 
arco  perpendicolare  sono  eguali; 

2®,  Di  due  archi  obliqui,  disugualmente  lontani  dal 
minore  degli  archi  perpendicolari,  il  più  distante  è il 
maggiore,  (fig.  359.) 

Sia  AB  il  minore  arco  di  cerchio  massimo,  con- 
dotto dal  punto  A perpendicolarmente  al  cerchio  BCE . 
Prendiamo  a cominciare  da  B due  archi  eguali  BC,  BD 
e tiriamo  gli  archi  di  cerchi  massimi  AC,  AD.  Per  di- 
mostrare 1’  eguaglianza  di  questi  archi,  uniamo  i punti 
C e D al  polo  P del  cerchio  BCE  con  archi  di  cerchi 
massimi;  i due  triangoli  sferici  PAC,  PAD  hanno  il  lato 
PA  comune,  il  lato  PC  eguale  a PD  per  ipotesi,  e l’an- 
golo APC  eguale  ad  APD  perchè  il  piano  PAB,  perpen- 
dicolare al  mezzo  dell’  arco  CD,  divide  l’ angolo  CPD  in 
due  parti  eguali;  dunque  i triangoli  PAC,  PAD  hanno 
tutte  le  loro  parti  rispettivamente  eguali,  e l’obliqua  AC 
è uguale  all’  obliqua  AD. 

2®.  Se  l’arco  BE  è maggiore  di  BC,  l’arco  di  cer- 
chio massimo  AE  è maggiore  di  AC.  Infatti,  i due  trian- 
goli sferici  PAE,  PAC  hanno  il  lato  AP  comune,  il  lato 
PE  eguale  a PC,  e l’ angolo  APE  maggiore  di  APC;  dun- 
que l’ arco  AE  è maggiore  dell’  arco  .AC. 

Scolio.  — Per  un  punto  d’  una  sfera,  si  possono 
condurre  ad  una  circonferenza  due  soli  archi  di  cerchi 
massimi  obliqui  ed  eguali. 
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TEORE».%  ni. 

Due  circonferenze  descritte  sulla  stessa  sfera  sono 
esterne  V una  all’  altra,  quando  l’  arco  di  cerchio  mas- 
simo che 'Unisce  i loro  poli  è maggiore  della  somma 
delle  loro  distanze  polari,  (fìg.  360.) 

Sieoo  P il  polo  e PÀ  la  distanza  polare  di  uno  dei 
cerchi;  prendete  sul  prolungamento  di  PA  l’arco  AB 
eguale  all’  eccesso  dell’  arco  di  cerchio  massimo  che 
unisce  i poli  dei  due  cerchi  sulla  somma  delle  loro  di- 
stanze polari;  prendete  poi  l’arco  BP'  eguale  alla  distanza 
polare  del  secondo  cerchio  ; il  punto  P'  sarà  il  polo  di 
questo  cerchio.  Ma  l’ arco  P'B  è minore  di  P'A , il  più 
piccolo  dei  due  archi  condotti  da  P'  perpendicolarmente 
alla  circonferenza  PA;  dunque  la  circonferenza  P'B  ha 
tutti  i suoi  punti  esterni  alla  circonferenza  PA. 

Scolio.  — La  dimostrazione  di  questo  teorema  è 
identica  a quella  del  teorema  III,  cap.  Ili,  libro  li. 


TEOREMA.  IV. 

Due  circonferenze  descritte  sulla  stessa  sfera  sono 
tangenti  esteriormente,  se  V arco  di  cerchio  massimo 
che  unisce  i loro  poli  è uguale  alla  somma  delle  loro 
distanze  polari. 

Dimostrazione  analoga  a quella  del  teorema  IV, 
cap.  III.  libro  II. 


TEOREMA  V. 

Due  circonferenze  descritte  sulla  stessa  sfera  sono 
secanti,  quando  V arco  di  cerchio  massimo  che  unisce 
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i loro  poli  è minore  della  somma  delle  loro  distanze 
polari  e maggiore  della  loro  differenza. 

Dimostrazione  analoga  a quella  del  teorema  V., 
cap.  Ili,  libro  li. 


TEOREMA  TE 

Due  circonferenze  descritte  sulla  stessa  sfera  sono 
tangenti  internamente,  quando  V arco  di  cerchio  mas- 
simo che  unisce  i loro  poli  è uguale  alla  differenza 
delle  loro  distanze  polari. 

Dimostrazione  analoga  a quella  del  teorema  VI, 
cap.  Ili,  libro  II. 


TEOREMA  TU. 

Due  circonferenze  descritte  sulla  stessa  sfera  sono 
interne  V una  all"  altra,  quando  V arco  di  cerchio  masy 
simo  che  unisce  i loro  poli  è minore  della  differenza 
delle  loro  distanze  polari. 

Dimostrazione  analoga  a quella  del  teorema  VII, 
cap.  III , libro  II. 


TEOREMA  Tni. 

La  linea  più  corta  che,  sulla  sfera,  unisce  il  polo  P 
di  una  circonferenza  BAC  d un  punto  qualunque  di 
questa  curva,  è costante,  (fig.  361.) 

Infatti,  sia  PMB  la  linea  più  corta  che  si  possa  con- 
durre sulla  sfera  dal  polo  P alla  circonferenza  BAC  ; facen- 
dola girare  attorno  all’asse  PÀ, questa  linea  genera  una 
superficie  di  rivoluzione  che  non  è altro  che  la  zona  PBC, 
poiché  tutti  ì punti  della  generatrice  PMB  sono  egual- 
mente distanti  dal  centro  della  sfera,  e il  punto  B de- 
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scrive  la  circonferenza  BAC.  Dunque  le  più  corte  distanze 
<lel  polo  P ai  differeuti  punti  della  circouferenza  BAC 
sono  eguali. 


TEOREMA  n. 

La  linea  più  corta  che  si  possa  condurre  sulla  sfera 
da  un  punto  A della  sua  superficie  a un  altro  punto  B 
è il  più  piccolo  arco  di  cerchio  massimo  AB  che  unisce 
questi  due  punti,  (fig.  362.) 

Infatti,  dico  che  qualunque  punto  C dell’arco  AB 
è situalo  sulla  linea  più  corta  che  si  possa  condurre 
sulla  sfera  dal  punto  A al  punto  B.  Per  dimostrarlo 
suppqngo  prima  I’  arco  AB  minore  di  una  mezza  cir- 
conferenza, e descrivo  dai  punti  A e B come  poli,  con 
le  distanze  polari  AC,  BC,  due  cerchi  che  sono  tangenti 
esteriormente,  poiché  l’  arco  di  cerchio  massimo  AB 
che  unisce  i loro  poli  è uguale  alla  somma  delle  loro 
disianze  polari.  La  più  corta  distanza  del  punto  A al 
punto  B,  misurala  sulla  superOcie  della  sfera,  è com- 
posta di  tre  parli  che  sono  1°  la  più  corta  distanza  del 
polo  A alla  circonferenza  AC;  2”  la  più  corta  distanza 
del  polo  B alla  circonferenza  BC;  3°  la  più  corta  distanza 
delle  due  circonferenze  AC  e BC.  Ma  i poli  A e B sono 
egualmente  distanti  da  tutti  i punti  delle  rispettive  cir- 
conferenze AC  e BC;  dunque  la  linea  minima  descritta 
sulla  sfera  dal  punto  A al  punto  B,  passa  pel  punto  C, 
poiché  per  questo  punto  solo  la  distanza  delle  due  cir- 
conferenze è nulla.  Laonde  1’  arco  di  cerchio  massimo 
AB  è la  linea  più  corta  che  si  possa  descrivere  sulla  sfera 
dal  punto  A al  punto  B. 

Se  i due  punti  A e B sono  l’ estremità  d’  un  dia- 
metro della  sfera,  le  due  circonferenze  AC,  BC  coinci- 
dono in  tutta  la  loro  estensione,  in  guisa  che  la  più 

21 
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corta  distanza  dei  due  punti  A e B è una  delle  semicir- 
conferenze di  cerchi  massimi  che  uniscono  i due  punti 
A e B. 


CAPlTOliO  IV. 

Distanza  di  nn  punto  od  una  sfera.  — 
Intersezione  e contatto  di  due  sfere. 


1.  — Se  per  un  punto  A esterno  o interno  ad  una 
sfera  BO  (fig.  363),  si  conducono  le  normali  AB,  AB'  e 
differenti  rette  AC,  AD,....  sino  all’incontro  della  su- 
perficie sferica,  le  rette  AC,  AD,....  sono  oblique  a 
questa  superficie,  e si  dice  che  due  oblique  si  allontanino 
egualmente  o disugualmente  da  una  normale  AB,  quando 
gli  archi  di  cerchi  massimi,  BC,  BD....,  descritti  dal 
piede  della  normale  all’ estremità  delle  oblique,  sono 
eguali  0 disuguali. 

2.  — Due  superficie  qualunque  sono  tangenti  in  un 
punto,  quando  in  questo  punto  hanno  Io  stesso  piano 
tangente. 


TEOREMA  I. 


Se  da  un  punto  A si  conducono  le  due  normali  e 
una  obliqua  qualunque  AE  ad  una  sfera,  V obliqua  è 
maggiore  di  una  delle  normali  e minore  dell’  altra. 
(fiU-  361) 

Infatti,  il  piano  che  passa  per  l’obliqua  AE  e la 
normale  AB',  incontra  la  sfera  seguendo  un  cerchio  mas- 
simo CB.  Ma  la  rette  AB,  AB'  sono  normali,  e la  retta 
AE  obliqua  a questo  cerchio;  dunque  AE  è maggiore 
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della  normale  minima  AB  e minore  della  normale  mas- 
sima AB'. 

Scolio.  — La  normale  AB  è la  più  corta  distanza, 
e la  normale  AB'  la  maggiore  distanza  del  punto  A alla 
superQcie  della  sfera. 

TBOBEMA.  n. 

Se  dal  punto  A si  conducono  le  normali  e diffe- 
renti oblique  ad  una  sfera  OB, 

1<*.  Due  oblique  egualmente  distanti  dalla  normale 
minima  sono  eguali; 

2“.  Di  due  oblique  disugualmente  distanti  dalla 
normale  minima , la  maggiore  è la  più  distante, 
(fìg.  365.) 

1®.  Conducete  la  normale  minima  AB,  e prendete 
due  archi  di  cerchi  massimi  eguali  BC,  BD;  dico  che  le 
oblique  AC,  AD  sono  eguali.  Infatti,  se  facciamo  girare  il 
piano  ADB'  attorno  alla  retta  AB'  sino  a che  coincida 
col  piano  ACB',  la  circonferenza  BDB'  si  applica  sopra 
BCB'  e le  due  oblique  AD,  AC  coincidono  a causa  del- 
l’eguaglianza degli  archi  BD,  BC. 

2®.  Se  l’arco  BE  è maggiore  di  BC,  l’obliqua  AE  è 
maggiore  di  AC.  E invero,  prendete  sopra  BE  l’ arco  BD 
eguale  a BC  c conducete  l’ obliqua  AD  che  è uguale  ad 
AC;  delle  due  oblique  AD,  AE  allo  stesso  cerchio  BE,  la 
maggiore  è AE;  dunque  ec. 

Corollario.  — Il  luogo  dei  piedi  delle  oblique 
eguali  ad  AD  condotte  dal  punto  A alla  sfera  BO  è la 
circonferenza  di  cerchio  descritta  dal  piede  della  nor- 
male AB  come  polo  colla  distanza  polare  BD. 

Le  oblique  eguali  AD,  AC,....  sono  situate  sopra 
una  superfìcie  conica  di  rivoluzione  il  cui  centro  è il 
punto  A;  la  circonferenza  CDF  è una  delle  linee  d’inter- 
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sezione  di  questa  superfìcie  conica  c della  sfera.  Dimo- 
streremo poi  che  la  sfera  è altresì  incontrata  dalia  su- 
perficie conica  seguendo  un’  altra  circonferenza  di  cer- 
chio. 


TEOREMA,  m. 

Due  sfere  sono  esterne  V una  all’  altra,  quando  la 
distanta  dei  loro  centri  è maggiore  della  somma  dei 
loro  raggi. 

Dimostrazione  analoga  a quella  del  teorema  IH, 
cap.  Ili,  libro  li. 


TEOREMA  IT. 

Due  sfere  sono  tangenti  esteriormente,  se  la  di- 
stanza dei  loro  centri  è uguale  alla  somma  dei  loro 
raggi. 

Dimostrazione  analoga  a quella  del  teorema  IV, 
cap.  Ili,  libro  11. 


TEOREMA  T. 

Due  sfere  s’ incontrano  seguendo  una  circonfe- 
renza di  cerchio,  quando  la  distanta  dei  loro  centri  è 
minore  della  somma  e maggiore  della  differenza  dei 
loro  raggi,  (fig.  366.) 

Siano  A e B i centri  delle  due  sfere  ; conducete  per 
la  retta  AB  un  piano  qualunque  che  incontrerà  la  sfera 
A seguendo  il  cerchio  massimo  AM  e la  sfera  B se- 
guendo il  cerchio  massimo  BN.  Questi  due  cerchi  si 
tagliano  nei  punti  C e D,  poiché  la  distanza  dei  loro 
centri  è minore  delia  somma  e maggiore  della  differenza 
dei  loro  raggi;  dunque,  se  consideriamo  le  sfere  come 
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generate  dalla  rotazione  dei  cerchi  AM,  BN  attorno  al- 
l’asse AB,  il  punto  C d’intersezione  di  questi  cerchi 
descrive  un  parallelo  comune  alle  due  superfìcie  sferi- 
che e le  sfere  si  tagliano  seguendo  questo  parallelo. 

Scolio.  — I centri  delle  sfere  e il  centro  della  cir- 
conferenza CE,  seguendo  le  quali  esse  s’ incontrano, 
sono  situate  sopra  una  medesima  retta  perpendicolare 
al  piano  delia  circonferenza. 

TEOnEMA.  Tl. 

Due  sfere  sono  tangenti  internamente , quando  la 
distanza  dei  centri  è minore  della  differenza  dei  loro 
raggi. 

Dimostrazione  analoga  a quella  del  teorema  VI, 
cap.  Ili,  libro  II. 


TEOnEMA  TlI. 

Due  sfere  sono  interne  V una  all’  altra,  quando  la 
distanza  dei  centri  è minore  della  differenza  dei  loro 
raggi. 

Dimostrazione  analoga  a quella  del  teorema  VII, 
cap.  Ili,  libro  II. 


TEOnEMA  TIII. 

1".  Le  tangenti  alla  sfera  OB,  condotte  dallo  stesso - 
X>unto  A,  sono  eguali. 

2°.  il  luogo  di  queste  rette  è una  superfìcie  conica 
di  rivoluzione  tangente  alla  sfera,  (fig.  367.) 

1“.  Sieno  AB,  AC  due  tangenti  alla  sfera  OB;  unite 
i loro  punti  di  contatto  B e C al  centro  0.  I due  trian- 
goli rettangoli  ABO,  ACO  sono  eguali,  perchè  hanno 
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r ipotenusa  AO  comune  e i due  lati  BO,  CO  eguali; 
dunque  la  tangente  AB  è uguale  ad  AC. 

2°.  Dall’eguaglianza  dei  triangoli  ADO,  ACO  risulta 
quella  altresì  degli  angoli  BAO,  CAO;  dunque  le  tan- 
genti, condotte  da  uno  stesso  punto,  fanno  angoli  eguali 
col  diametro  AO  della  sfera,  che  passa  pel  punto  dato  A; 
per  conseguenza  il  luogo  di  queste  rette  è una  superQcie 
conica  di  rivoluzione  che  tocca  la  superficie  della  sfera 
in  ciascuno  dei  punti  del  parallelo  BCD,  comune  a queste 
due  superficie. 

Scolio.  — Si  dice  che  la  superficie  conica  ABCD  è 
circoscritta  alla  sfera,  e reciprocamente  che  la  sfera  è 
iscritta  nella  superQcie  conica. 

TEOREMA  n. 

Il  luogo  delle  tangenti  alla  sfera , parallele  ad 
una  retta  data  xy,  è una  superficie  cilindrica  di  ri- 
voluzione, tangente  alla  sfera,  (ftg.  368.) 

Infatti,  se  conduciamo  pel  centro  0 della  sfera  il 
piano  ABC  perpendicolare  ad  xy  e per  i punti  della 
circonferenza  del  cerchio  massimo  ABC  delle  parallele  a 
xy,  ciascuna  di  queste  rette  è perpendicolare  al  raggio 
corrispondente  e per  conseguenza  tangente  alla  sfera;, 
dunque  il  luogo  di  queste  tangenti  che  sono  parallele  al 
diametro  xy,  è una  superficie  cilindrica  di  rivoluzione, 
eziandio  tangente  alla  sfera. 

Scolio.  — La  superficie  cilindrica  è delta  circo- 
scritta  alla  sfera,  la  quale,  reciprocamente,  è iscritta 
nella  superficie  cilindrica. 

TEOREMA  X. 

Se  r intersezione  d' una  sfera  ABCD  e d' un  cono 
■ SCD  è composta  di  due  curve  distinte  AMB,  CND  e che 
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nna  di  queste  linee  sia  una  circonferenza  di  cerchio , 

V altra  è anche  una  circonferenza,  (fìg.  369) 

Infatti,  se  la  base  CND  del  cono  è un  cerchio,  dico 
che  la  seconda  curva  d’intersezione  AMD  è altresì  un 
cerchio.  Sieno  SN  una  generatrice  del  cono  ed  M il 
punto  nel  quale  questa  retta  incontra  la  curva  AMB;  ' 
conduco  SE  perpendicolare  al  piano  della  base  CND, 
unisco  il  punto  E al  punto  N e conduco  MF  perpendi- 
colare ad  SN  nel  piano  SEN , sino  all’  incontro  della 
retta  SE;  il  quadrilatero  EFIMN  i cui  angoli  opposti  M ed 
E sono  retti,  è iscrivibile  e si  ha: 

SF  X SE  = SN  X SM. 

Conducendo  dal  vertice  del  cono  la  retta  SG  tan- 
gente alla  sfera  e facendo  passare  un  piano  per  le  due 
rette  SG,  SN,  si  ba  altresì,  nel  cerchio  MGN, 

SN  X SM  = SG*, 

e per  conseguenza 

SF  X SE  = SG* . 

Dunque  la  retta  SF  ha  una  lunghezza  costante  per 
tutti  i punti  della  curva  AMB;  ma,  poiché  l’angolo  SMF 
è retto,  ciascuno  dei  punti  di  AMB  appartiene  alla  sfera 
descritta  sulla  retta  SF  come  diametro;  dunque  la  curva 
AMB  è r intersezione  di  due  sfere,  cioè  una  circonfe- 
renza di  cerchio. 

Corollario.  — Se  il  vertice  S del  cono  si  allon- 
tana indeOnilamente  dalla  base  CND  supposta  Ossa, 
Strisciando  lungo  una  generatrice  come  BD,  questo  cono 
si  trasforma  in  un  cilindro  avente  CND  per  base  e BD 
per  generatrice.  Dunque  se  V intersezione  d' una  sfera 
e d’ un  cilindro  è composta  di  due  curve  distinte  e 
che  una  sia  una  circonferenza  di  cerchio,  l’altra  c 
anche  una  circonferenza. 
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Scolio.  — Una  delle  due  curve  d’intersezione  è 
chiamata  curva  d’entrata  del  cono  e del  cilindro,  l’allra 
curva  d' uscita. 


CAPITOIiO  V. 
Problemi  ani  cerchi  della  sfera. 


Problema  I.  — Determinare  la  lunghezza  del 
raggio  di  una  sfera,  (fig.  370  ) 

Prendete  due  punti  qualunque  M e sulla  sfera; 
da, ciascuno  di  essi  come  polo,  con  una  distanza  polare 
maggiore  della  metà  dell’arco  di  cerchio  massimo  che 
unisce  M ad  N,  descrivete  due  archi  che  s’ incontrane 
in  un  punto  A che  dista  egualmente  da  M e da  N.  De- 
terminate similmente  due  altri  punti  B e C egualmente 
distanti  da  M e da  N;  il  piano  che  passa  pei  tre  punti 
B,  G è perpendicolare  al  mezzo  della  retta  MN;  dunque 
la  sezione  che  fa  nella  sfera  è un  cerchio  massimo. 

Misurate  le  distanze  rettiline  AB,  BG,  AG  e costruite 
un  triangolo  con  queste  tre  rette;  il  raggio  del  cerchio 
circoscritto  a questo  triangolo  è uguale  al  raggio  della 
sfera. 

Problema  II.  — Descrivere  una  circonferenza  di 
cerchio  massimo  che  pa.'tsi  per  due  punti  A e B della 
sicpcrficie  di  una  sfera,  (fig.  371.) 

Dai  punti  A e B come  poli,  descrivete  due  archi  di 
cerchi  massimi;  essi  s’incontrano  nel  punto  P,  polo 
deli’  arco  di  cerchio  massimo  che  passa  per  A e B.  Go- 
nosciuto  questo  polo,  tracciate  la  circonferenza  AB. 

Gorollario.  — Se  due'punti  A e B (fig.  372)  sono 
r estremità  di  un  diametro  della  sfera,  i cerchi  massimi 
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descrilti  dai  punti  A e B come  poli,  coincidono  e allora 
il  problema  è indeterminalo  ; giacché  qualunque  punto 
del  cerchio  massimo  CDE  è il  polo  d’un  cerchio  mas- 
simo che  passa  per  A e B. 

Scolio.  — La  costruzione  precedente  serve  a tro- 
vare il  polo  di  un  cerchio  massimo  dato. 

Problema  III.  — Condurre  da  un  punto  A della 
superficie  di  una  sfera  un  arco  di  cerchio  massimo  per- 
pendicolare a un  cerchio  massimo  dato  CBD.  (ftg.  37S.} 

Dal  punto  A come  poto,  descrivete  un  arco  di 
cerchio  massimo  sino  all’  incontro  della  circonferenza 
data  CBD  ; 1’  arco  di  cerchio  massimo  descritto  dal 
punto  d’ intersezione  P come  polo  sarà  perpendicolare 
a CBD. 

Problema  IV.  — Condurre,  per  un  punto  A delta 
superficie  di  una  sfera,  un  cerchio  massimo  che  faccia 
un  angolo  dato  con  un  cerchio  massimo  dato  BCD. 
(f,g.  SU.) 

Determinate  il  polo  P del  cerchio  BCD,  che  si  trova 
sull’emisfero  ABCD;  descrivete  la  circonferenza  EFH, 
luogo  dei  poli  dei  cerchi  massimi  che  fanno  col  cerchio 
BCD  un  angolo  eguale  all’angolo  dato,  e tracciate,  dal 
punto  A come  polo,  un  arco  di  cerchio  massimo  sino 
all’incontro  della  circonferenza  EFII.  I punti  d’interse- 
zione E ed  F sono  i poli  dei  cerchi  massimi  che  for- 
mano con  BCD  l’angolo  dato  e che  passano  pel  punto  A. 

Il  problema  ha  due  soluzioni  quando  1’  arco  PK  è 
maggiore  di  CA,  complernento  dell’arco  PA;  ha  una 
soluzione  se  PK  è uguale  a CA.  Finalmente,  è impossi- 
bile se  PK  è minore  di  CA. 

Problema  V.  — Dividere  un  arco  di  cerchio  mas- 
simo in  due  parti  eguali,  (fig.  375.) 

Determinate  sulla  sfera  due  punti  C e D egualmente 
lontani  dalle  estremità  dell’arco  dato  AB  e conducete  il 
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cerchio  massimo  CD.  Questo  cerchio  è perpendicolare 
all’arco  AB  e Io  divide  in  due  parti  eguali. 

Corollario.  — 11  cerchio  CD  divide  altresì  in  due 
parti  eguali  ciascuno  degli  archi  di  circoli  minori  che 
passano  pei  due  punti  A e B.  Giacché  il  suo  piano  è 
perpendicolare  al  mezzo  della  corda  AB,  comune  a tutti 
gli  archi  le  cui  estremità  sono  A e B. 

Problema  VI.  — Descrivere  il  circolo  minore  che 
passa  per  tre  punti  A,  B,  C dati  sulla  superficie  d' una 
sfera,  (fig.  316.) 

Conducete  l’arco  di  circolo  massimo  DE  perpendi- 
colare al  mezzo  dell’  arco  AB  e l’ arco  di  circolo  mas- 
simo FG  perpendicolare  al  mezzo  dell’arco  BC  ; gli  archi 
DE,  FG  3’  incontrano  in  un  punto  P egualmente  distante 
dai  tre  punti  A,  B,  C;  dunque  la  circonferenza  descritta 
dal  punto  P come  polo,  con  la  distanza  polare  PA,  passa 
pe’  punti  dati. 

Corollario.  — Questo  problema  serve  per  descri- 
vere il  circolo  circoscritto  a un  triangolo  sferico. 

Broblema  vii.  — Descrivere  per  un  punto  dato  A 
tm  circolo  massimo  tangente  al  circolo  minore  PB. 

1°.  Se  il  punto  A è dato  sulla  circonferenzà  PB 
(fig.  377),  conducete  per  questo  punto  e pel  polo  P del 
circolo  minore  PB  un  arco  di  cerchio  massimo;  pren- 
dete sopra  questo  arco  un  punto  C tale  che  CA  sia  egualq 
a' un  quadrante  e descrivete,  dal  punto  C come  polo, 
un  circolo  massimo  che  sarà  tangente  al  circolo  minore 
dato  PB.  Giacché  la  distanza  dei  loro  poli  é uguale  alla 
differenza  delle  distanze  polari  CA,  PA. 

2".  Supponete  il  punto  A esterno  al  cerchio  PB  e 
sia  P il  polo  del  circolo  minore  PB  (fig.  378);  da  qdfesto 
punto  come  polo,  con  una  disianza  polare  eguale  al 
complemento  dell’arco  PB,  descrivete  una  circonferenza 
. CD  e tracciate  dal  punto  A come  polo , un  arco  di  cer- 
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chìo  massimo  che  incontra  la  circonferenza  CD  nei 
punti  C,  D.  Questi  punti  sono  i poli  di  due  cerchi  mas- 
simi tangenti  al  circolo  minore  PB,  giacché  la  distanza 
dei  poli  P e C è uguale  alla  dilTerenza  delle  distanze  po- 
lari CA,  AB.  — Similmente  la  distanza  dei  poli  P e D è 
uguale  alla  differenza  delle  distanze  polari  DA,  PB. 


«fa  riaoìvere, 

X 1.  — Se  il  maggiore  degli  angoli  di  un  triangola  sferico 
é uguale  alla  somma  degli  altri  due,  il  polo  del  cerchio  cir- 
coscritto a questo  triangolo  è sul  Iato  maggiore. 

n,  2.  — Se  il  maggiore  degli  angoli  di  un  triangolo  sferico 
è maggiore  della  somma  degli  altri  due,  il  polo  del  cerchio 
circoscritto  è situato  all’esterno  del  triangolo,  tra  i prolun- 
gamenti dei  lati  dell’angolo  maggiore. 

3.  — Se  il  maggiore  degli  angoli  di  un  triangolo  sferico 
è minore  della  somma  degli  altri  due,  il  polo  del  cerchio 
circoscritto  è situato  all’  interno  del  triangolo. 

V 4. — Qualunque  punto  dell’arco  biseltore  dell’angolo  di 
due  archi  di  cerchi  massimi  è ugualmente  lontano  dai  due 
lati  di  quest’  angolo.  — Qualunque  punto  esterno  all’  arco 
bisetlore  è disugualmente  distante  dai  due  lati  dell’angolo. 

tf.  — Gli  archi  biseltori  dei  tre  angoli  di  un  triangolo 
sferico  passano  per  lo  stesso  punto  eh’ è il  centro  del  cerchio 
iscritto.  — Gli  archi  biseltori  dei  supplementi  di  due  angoli 
di  un  triangolo  sferico  e l’arco  bisetlore  del  terzo  angolo 
s’ incontrano  in  uno  stesso  punto,  centro  di  un  cerchio  ex- 
iscritto. 

A.  6. — Se  un  cono  a base  circolare  è iscritto  in  una  sfera, 
qualunque  sezione  fatta  nel  cono  da  un  piano  perpendicolare 
al  diametro  della  sfera,  che  passa  pei  vertice  della  sfera,  è 
una  circonferenza  di  cerchio. 

. 7.— Se  per  un  punto  A situalo  nell’ interno  di  una  sfera 
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si  condacono  tre  piani  due  a due  perpendicolari,  la  somma 
delle  aree  dei  Ire  cerchi  che  essi  determinano  nella  sfera  è 
coslanle. 

8.  — D^escrivere  sopra  una  sfera  una  circonferenza  tan- 
gente a una  circonferenza  data  e che  passi  per  due  punti  dati. 

9.  — Due  sfere  sono  omotetiche  dirette  e inverse. 

10.  — Quattro  sfere  hanno  sei  centri  d’omotetia  diretta, 
sei  centri  d’ omotetia  inversa  e,  per  conseguenza,  quattro 
assi  d’omotetia  diretta  e dodici  assi  d’omotetia  inversa. 

11.  — Quattro  sfere  hanno  un  piano  d’  omotetia  diretta, 
quattro  piani  d’omotetia  diretta  e inversa  di  coi  ciascuno 
contiene  tre  centri  esterni  situali  sullo  stesso  asse  e i tre 
centri  interni  corrispondente  agli  altri  tre  centri  esterni. 
Esse  hanno  anche  tre  piani  d’omotetia  inversi  di  cui  cia- 
scuno contiene  due  centri  esterni  non  situali  sullo  stesso 
asse  e i quattro  centri  interni  corrispondenti  ai  quattro  altri 
centri  esterni. 

12.  — Condurre  per  un  punto  dato  un  piano  tangente 
ad  una  sfera. 

13.  — Condurre  per  un  ponto  un  piano  tangente  a due 
sfere. 

^ 14.  — Condurre  un  piano  tangente  a tre  sfere. 

LUOGHI  GEOMETRICI. 

<1.  — Luogo  geometrico  dei  punti  dello  spazio  egual- 
mente illuminati  da  due  luci  d’ intensità  differenti. 

i 2.  — Luogo  geometrico  dei  vertici  dei  coni  eguali  e 
circoscritti  a due  sfere  differenti. 

y 3.  — Luogo  dei  centri  delle  sezioni  fatte  in  una  sfera  da 
piani  che  passano  per  un  punto  dato. 

4.  — Luogo  delle  proiezioni  di  un  punto,  esterno  ad  un 
piano,  sopra  rette  condotte  dallo  stesso  punto  in  questo  piano. 

5.  — Luogo  dei  centri  delle  sfere  che  tagliano  due  sfere 
date  seguendo  circoli  massimi. 

K 6.  — Luogo  dei  centri  delle  sfere  che  tagliano  tre  sfere 
date  seguendo  circoli  massimi. 
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HISIUA  neE.  CmiVDRO , dei.  como  e della  sfera  / * 

POLIEDRI  REGOLARI.’  ' ^ 

* 


CAPITOIiO  I. 
Cilindro. 


^ •* 

■ K 5 •' 

' < - \ 


1.  — La  proiezione  «lei  perimetro  di  una  figura  piana 
sopra  un  piano  determina  un’  altra  figura  che  si  chiama 
la  proiezione  della  prima  su  questo  piano. 

Le  proiezioni  di  una  figura  piana  sopra  due  piani 
paralleli  sono  eguali , giacché  possiamo  considerqrle 
come  basi  dì  un  prisma  o di  un  cilindro  retto.  Da  ciò 
segue  che  una  figura  piana  è uguale  alla  sua  proiezione, 
quando  i loro  piani  sono  paralleli.  v 

2.  — Un  prisma  è iscritto  in  un  cilindro,  quando 
le  sue  basi  sono  iscritte  in  quelle  del  cilindro.  Al  con- 
trario, un  prisma  è circoscritto  a un  cilindro,  se  ha 
per  basi  poligoni  circoscritti  alle  basi  del  cilindro.  Le 
facce  laterali  del  prisma  circoscritto  sono  tangenti  al 
cilindro. 

3.  — Due  cilindri  retti  o due  coni  retti  sono  simili, 
quando  le  loro  altezze  sono  proporzionali  ai  raggi  delle 
loro  basi. 

Due  cilindri  simili  si  possono  considerare  come  ge- 
nerali da  due  rettangoli  simili,  e due  coni  simili  da  due 
triangoli  rettangoli  simili. 


. 


à 
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^ I.  — La  proiezione  di  un  triangolo  ABC 

•jjfcjtiM  «n  pirtno  .MiN,  non  parallelo  ad  ABC,  è minore 
dC^Afil^lfianyolo. 

^ li  -'.Sdgpoheie  prima  il  lato  AB  del  triangolo  ABC//5jr.579j 
^ àl^plano  di  proiezione  e conducete  per  questa 

4»  rena  ^u^  piano  M'N'  parallelo  ad  MN;  la  proiezione  di 
ABC  su^^p|!^no  JIN  è uguale  ad  ABC',  proiezione  dello 
ste^o  iriMgolo-sul  piano  M'N'.  Conducete  C'D  perpen- 
^AD£  unite  il  punlóf  D al  vertice  C;  la  retta 
.fièrpendicolare  ad  AB.  Ma  i triangoli  ABC, 
'ò  la  stessa  base  AB  e sono  tra  loro  come  le 


altezze  CI), 
di  ABC. 


C'D;  dunque  il 


triangolo 


ABC'  è minore 


Sia,  in  secondo  luogo,  A'B'C'  (pg.  380)  la  proiezione 
di  un  triangolo  qualunque  ABC  sul  piano  MN;  condu- 
cete pel  vertice  C e nel  piano  ABC  la  retta  CD  parallela 
al  piano  di  proiezione.  Questa  linea  decompone  il  trian- 
golo ABC  in  due  parti  BDC,  ADC  le  cui  proiezioni  sono 
B'D'C',  A'D'C'.  Ma,  B'D'C'  è minore  di  BDC,  A'D'C'  è mi- 
nore di  ADC,  dunque  il  triangolo  A'B'C' è minore  di  ABC. 

Corollario  I.  — La  proiezione  di  un  poligono 
ABCD  sopra  un  piano  non  parallelo  ad  ABC,  è minore 
di  questo  poligono,  (fìg.  383.) 

Sia  A'B'C'D'E'  la  proiezione  del  poligono  ABCDE  sul 
piano  MN;  conducete  le  diagonali  AC,  AD  e le  loro 
proiezioni  A'C',  A'D';  i triangoli  A'B'C',  A'C'D',  A'D'E'  sono 
rispettivamente  minori  dei  triangoli  ABC,  ACD,  ADE; 
dunque  il  poligono  A'B’C'D'E'  è minore  di  ABCDE. (') 
Corollario  II.—  Una  faccia  qualunque  di  un  po- 
liedro è minore  della  somma  delle  altre  facce. 

Infatti  essa  è al  più  eguale  alla  somma  delle  proie- 
zioni delle  altre  facce  del  poliedro  sul  suo  piano. 


(*)  Il  Lemma  I è una  conseguenaa  evidenle  dell’  osservatione  coDtenula 
nella  Mola  a pag.  2 17.  (T.) 
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Lemma  II.  — Qnalurtqm  superficie  potietbìca  còmi 
vessa  ABCDEFGH  è minore  di  una  superficie'' 
qualunque  ABCDKHIN  che  V inviluppa  e ehp  Ìétmìi^ 
allo  stesso  contorno  ABCD.  (fig.  384.)  ' j '/ 

Se  prolunghiamo  i piani  che  formano  la-^sépCTÌCfclie  ^*  4 
interna  sino  all’incontro  della  superficie  ésterna^  il  plano* 
EFGII  vi  determina  la  sezione  OPQR;  il  pian<I;,\Ar)GlI 
incontra  le  facce  ABKN,  jpDML  seguendo  le  relfo.‘A8, 
e i piani  ABEH,  CDGF  tagliano  la  faccia  BCLK-segien 
le  rette  BX,  CY.  ^ 

La  faccia  BEFC  del  poliedro  BEFBXY  essendo^^ 
nore  della  somma  delle  altre  facce,  la  superlìeie  potTe- 
drica  ABCDEFGH  è minore  di  ABCDGIIXY  ; similmente 
quest’  ultima  è minore  della  superfìcie  ABCDPQTS,  la 
quale  è essa  stessa  minore  di  ABCDOPQR.  "Ma  quest’  ul- 
tima superficie  è altresì  minore  di  ABCDKLMN;  dun- 
que la  superfìcie  convessa  ABCDEFGH  è minore  di 


ABCDKLMN. 

Corollario.— Parimenti  si  dimostrerebbe  che  una 
superficie  poliedrica  convessa  e chiusa  è minore  di  qua- 
lunque altra  superficie  poliedrica  che  l’inviluppi  da  tutte  ^ 
le  parti. 

Scolio. — Poiché  il  teorema  è vero  quali  che  siano 
il  numero  e la  grandezza  delle  facce  delle  due  superficie 
poliedriche,  io  l’ applicherò  alle  superficie  curve  con- 
vesse. 


TEOREMA  I. 


La  superficie  laterale  di  un  prisma  retto  è ugtiale 
al  prodotto  del  perimetro  della  sua  base  per  la  sua  al- 
tezza. (fig.  385 ) 

Infatti,  il  prisma  ABC'D'  essendo  retto,  la  sua  su- 
perficie laterale  è la  somma  dei  rettangoli  AB',  BC', 
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CD', , . . . , che  hanno  per  altezza  l’ altezza  del  prisma 

*e  per  basi  i lati  AB,  BC,  CD, della  base 

ABCD  di  questo  poliedro  ; dunque  essa  ha  per  misura 

(AB-+-BC-I-CD -1- ) AA',  cioè  il  prodotto  del  peri- 

..  , metro  della  base  del  prisma  per  la  sua  altezza. 

• Corollario. — Le  superficie  laterali  di  due  prismi 
retti  che  hanno  la  stessa  altezza  stanno  come  i peri- 
metri .delle  respetlive  basi.  — Le  superficie  laterali  di 
due  prismi  retti  che  hanno  basi  eguali,  stanno  fra  loro 
tome  le  altezze. 

! » 

TBOnEMA.  a. 

1®.  La  superficie  totale  di  un  cilindro  retto  è il 
limite  delle  superficie  totali  dei  prismi  regolari  iscritti 
e circoscritti. 

2".  Il  volume  del  cilindro  è il  limite  dei  volumi 
di  questi  prismi,  (fig.  38S.) 

Iscrivete  nella  base  inferiore  del  cilindro  retto 
ABCDA'B'C'D'  un  poligono  regolare  ABCD  e conducete 
^ pei  lati  di  questo  poligono  piani  perpendicolari  alla  sua 
superficie  sino  all’  incontro  della  base  superiore  del 
cilindro;  il  prisma>tBCDA'B'C'D'  è retto  e iscritto  nel 
cilindro  che  l’ inviluppa  da  tutte  le  parti;  dunque  la 
superficie  totale  e il  volume  del  cilindro  sono  maggiori 
della  superficie  totale  e del  volume  del  prisma. 

Circoscrivete  al  cerchio  ABC  un  poligono  simile  al 
poligono  iscritto,  e conducete  pei  suoi  lati  piani  tan- 
genti al  cilindro,  sino  all’  incontro  del  piano  A'B'C'.  Il 
prisma  EFGUE'F'G'II'  è retto  e circoscritto  al  cilindro 
che  inviluppa  da  tutte  le  parti;  dunque  la  sua  super- 
ficie laterale  e il  suo  volume  sono  maggiori  della  su- 
perficie totale  e del  volume  del  cilindro. 

Sieno  s e S le  superficie  totali  dei  prismi  iscritte^ 
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V = 7rR*.H,  *' 
v=7rr*.A,  ; 

V : t-  : : R*  : r\ 
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Corollario.  — Le  superficie  totali  di  due  cilindri 
simili  stanno  fra  loro  come  i quadrali  dei  raggi  delle  ri-  , 
speltive  basi.  ’ ‘ ; 


CAPITOLO  a. 


Cono. 


Una  piramide  è iscritta  in  un  cono  quando  ha  per  *^ 
base  un  poligono  i.«crilto  ni-lla  base  del  cono  e per  ver-^ 
lice  quello  del  cono. — Le  costole  della  piramide  che  ; 
passano  pel  vertice  sono  generatrici  della  superficie  '4,  •> 
■conica.  iS  r 

Al  contrario,  una  piramide  è circoscritta  ad  un-  < 
cono,  quando  la  sua  base  è un  poligono  circoscrkto  ' , • 
alla  base  del  cono  e il  suo  vertice  coincide  con  quello 
della  superficie  conica;  ciascuna  delle  facce, laterali  della 
piramide  è tangente  al  cono,  poiché  essa  passa  p'el  v^- 
tice  del  cono  e per  una  langerlte  alla  sua  base.  .L 

Si  chiama  apotema  di  una  piramide  regolare  SABC  , 

(fig.  389)  la  perpendicolare  SD  che  misura  la  distanza 
del  suo  vertice  S a un  lato  qualunque  AB.  della  siTa  . ..  > 
base  ABC;  apotema  a Ipto  di  un  cono  la  parte  della  ‘ 
generatrice  della  superficie  del  cono  compresa  tra  il^ver^  < 1 
lice  e la  base.  , ' 

,,  • l-'*  • . •> 

I ’ L .JtL 

V , 

..  7 > 1 .OOQle 

■A  - .4  ^ 
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TEOnEMA  I. 

La  superbie  laterale  di  una  piramide  regolare 
SABCDE  ha  p\misura  la  metà  del  prodotto  del  peri- 
metro della  sì\  base  .4BCDE  pel  suo  apotema  SG. 
. (fig-  390.) 

Sia  F 11  centra  del  poligono  regolare  ABCDE;  la 
retta  SF  è l’altezza  della  piramide  regolare  SABC  e le 
costole  SA,  SB,  SC,  SD,  SE  che  si  allontanano  egual- 
mente dalla  retta  SF  perpendicolare  al  piano  ABC  sono 
^ eguali;  dunque  i triangoli  SAB,  SBC,. ...  sono  isosceli 
ed  eguali  tra  loro.  Ma  la  retta  SG  essendo  1’  apotema 
della  piramide,  si  ha 

SAB=ABX^\ 

/ SBC=BCX^. 

SCD=:CDX^,  ec.: 

\ 

dunque 

SAB  + SBC-^  SCDh- . . . .=  (Alt-^  BC-F  CD -f- . . . .)  X 

Corollario.  — Le  superficie  laterali  di  due  pira 
midi  regolari  che  hanno  la  stessa  base  stanno  fra  loro 
come  i rispettivi  apotemi  e reciprocamente 

EEOttEMA  n. 

1®.  La  superficie  totale  di  un  cono  retto  è il  limite 
delle  superficie  totali  delle  piramidi  regolari  iscritte  e 
circoscritte. 
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2®.  Il  volume  del  cono  è il  limite  dei  volumi  di 
queste  piramidi,  (fig.  391.) 

Iscrivete  nella  base  ADCD  del  cono  SABCD  nn  po- 
ligono regolare  ABCD  e conducete  per  ciascuno  dei  suoi 
lati  un  piano  che  passi  pel  vertice  S del  cono;  la  pira- 
mide SABCD  è regolare  ed  iscritta  nel  cono  che  l’ invi- 
luppa da  tutte  le  parti;  dunque  la  superfìcie  totale  e il 
volume  del  cono  sono  maggiori  della  superficie  totale  e 
del  volume  della  piramide. 

Circoscrivete  al  cerchio  ABC  un  poligono  EFGH  si- 
mile al  poligono  iscritto  e conducete  per  ciascuno  dei 
suoi  Iati  un  piano  tangente  al  cono;  la  piramide  SEFGH 
è regolare  e circoscritta  al  cono  che  essa  inviluppa  da 
tutte  le  parti;  dunque  la  sua  superfìcie  totale  e il  suo 
volume  sono  maggiori  di  quelli  del  cono. 

Sieno  5 e S le  superfìcie  totali  delle  piramidi  iscritta 
e circoscritta,  r e V i loro  volumi,  p e P i perimetri 
delle  basi  6,  B;  a e A gli  apotemi  SL,  SR  e A l’ altezza 
comune.  Se  si  raddoppia  il  numero  dei  lati  delle  basi  b, 
B,  la  superfìcie  5 e il  volume  v crescono,  restando 
sempre  minori  della  superficie  totale  e del  volume  del 
cono,  mentre  la  superfìcie  S e il  volume  V decrescono, 
restando  maggiori  della  superfìcie  totale  e del  volume 
dello  stesso  cono.  Ma  si  ha:  1° 

s = bh-|p.a 
. 1 

6-4-- p.a; 

dunque 

S_5=B  — 6-4-l(P.A--j5.a). 

A 

Diminuendo  e aumentando  simultaneamente  il  se- 
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condo  membro  di  questa  eguaglianza  del  prodotto  . A, 

À 

si  trova: 


S — 5 = B— 6+l(P— p)  A+|(A— c)p. 


Se  il  numero  dei  lati  delle  basi  b,  B cresce  indefì- 
nitamente,  le  variabili  B — 6,  P — p hanno  per  limite 
zero;  lo  che  avviene  pure  della  differenza  A — a,  perchè 
la  variabile  SL  ha  per  limile  SK.  Dunque  la  differenza 
S — s decresce  indeflnitamente.,  e la  superQcie  totale 
del  cono  è il  limile  delle  superQcie  totali  delle  piramidi 
iscritte  e circoscritte. 

2°.  Si  ha 

v=‘b.a 

1 ».  I. 

V=z^b.h, 

V — v = | (B  — 6)A. 


Se  supponiamo  che  il  numero  dei  lati  delle  basi 
aumenti  indeOiiilamcnte,  la  variabile  B — 6 ha  per  li- 
mite zero;  e poiché  il  fattore  h è costante,  si  vede  che 
la  differenza  V — v diminuisce  indeGnitamente;  dunque 
il  volume  del  cono  è il  limite  dei  volumi  delle  piramidi 
iscritte  e circoscritte. 

Corollario.  — Poiché  la  base  del  cono  è il  limite 
delle  basi  delle  piramidi,  la  superfìcie  laterale  del  cono 
è il  limite  delle  superficie  laterali  delle  piramidi  re- 
golari iscritte  e circoscritte. 
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VEOREMA.  ni. 


La  svperficie  laterale  di  un  cono  retto  ha  per  mi- 
sura la  metà  del  prodotto  del  perimetro  della  sua  base 
pel  suo  apotema. 

Sieno  S la  superQce  laterale  e P il  perimetro  della 
base  di  una  piramide  regolare  circoscritta  al  cono  che 
ha  per  apotema  A e per  raggio  della  base  R.  Se  il  nu- 
mero dei  lati  della  base  della  piramide  cresce  indefìni- 

tamente,  le  variabili  S e ^ P . A hanno  rispettiva- 

A 

mente  per  limiti  la  superQcie  laterale  del  cono  e 
1 

^ cerchio  R . II  ; 


ma,  poiché  la  superGcie  laterale  di  una  piramide  re- 
golare è uguale  alla  metà  del  prodotto  del  perimetro 
della  sua  base  pel  suo  apotema,  le  due  variabili  S e 

4 

- P . A sono  costantemente  eguali;  dunque  hanno  lo 
stesso  limite  e si  ha: 


sup.  lat.  del  cono  =;  - cer.  R . A . 

/à 


Corollario  I.  — La  superficie  laterale  del  cono 
retto  ha  per  misura  il  prodotto  dell’  apotema  per  la 
circonferenza  del  parallelo  che  dista  egualmente  dal 
vertice  e dalla  base.  Giacché  il  raggio  di  questo  paral- 
lelo è la  metà  di  quello  della  base. 

Corollario  II.— La  super Dcie  totale  del  cono  retto 
ha  per  misura  la  metà  del  prodotto  della  circonferenza 
della  sua  base  per  la  somma  dell’ apotema  e del  raggio 
della  base. 
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TEOREMA  IT. 


Il  volume  di  un  cono  retto  è uguale  al  terzo  del 
prodotto  della  sua  base  per  la  sua  altezza. 

Sieno  V il  volume  e B la  base  di  una  piramide  re- 
golare circoscritta  al  cono  di  altezza  H e di  raggio  R. 
Se  il  numero  dei  lati  della  base  B cresce  indeOnitamente, 
\ 

le  variabili  V e - B . H hanno  rispettivamente  per  li- 

O 


miti  il  volume  del  cono  e ^ cerchio  R . H;  ma  la  pi- 

O 


- ramide  ha  per  misura  il  terzo  del  prodotto  della  sua 
base  per  la  sua  altezza;  dunque  le  variabili  V e ^ B . A 

sono  costantemente  eguali  e i loro  limiti  lo  sono  altresì, 
cioè  si  ha:  • 


cono  R = i cerchio  R . H , 
o 


Corollario  I.  — Poiché  il  cerchio  R è uguale  a 
7T  R’,  si  ha: 


cono  R 5 7T  R*  . H. 


Corollario  II.  — Due  coni  retti  che  hanno  le  al- 
tezze eguali,  stanno  tra  loro  come  le  basi.  — Se  due  coni 
retti  hanno  basi  eguali , stanno  tra  loro  come  le  altezze. 

Scolio.— Un  cono  retto  è uguale  al  terzo  del  cilin- 
dro retto  della  stessa  base  e della  stessa  altezza. 


TEOREMA  T. 

La  superficie  laterale  di  un  tronco  di  cono  retto  a 
basi  parallele  ha  per  misura  il  prodotto  della  semi^ 
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somma  delle  eirconferente  delle  sue  basi  pel  suo  apo- 
tema.  (fìg.  393.) 

Sia  ABED  un  tronco  di  cono,  eguale  alla  difTcrenza 
dei  due  coni  retti  SAC,  SDF  le  cui  basi  AB,  DE  sono 
parallele.  Per  l’estremità  A della  generatrice  SA  con- 
ducete a questa  retta  una  perpendicolare  qualunque  AG, 
eguale  alla  circonferenza  AG  della  base  inferiore  del 
cono  troncato  ; unite  il  punto  G al  vertice  e pel  punto 
D in  cui  la  generatrice  SA  incontra  la  base  superiore 
del  cono  troncato,  conducete  DH  parallela  ad  AG;  dico 
che  la  retta  DH  è uguale  alla  circonferenza  DF. 

Infatti,  la  retta  SC  essendo  l’asse  del  cono  SAC,  i 
triangoli  rettangoli  SAC,  SDF  sono  equiangoli  e si  ha: 

SD  : SA  : : df  : ac  : : «>.  df  : dr,  ac. 

I triangoli  rettangoli  SDII,  SAG  sono  altresì  equian- 
goli e danno: 

SD  : SA  ; : dh  : ag  ; 

dunque 

cir.  DF  ; cir.  AC  t ; DII  ; AG. 


Ma  la  retta  AG  è uguale  a cir.  AC;  dunque  la  retta 
DH  è eziandio  eguale  a cir.  DF. 

La  superficie  laterale  del  cono  SAC  che  ha  per  mi- 


sura - cir.  AC  XSA,  è equivalente  al  triangolo  rettan 

A 


1 

golo  SAG  che  ha  per  misura  - AG  X SA.  Similmente  la 

superficie  laterale  del  cono  SDF  è equivalente  al  trian- 
golo rettangolo  SDII;  dunque  la  superficie  laterale  del 
tronco  di  cono  ABDE  è equivalente  al  trapezio  AGHD. 

Ma  il  trapezio  ha  per  misura  ADX  ^ 

que  la  superficie  laterale  del  tronco  di  cono  ABED  è 
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uguale  al  prodotto  del  suo  apotema  AD  per  la  semi- 
somma  delle  circonferenze  AC.,  DF  delle  sue  basi.  ' 

Corollario.  — Se  pel  mezzo  K dell’ apotema  AD 
si  conduce  la  retta  RN  parallela  ad  AG  e*il  piano  RL 
parallelo  alle  basi  dei  tronco  di  cono,  la  linea  RN  è 
uguale  alla  circonferenza  RL.  Ma  il  trapezio  AGHI)  ha 
per  misura  ADXK.N;  dunque  la  superficie  lalerale  di 
un  tronco  di  cono  retto,  a basi  parallele,  è uguale  al 
prodotto  del  suo  apotema  per  la  circonferenza  del  pa~ 
rallelo  egualmente  distante  dalle  basi. 

TEOnE!HA  Tl. 

Un  tronco  di  cono  retto,  a basi  parallele,  è equiva- 
lente a tre  coni  retti  che  hanno  per  altezza  comune 
V altezza  del  tronco,  e le  cui  basi  sono  la  base  infe- 
riore del  tronco,  la  base  superiore  e una  media  pro- 
porzionale tra  queste  due  basi.  (fig.  394.) 

Sia  ABFD  un  tronco  di  cono  eguale  alla  differenza 
dei  due  coni  retti  SAB,  SDF  le  cui  basi  sono  parallele. 
Costruite  sul  piano  della  base  inferiore  del  cono  tron- 
cato una  piramide  triangolare  GllLR  la  cui  ba.se  IILR 
sia  equivalente  al  cerchio  AC  e 1’  altezza  GB  eguale  al- 
l’ altezza  SC  del  cono  SAB.  Il  piano  della  base  superiore 
del  tronco  di  cono  determina  nella  piramide  una  sezione 
MNO  equivalente  al  cerchio  DE.  Infatti, 

cerchio  AC  : cerchio  DE  *.  : AC*  ; DE*  : ; SC*  : SE* 
c 

iiKL  : MNO  : : gr*  : gp*. 

Ora  si  ha  GR  = SC,  GP  = SE;  dunque 
cerchio  AC  ; cerchio  DE  ; URL  MNO. 
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Ma  per  ipotesi  il  triangolo  HKL  è equivalente  al 
cerchio  AC;  dunque  il  triangolo  MNO  è altresì  equiva- 
lente al  cerchio  DB. 

i 

11  cono  SÀG  che  ha  per  misura  n cerchio  AG  X SC  è 

o 

i 

equivalente  alla  piramide  GHLK  misurata  da  - HRLXGR* 

O 

Parimenti,  il  cono  SDE  e la  piramide  GMNO  sono  equiva- 
lenti; dunque  il  tronco  di  cono  è equivalente  al  tronco 
di  piramide.  Ma  il  tronco  di  piramide  ha  per  misura 

i PR  (HKL  H-  MNO  -h  \/HKL  X MNO,  ) 
o 

dunque  il  volume  del  tronco  di  cono  è uguale  a 

^CE(cercliioAC-hcercfti‘oDE-t-\/ cerchio  AG  X cérchio  DEj, 
o 

ovvero  è uguale  alla  somma  dei  volumi  di  tre  coni  che 
hanno  per  altezza  quella  del  tronco  e le  cui  basi  sono 
la  base  inferiore  del  tronco,  la  sua  base  superiore  e 
una  media  proporzionale  tra  queste  due  basi. 

Corollario.  — Sieno  R e r i raggi  delle  basi  del 
tronco  di  cono,  h la  sua  altezza  e V il  suo  volume;  si  ha: 

\ z=\nh  -h  r'  + Rr) . 

U 

TEORESIià  VII. 

1®.  Le  superficie  laterali  di  due  coni  simili  stanno 
tra  loro  come  i quadrati  dei  raggi  delle  loro  basi. 

2®.  I volumi  di  questi  coni  stanno  tra  loro  come  i 
cubi  dei  medesimi  raggi. 
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Dimostrazione  analoga  a quella  del  teorema  VI  del 
capitolo  precedente. 

Corollario.  — Le  superficie  totali  di  due  coni 
simili  sono  altresì  tra  loro  come  i quadrati  dei  raggi 
delle  basi. 


CAPlTOIiO  Ul. 

SuperScle  e Tolnme  seiieratl  da  un  poll(rono  regolare 
che  gira  attorno  ad  un  diametro. 


Si  chiama  linea  poligonale  regolare  una  linea  spez- 
zata, piana  e convessa,  che  ha  i lati  eguali  e gli  an- 
goli eguali. 

Qualunque  linea  poligonale  regolare  è iscrittibile  o 
circoscrittibile  come  il  perimetro  di  un  poligono  rego- 
lare, con  la  sola  differenza  che  il  suo  angolo  al  centro 
non  è generalmente  una  parte  aliquota  di  quattro  angoli 
’ retti. 

Una  linea  poligonale  regolare  ha  un  centro,  un 
raggio  e un  apotema  che  sono  il  centro  e i raggi  delle 
circonferenze  circoscritta  e iscritta. 

La  porzione  del  piano  compresa  Ira  una  linea  poli- 
gonale. regolare  e i due  raggi  estremi  di  questa  linea  è 
un  settore  poligonale  regolare, 

VEOBEMA  I. 

Se  due  rette,  una  delle  quali  AB  è limitata  e V al- 
tra xy  indefinita,  sono  situate  in  uno  stesso  piano,  e 
che  AB  sia  tutta  da  una  stessa  parte  di  xy,  la  super- 
ficie di  rivoluzione',  generata  dalla  retta  AB  che  gira 
attorno  all’asse  xy,  ha  per  misura  la  metà  del  prodotto 
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di  AB  per  la  circonferenta  del  parallelo  che  descrive 
il  mezzo  M di  questa  retta. 

La  retta  AB  può  avere  tre  diOerenti  posizioni  ri- 
spetto all’  asse  xy. 

1®.  Supponiamo  AB  parallela  ad  xy  (ftg.  395);  in 
questa  posizione,  essa  genera  la  superlìcie  laterale  di  un 
cilindro  di  rivoluzione,  e si  ha  : ' 

sup.  AB  = AB  X MO' 

2®.  Se  la  retta  AB  non  è parallela  all’  asse  e non  ha 
alcun  punto  comune  con  esso  (fig.  396),  genera  la  super- 
fìcie laterale  di  un  tronco  di  cono  retto,  a basi  parallele, 
e si  ha  ancora: 

sup.  AB  = AB  X MO. 

3®.  Se  la  linea  AB  ha  una  delie  sue  estremità  sul- 
l’ asse  xy,  genera  la  superfìcie  laterale  di  un  cono  retto; 
dunque 

sup,  AB  = AB  X MO. 

Scolio.  — Se  pel  punto  M conduciamo MD  (fig.  396 
e 397)  perpendicolare  ad  AB,  ed  AG  parallela  ad  xy,  è 
chiaro  chè  avremo  AB  X cir  . MO  = AC  X c/r  . MD; 
quindi  il  teorema  precedente  può  enunciarsi  nel  seguente 
modo: 

La  superficie  di  rivoluzione,  descritta  da  una  retta 
AB  che  gira  intorno  ad  un  asse  xy  che  non  la  taglia, 
ha  per  misura  il  prodotto  della  proiezione  AG  di  AB 
sull'  asse  per  la  circonferenza  che  ha  per  raggio  la  per- 
pendicolare  MD  condotta  alla  retta  AB  e dal  suo  mezzo 
sino  all'  incontro  dell’  asse. 
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TEOBBHA  U. 


La  superficie  di  rivoluzione  generata  da  una  linea 
poligonale  regolare  BCDE  che  gira  attorno  ad  un  dia- 
metro xy  che  non  la  taglia,  ha  per  misura  il  prodotto 
della  circonferenza  iscritta  per  la  proiezione  KP  della 
linea  poligonale  sull’  asse  xy.  (fig.  398.) 

Sieno  0 il  centro  e OG  il  raggio  della  circonferenza 
iscritta  nella  linea  poligonale  BCDE.  La  superfìcie  gene- 
rata da  BCDE  che  gira  attorno  al  diametro  xy  è uguale 
alla  somma  delle  superfìcie  di  rivoluzione  generate  dalle 
rette  BC,  CD,  DE.  Ma  se  dai  punti  B,  C,  D,  E si  condu- 
cono le  perpendicolari  BK,  GL,  DN^  EP  ad  xy,  si  ha 

sup.  BC  = KL  X GO , 
sup.  CD  = LN  X cir.  GO , 
sup.  DE  = NP  X GO  ; 

dunque,  se  sommiamo  quest ’ eguaglianze  membro  a 
membro,  avremo 

sup.  BCDE = (KL  4-  LN  + NP)  X cir.  GO  = KP  X cir.  GO. 

Corollario.— Se  la  linea  poligonale  regolare  data 
è il  semiperimetro  ABCF  di  un  poligono  regolare  di  ud 
numero  pari  di  lati,  e che  l’asse  xy  passi  per  due  ver- 
tici opposti  A e F,  la  proiezione  di  questa  linea  sull’asse 
è uguale  al  diametro  AF  del  cerchio  circoscritto.  Dun- 
que la  superfìcie  di  rivoluzione  generata  dal  semiperi- 
metro del  poligono  regolare  ABCF  ha  per  misura  il  pro- 
dotto della  circonferenza  iscritta  pel  diametro  della  cir- 
conferenza circoscritta  a questo  poligono. 


Digitized  by  Google 


LIBRO  OTTAVO. 


5il 


tkoresml  ni. 


Il  volume  generato  dalla  rivoluzione  di  un  trian- 
golo ABC  che  gira  attorno  all'  asse  xy,  condotto  nel 
suo  piano  da  uno  dei  suoi  vertici  A,  ha  per  misura  il 
prodotto  della  superficie  di  rivoluzione  descritta  dal 
lato  BC  opposto  al  vertice  A,  pel  terzo  dell'  altezza  AD 
corrispondente  a questo  lato. 

Il  triangolo  ABC  può  avere  tre  posizioni  differenti 
rispetto  air  asse  xy  eh’  è esterno  ad  esso. 

1“.  Supponiamo  il  lato  AB  situato  sull’asse  (fig.399) 
e conduciamo  la  retta  CE  perpendicolare  ad  xy.  Il  vo- 
lume generalo  dalla  rivoluzione  del  triangolo  ABC  è 
uguale  alla  somma  o alla  differenza  dei  volumi  dei  coni 
retti  generati  dai  triangoli  rettangoli  ACE,  BCE;  ora, 
si  ha  : 

voi.  ACE=  ^ 7tCE*XAE, 

O 

ZJO/.  BCE=|  7tCE*XBE,  I 

o 

dunque 

voi.  ABC  = ^ ffCE’XAB. 
o 

Poiché  i due  rettangoli  CE  X AB  e BC  X AD,  che 
equivalgono  al  doppio  del  triangolo  ABC,  sono  eguali, 
si  ha  altresì  : 

voi.  ABC  = | »rCE  X BC  X AD  ; 

O 

ma  la  superOcie  di  rivoluzione  generata  dalla  retta  BC 

S3 
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hu  per  misura  ttCEXBC;  dunque 

voi.  ABC  = sup.  BC  X -5  • 

U 

2®.  Se  il  lato  AB  non  coincide  con  l’asse  xy  (ftg.  400), 
e che  la  base  BC  prolungala  incontri  1’  asse  nel  punto 
F,  il  triangolo  ABC  è uguale  alla  differenza  dei  triangoli 
ACF,  ABF;  ora  si  ha: 

voi.  ACF  =:  sup.  CF  X I ad 

o 

voi.  ABF  = sup.  BF  X 5 AD; 

o 

dunque 

voi.  ABC  = sup.  BC  X 5 ad. 

O 

3®.  Se  il  lato  BC  è parallelo  all’asse  (fìg.  401), 
conduciamo  le  rette  BH,  CG  perpendicolari  ad  xy;  il 
cono  retto  generalo  dal  triangolo  rettangolo  ABH  è uguale 
al  terzo  del  cilindro  retto  generalo  dal  rettangolo  ADBII; 
dunque  il  triangolo  ABD  genera  un  volume  eguale  ai 
due  terzi  del  cilindro  retto  ADBII.  Parimente  il  volume 
generato  da  ACD  è uguale  ai  due  terzi  del  cilindro  retto 
ADCG  ; per  conseguenza  il  volume  predetto  dalla  rota- 
zione del  triangolo  ABC  è ugnale  ai  due  terzi  del  cilin- 
dro generato  dal  rettangolo  BCGH,  cioè  che  si  ha: 

voi.  ABC  = |7rAD*XBC; 
ó 

ma  la  superficie  di  rivoluzione  descritta  da  BC  è uguale 
a cir.  AD  X BC  0 a 2tAD  X BC  ; dunque 

voi.  ABC  = sup.  BC  X 5 ad. 

U 


Digitized  by  Cooglc 


LIBRO  OTTAVO 


343 


Corollario.  — Se  il  triangolo  ABC  è isoscele 
(fig.  402),  conducendo  le  rette  CM,  BN  perpendicolari 
all’  asse  xy  e l’ altezza  AD  del  triangolo,  avremo. 

sup.  BC  = MN  X AD  ; 

dunque 

voi.  ABC  — I itAD’XMN. 
o 

Quindi,  il  volume  generato  dalla  rivoluzione  di 
un  triangolo  isoscele  che  gira  attorno  ad  un  asse  con- 
dotto pel  suo  vertice,  è ugxuile  ai  due  terzi  del  prodotto 
della  proiezione  della  sua  base  sull"  asse  pel  cerchio 
che  ha  per  raggio  V altezza  del  triangolo. 

TEOREMA  IT. 

Il  volume  generato  dalla  rotazione  di  un  settore 
poligonale  regolare  OBCDE,  che  gira  attorno  ad  un 
diametro  \y  esterno  ad  esso,  ha  per  misura  il  prodotto 
della  superficie  di  rivoluzione  descritta  dal  perimetro 
del  settore  poligonale,  moltiplicato  pel  terzo  del  rag- 
gio del  cerchio  iscritto,  (pg.  403.) 

Sieno  0 il  centro  e OG  il  raggio  del  cerchio  iscritto 
nella  linea  poligonale  regolare  BCDE.  Il  volume  generato 
dal  settore  poligonale  OBCDE  è uguale  alla  somma  dei 
volumi  generati  dai  triangoli  OBC,  OCD,  ODE.  Ma  è 
' noto  che 

voi.  OBC  = sup.  BC  X K OG, 

O 

voi.  OCD  = sup.  CD  X I OG, 

o 

voi.  ODE  = sup.  DE  X 1 OG  ; 

o 
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dunque,  sommaando  quest’ eguaglianze  membro  a mem- 
bro, si  ha: 

voi.  OBCDE  = {sup.  BC  + sup.  CD  -f-  sup.  DE)  X 5 OG, 

o 

ovvero 

voi.  OBCDE  = sup.  BCDE  X 5 GG. 

o 

Corollario  I. — Se  conduciamo  pei  punti  B ed  E 
le  rette  BL,  E»M  perpendicolari  all’asse  xy,  si  ha: 

sup.  BCDE  = LM  X GG  ; 

dunque  n 

voi.  OBCDE  = ^ ttOG*  XLM, 

O 

cioè,  il  volume  generato  da  un  settore  poligonale 
regolare  che  gira  attorno  ad  un  diametro  è uguale  ai 
due  terzi  del  prodotto  della  proiezione  della  linea  po- 
ligonale regolare  per  V area  del  cerchio  iscritto  in 
questa  linea. 

Corollario  II.  — Se  il  settore  poligonale  dato  è 
un  semipoligono  regolare  ABCF  di  un  numero  pari  di 
lati,  e se  l’asse  xy  passa  per  due  vertici  opposti, il  vo- 
lume che  esso  genera  è uguale  alla  superficie  di  rivolu- 
zione descritta  dal  semiperimetro  ABCF  moltiplicalo  pel 
terzo  del  raggio  OG  del  cerchio  iscritto. 

Questo  volume  è altresì  eguale  ai  due  terzi  del  prò-  , 
dotto  del  cerchio  iscritto  pel  diametro  del  cerchio  cir- 
coscritto. 
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CAPlTOIiO  IV. 

Sfera. 

« 

1.  — Si  chiama  fuso  la  porzione  della  superficie  di 
una  sfera  compresa  tra  due  semicirconferenze  di  circoli 
massimi  terminali  allo  stesso  diametro. 

L’  angolo  di  queste  due  circonferenze  prende  il 
nome  di  angolo  del  fuso. 

Nella  stessa  sfera  o in  sfere  eguali  due  fusi  sono 
eguali  se  hanno  angoli  eguali. 

2.  — Unghia  sferica  è la*  parte  di  sfera  com- 
presa tra  due  semicircoli  massimi  terminati  allo  stesilo 
diametro. 

L’ angolo  dei  piani  di  questi  due  cerchi  è l’ angol» 
deir  unghia  sferica,  e il  fuso  che  lo  termina  le  serve  du 
base. 

Nella  stessa  sfera  o in  sfere  eguali  due  unghie  sono 
eguali  quando  hanno  angoli  eguali. 

3.  — Segmento  sferico  è la  porzione  di  sfera  com- 
presa tra  due  piani  paralleli;  esso  ha  per  basi  i due- 
cerchi  che  lo  terminano,  e per  altezza  la  minor  distanza 
delle  sue  basi. 

Se  uno  dei  due  piani  paralleli  è tangente  alla  sfera, 
il  segmento  sferico  corrispondente  ha  una  sola  base. 

4.  — 11  volume  generato  del  settore  circolare  DCE 
(ftg.  404)  che  gira  attorno  al  diametro  AB  ad  esso 
esterno  ha  ricevuto  il  nome  di  settore  sferico;  ed  ha 
per  base  la  zona  descritta  dall’  arco  DE  del  settore  cir- 
colare. 

5.  — Un  poliedro  è circoscritto  ad  una  sfera,  quandu» 
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ciascuna  delle  sue  facce  è tangente  alla  sfera.  — Reci- 
procamente la  sfera  è iscritta  nel  poliedro. 

Al  contrario,  un  poliedro  è iscritto  in  una  sfera, 
quando  tutti  i suoi  vertici  sono  situati  sulla  superQcie 
della  sfera  che  è allora  circoscritta  al  poliedro. 

6.  — Un  cilindro  o un  cono  è circoscritto  ad  una 
sfera  quando  la  sua  superfìcie  laterale  e le  sue  basi 
sono  tangenti  alla  sfera. 

Se  l’ apotema  di  un  cono  retto  è uguale  al  diametro 
della  sua  base,  qualunque  sezione  fatta  nel  cono  da  un 
piano  che  contiene  l’ asse  è un  triangolo  equilatero  ; si 
dice  allora  che  il  cono  è equilatero. 

Un  cono  equilatero  circoscritto  ad  una  sfera  ha  per 
apotema  il  lato  del  triangolo  equilatero  circoscritto  a 
un  cerchio  massimo  della  sfera. 

TBOREMA  I. 

Una  zona  ha  per  misura  il  prodotto,  della  sua 
altezza  per  la  circonferenza  di  un  circolo  massimo 
della  sfera,  (fig.  405.) 

1°.  Consideriamo  la  zona  ad  una  base  generata  dal- 
l’ arco  di  cerchio  AD  che  gira  attorno  al  diametro  AM. 

Iscriviamo  nell’arco  AD  la  linea  poligonale  rego- 
lare ABCD  e circoscriviamo  allo  stesso  arco  una  linea 
poligonale  FGHK  simile  ad  ABCD.  La  superQcie  gene- 
rata dalla  linea  FGIIKD,  che  gira  altorno  ad  ASf,  è 
maggiore  della  zona  AD,  perchè  essa  è terminata  allo 
stesso  contorno  e l’ inviluppa  ; ma  la  supecficie  gene- 
rata dalla  linea  ABCD  è minore  della  zona.  Se  si  rad- 
doppia il  numero  dei  luti  dei  poligoni  iscritto  e circo- 
scritto,  la  superficie  FGHKD  diminuisce  mentre  la  su- 
perfìcie ABCD  aumenta,  e dico  che  la  zona  è il  limite 
di  queste  superfìcie.. 
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Infatti,  ìndiebiamoie  con  S e s ; abbiamo: 
s = AE  X «>.  01 

S = sup.  FGIIK  + sup.  KD. 

Ma  la  superOeie  generata  dalla  linea  poligonale  re- 
golare FGHK  ba  per  misura  FL  X OA.  ; dunque 

S = FL  X OA  -4-  sup.  KD, 
e' 

S — 5 = FL  X cir.  OA  — AE  X 01  + sup.  KD. 

Diminuiamo  e aumentiamo  simultaneamente  del 
prodotto  AE  X cir.  OA  il  secondo  membro  dell’  ultima 
eguaglianza,  avremo: 

S — * = (FL — AE)cir.  OA-t-(cir.OA — cir.OI)  AE-t-sup.  KD. 

Supponiamo  ora  cbe  si  raddoppi  indeflnitamente  il 
numero  dei  lati  delle  linee  poligonali  iscritta  e circo- 
scritta;  le  variabili  FL  — AE  e cir.  OA  — cir.  01  hanno 
per  limile  zero.  Accade  lo  stesso  della  superficie  late- 
rale del  tronco  di  cono  generato  da  KDEL,  perchè  il 
punto  K si  avvicina  indefinitamente  al  punto  D.  Dunque 
la  variabile  S — jr  tende  verso  zero  e la  zona  AD  è il 
limite  delle  superQcie  S e 

Osserviamo  Qualmente  che  le  due  variabili  s e 
AE  y<^cir.  01,  che  hanno  per  limili  la  zona  AD  e il  pro- 
dotto AE  X OA,  sono  costantemente  eguali  ; dun- 
que i loro'  limiti  io  sono  altresì,  cioè  si  ha: 

zona  AD  = AE-X  cw"-  OA. 

2*.  Abbiasi  la  zona  a due  basi  descritta  dall’ arco  BD 
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che  gira  attorno  al  diametro  ÀM  ; avremo: 

zona  AD  = AE  X OA 
zona  AB  = AN  X 0-'^  5 

dunque 

zona  BD  =:  ( AE  — AN)  cir.  OA  = NE  X OA. 

Scolio.— Le  sujjerflcie  generate  dalle  linee  FGHKD^ 
FGIIK,  che  girano  attorno  al  diametro  AM,  tendono 
verso  lo  stesso  limite  quando  si  raddoppia  indeOnita- 
mente  il  numero  dei  lati  della  linea  FGHK.  Giacché  la 
differenza  di  queste  superGcie  è uguale  a sup.  DK  che 
ha  per  limite  zero. 


IIBOREMA.  II. 

La  superficie  di  una  sfera  CA  ha  per  misura  il 
prodotto  del  suo  diametro  AG  per  la  circonferenza  di 
un  circolo  massimo,  (fìg.  406.) 

Infatti,  se  tagliamo  la  sfera  con  un  piano  BE  per- 
pendicolare al  diametro  AG,  si  ha: 

sup.  sfe.  C.\  = zona  AB  -f-  zona  BG  ; 

dunque 

sup.  sfe.  CA  = AE  X CA  -f-  EG  X cir.  CA, 
ovvero 

sup.  sfe.  CA  = AG  X cir.  CA. 

Corollario.  — La  superficie  della  sfera  è uguale 
a quattro  volte  V area  di  un  circolo  massimo. 

Giacché  un  circolo  massimo  ha  per  misura  il  pro- 
dotto della  sua  circonferenza  per  la  metà  del  raggio  o 
pel  quarto  del  diametro. 

Scolio.  — Sieno  R il  raggio,  D il  diametro  e S la 
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superficie  dì  una  sfera;  si  ha: 

S = ìttR*,  ovvero  S = ttD*. 

11  triangolo  sferico  Irireltangolo,  che  è uguale  al- 
r ottavo  della  superficie» della  sfera,  ha  per  misura 

‘.R-OÌ.D-. 


TBOnEMA.  m. 

Il  rapporto  di  un  fuso  alla  sfera  è uguale  al  rap- 
porto dell’arco  di  circolo  ri\assimo  che  misura  l’an- 
golo del  fuso  all’  arco  della  circonferenza  di  un  cir- 
colo massimo.  ({ìg.  407.) 

Abbiasi  il  fuso  À6DE  determinato  sulla  sfera  CA 
dai  due  semicircoli  massimi  BAD,  BED.  Conducete  il 
cìrcolo  massimo  CÀ  perpendicolare  al  diametro  BD,  e 
supponete  prima  che  la  circonferenza  CA  e l’ arco  AE 
che  misura  l’angolo  del  fuso  sieno  commensurabili.  Se 
la  loro  comune  misura  è contenuta  16  volte  nella  cir- 
conferenza CA  e 3 volle  nell’arco  AE,  si  ha: 

arco  AE  ; cir.  CA  ! ; 3 ; 16 . 

Pel  diametro  BD  e per  ciascuno  dei  punti  di  divi- 
sione della  circonferenza  CA,  conducete  dei  piani  che 
divideranno  la  superficie  della  sfera  in  16  fusi  eguali 
perchè  hanno  angoli  eguali  ; ma  il  fuso  ARDE  ne  con- 
tiene 3 esattamente,  dunque 

fuso  ABDE  I sup.  sfe.  CA  t * 3 * 16, 


c quindi 

fuso  ABDE  ; sup.  sfe.  CA  *.  ; arco  AE  * cir.  CA.  ^ 

• 1 
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5ì)0 

Se  r arco  AE  e la  circonferenza  CA  non  hanno  co- 
mune misura,  il  teorema  si  dimostra  col  ragionamento 
consueto. 

Corollario  I. — L’  area  di  un  fuso  ABDE  è uguale 
al  prodotto  del  diametro  della  sfera  per  V arco  di  cir^ 
colo  massimo  AE  che  misura  V angolo  del  fuso. 

Moltiplichiamo  pel  diametro  BD  i due  termini  del 
secondo  rapporto  della  proporzione 

fuso  ABDE  sup.  sfe.  CA  ; ; arco  AE  ; cir.  CA. 

Poiché  la  superficie  della  sfera  è uguale  al  pro- 
dotto BD  X cir.  CA,  avremo: 

fuso  ABDE  = BD  X AE. 


Corollario  II.  — Il  rapporto  di  un  fuso  al  trian- 
golo sferico  trirettangolo  è uguale  al  rapporto  del  dop- 
pio del  suo  angolo  all’  angolo  retto. 

Sieno  R il  raggio  della  sfera,  A il  rapporto  dell’an- 
golo del  fuso  all’  angolo  retto,  e T l’ area  del  triangolo 

sferico  trirettangolo.  L’ arco  di  cerchio  massimo  che 

ttR 

misura  1’  angolo  del  fuso  essendo  eguale  a . A , ab- 
biamo: 

fuso  A = irR* . A. 


Ma.  il  triangolo  trirettangoIo<  T è uguale  a. 
dunq^oe 

* fuso  A _ 


7tR* 

2 


VEORBIHA.  rr. 


Due  triangoli  sferici  simmetrici  ABC,  A'B'C',  sono  ^ 
equivalenti,  (fig.  40&  ) , ' K H j\.  V 
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Determinate  il  polo  P del  circolo  minore  circoscritto 
ai  triangolo  ABC;  unitelo  ai  vertici  A,  B e G con  gli 
archi  di  circoli  massimi  PA,  PB,  PC;  il  triangolo  ABC 
è decomposto  in  tre  triangoli  PAB,  PAC,  PBC,  che  sono 
isosceli,  poiché  U pola  P è ugualm^te  distante  dai  tre 
punti  A,  B e G. 

Conducete  il  diametro  POP'  e unite  la  sua  estremità 
P'  ai  vertici  del  triangolo  A'B'G'  con  gli  archi  di  cerchi 
massimi  P'A',  P'B',  PC'.  Questo  triangolo  è decomposto 
in  tre  triangoli  P'A'B',  P'A'C',  P'B'C'  che  sono  rispettiva- 
mente eguali  ai  triangoli  PAB,  PAC,  PBC;  infatti,  PAB 
è uguale  al  suo  simmetrico  P'A'B'  perchè  è isoscele  ; pa- 
rimenti, PAC  è uguale  a P'A'C',  e PBC  a P'B'C'.  Dunque 
i triangoli  ABC,  A'B’C'  sono  equivalenti. 

Scolio.  — Si  farebbe  una  dimostrazione  analoga 
alla  precedente,  se  il  polo  P fosse  situato  sul  lato  mag- 
giore del  triangolo  ABC  o all’  esterno  del  triangolo. 

Corollario. — Due  triangoli  sferici  ACB,  EGF  che 
hanno  un  angolo  opposto  al  vertice  e i citi  lati  AB,  EF, 
opposti  a quest’  angolo , sono  situati  sulla  stessa  cir- 
conferenza di  circolo  massimo^  formano  insieme  il  fuso 
di  cui  V angolo  è ACB.  (fig  409.) 

Infatti,  i triangoli  sferici  ECF,  ABD  sono  equivalenti 
perchè  simmetrici;  dunque  si  ha: 

ABC  ECF  = fuso  ABCD. 


TEOHEMA  T. 

L' area  di  un  triangolo  sferico  è uguale  al  pro- 
dotto del  raggio  della  sfera  per  l'  areo-  di  circolo  mas^ 
sima  che  misura  la  somma  dei  moi  angoli,  diminuito 
di  due  angoli  retti,  (fig.  410.) 

Abbiasi  il  triangolo  sferico  ABC;  prolunghiamo  i 
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lati  BG,  AG  sino  all’incontro  della  circonferenza  AB, 
avremo  : 

ABG  -+•  BGD  = fuso  A , 

ABG  -f-  AGE  = fuso  B , 

ABC  -h  CDE  fuso  C . 

Sommiamo  quest’ eguaglianze  membro  a membro; 
la  somma  dei  triangoli  ABG,  BGD,  ACE,  GDE  essendo 
uguale  alla  superGcie  di  una  semisfera,  troveremo: 

1 

2 ABC  + 2 sup.  sfe.  = fuso  A +/mso  B 4-  fuso  C, 
ovvero 

1 1 

ABC  = - {fuso  A -f-  fìiso  B + fuso  C)  — ^ sup.  sfe. 

Indichiamo  con  R il  raggio  della  sfera  e con  a,  b,  c 
gli  archi  di  circoli  massimi  che  misurano  gli  angoli  del 
triangolo  sferico  ABC;  abbiamo: 

fuso  A = 2R  . a , 
fuso  B = 2 R . 6 , 
fuso  C = 2R  .c, 
e 

sup.  sfe.  R = 2R  X cir.  R ; 

dunque 

ABC  = r(o4-6  + c — . 

Corollario.  — Z*  area  di  un  triangolo  sferico 
qualunque  ABC  sia  a quella  del  triangolo  trireitangolo 
come  la  somma  degli  angoli  del  triangolo  ABG,  dimi- 
nuita di  due  angoli  retti,  sta  all’  angolo  retto. 

Sieno  A,  B,  C i rapporti  degli  angoli  del  triangoTor 
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ABC  all’  angolo  retto  ; abbiamo  ; 


— « 

a + 6 + c=!^(A  + B + C), 


cir.  R 

“2“ 


= 7tR  . 


cif*  n 

Sostituiamo  questi  valori  di  a + 6 + c e di  — ~ 

Zà 

nell’espressione  dell’area  del  triangolo  ABC;  troveremo; 
ABC  = ~(A  + B + C — 2). 

2k 

Ma  1’  area  T del  triangolo  trirettangolo  è uguale 

7tR*  , 

a — ; dunque 


ABC 

T 


= A+B+C— 


2. 


Scolio.  — Il  numero  A + B + C — 2 è chiamato 
eccesso  sferico  del  triangolo  ABC.  Esso  esprime  1’  arca 
di  questo  triangolo,  quando  si  prende  per  unità  di  su- 
perfìcie il  triangolo  sferico  trireltangolo 


TEOnESIA  VI. 

IJarea  di  un  polìgono  sferico  ABCDE  è uguale  al 
prodotto  del  raggio  della  sfera  per^  V arco  di  circolo 
massimo  che  misura  la  somma  dei  suoi  angoli , dimi- 
nuita di  tante  volte  due  angoli  retti  quanti  lati  vi  sono 
nel  poligono  meno  due.  (fig.  411.) 

Conducete  gli  archi  di  circoli  massimi  AC,  AD  che 
decompongono  il  poligono  sferico  in  tanti  triangoli 
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quanli  lati  vi  sono  meno  due.  L’  arca  di  ciascun 
triangolo  è uguale  al  prodotto  del  raggio  della  sfera 
per  l’arco  dì  circolo  massimo  che  misura  la  somma 
dei  suoi  angoli  diminuita  di  due  angoli  retti;  inoltre, 
la  somma  degli  angoli  di  tutti  i triangoli  ABC,  ACD,  ADE 
è uguale  a quella  degli  angoli  del  poligono;  dunque 
l’ area  del  poligono  è uguale  al  prodotto  del  raggio  della 
sfera  per  l’arco 'di  circolo  massimo  che  misura  la 
somma  dei  suoi  angoli,  diminuita  di  tante  volte  due 
angoli  retti  quanti  lati  vi  sono  nel  polìgono  meno  due. 

Corollario.  — L'area  di  un  poligono  sferico  sta  a 
quella  del  triangolo  trirettangolo  come  la  somma  degli 
angoli  di  questo  poligono,  diminuita  di  tante  volte  due 
angoli  retti  quanti  lati  vi  sono  meno  due,  sta  all'angolo 
retto. 

Sieno  R il  raggio  della  sfera,  S l’area  del  poligono 
sferico,  n il  numero  dei  suoi  lati  e A il  rapporto  della 
somma  dei  suoi  angoli  all’angolo  retto;  l’arco  di  cer- 
chio massimo  che  misura  la  somma  degli  angoli  del 

ttR 

poligono  essendo  eguale  a — .A,  si  ha: 

A 

S=r[^~.  A — 7rR(n  — 2)], 

ovvero 

S = t^[A-2(»-2)]. 

Ma  l’area  T del  triangolo  trìrettangolo  è uguale 
ttR* 

a ; dunque  si  ha: 

■ |=A-2(n-2) 


Digilized  by  Google 


LIBRO  OTTAVO. 


o05 


Scolio.  — Il  numero  A — 2 (n  — 2),  cioè  l’ eccesso 
sferico  del  poligono  S,  esprime  l’area  di  questo  poli- 
gono quando  si  prende  il  triangolo  sferico  trirellangolo 
per  unità  di  superficie. 

TEOREMA  TU. 

Jl  volume  di  un  settore  sferico  è uguale  al  pro- 
dotto della  zona  che  gli  serve  di  base,  pel  terzo  del 
raggio  della  sfera,  (fig.  412.) 

1“.  Consideriamo  il  settore  sferico  generato  dal  set- 
tore circolare  OAD  che  gira  attorno  al  diametro  AE. 

Iscriviamo  nell’arco  AD  la  linea  poligonale  rego- 
lare ABCD  e circoscriviamo  allo  stesso  arco  una  linea 
poligonale  FGIIK  simile  ad  ABCD.  11  volume  generato 
dal  settore  poligonale  OFGIIK  è maggiore  del  settore 
sferico  poiché  l’ inviluppa  da  tutte  te  parti  ; ma  il  vo- 
lume generato  dal  settore  poligonale  OABCD  è minore 
del  settore  sferico.  Se  si  raddoppia  il  numero  dei  lati 
dei  poligoni  iscritto  e circoscritto,  il  volume  OFGIIK  di 
minuisce  mentre  il  volume  ABCDO  aumenta,  e dico  che 
il  settore  sferico  è il  limite  di  questi  volumi. 

Infatti,  indichiamo  con  V e » questi  volumi  e con  S 
e a le  superQcie  generate  dai  poligoni  FGIIK,  ABCD; 
avremo  : 

V = S . i OA 

O 

e per  conseguenza, 

V — t?=S.loA  — A .loL. 
o o 

Diminuendo  e aumentando  simultaneamente  il  se- 
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condo  membro  di  questa  eguaglianza  del  prodotto 
1 

s .yi-Okj  avremo  : 
o 

V — w = (S  — s)|oA+|(OA  — 0L)5, 

Supponiamo  ora  che  si  raddoppi  indefinitamente  il 
numero  dei  lati  delle  linee  poligonali  iscritta  e circo- 
scritta,  le  variabili  S — s e OA  — OL  hanno  per  limite 
zero  ; dunque  la  differenza  Y — v tende  indeOnilamente 
verso  zero,  e il  settore  sferico  OAD  è il  limite  delle  va- 
riabili \ e V. 

Osserviamo  finalmente  che  le  due  variabili  V e 

1 

S . ^ OA,  che  hanno  per  limite  il  settore  sferico  OAD  e 

il  prodotto  zona  AD  X | OA,  sono  costantemente  egua- 
li; dunque  i loro  limiti  lo  sono  altresì,  cioè  si  ha: 

seti.  sfs.  OAD  = zona  AD  X ^ OA . 

O 

2®.  Sia  il  settore  sferico  generato  dal  settore  circo- 
lare OMD  che  gira  attorno  al  diametro  AE  ; abbiamo 

seil.  sfe.  0.4D  ==  zona  AD  X 5 OA , 

* o 

sett.  sfe.  OAM  = zona  AM  X 4 OA , 

ó 

dunque 

sell.sfe.O}&D={zonak  D—zona  A M)  X ^ 0 A = zona  M DX-  0 4 . 

3 

Corollario.  — Sieno  R il  ragggio  della  sfera  e II 
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l’ altezza  della  zona  che  serve  di  base  al  settore  sferico  ; 
si  ha 

zona  H=  27tR  . H 
e 

seit.  H = g ttR*  . H . 

O 

TKOREMA.  Tin. 

Il  volume  della  sfera  è uguale  al  prodotto  della 
sua  superficie  pel  terzo  del  raggio,  (fig.  413.) 

Infatti,  se  tagliamo  la  sfera  con  un  piano  RE  per- 
pendicolare al  diametro  AD,  si  ha: 

sfera  CA  = sett.  sfe.  CAB  -{-  sett,  sfe,  CBD  ; 

dunque 

1 1 

sfera  CA  = zona  AB  X g CA  -4-  zona  BD  X g CA , 
ovvero 

sfera  CA  = sup.  sfe.  CA  X g CA . 

Corollario  — Indicando  con  il  raggio  di  una 
sfera,  con  D tl  suo  diametro  e con  V il  suo  volume, 
si  ha: 

V = ÌttR*  . 1 = 1 ttR*, 

ovvero 

V=7tD*  . |=:|7rD‘. 

Scolio.  — La  piramide  sferica  trirettangola  che  è 
uguale  all’  ottavo  della  sfera  ha  per  misura  g R* 

» è 

2i 
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TEOBEHA.  H. 

Il  rapporto  di  un'  unghia  sferica  alla  sfera  è 
uguale  al  rapporto  dell'  arco  di  circolo  massimo  che 
misura  il  suo  angolo,  alla  circonferenza  di  un  circolo 
massimo. 

Dimostrazione  analoga  a quella  del  teorema  II, 
Corollario.  — Il  volume  di  un’  unghia  sferica 
DABE  è uguale  al  prodotto  del  fuso  che  l§  serve  di 
base  pel  terzo  del  raggio,  (fig.  4i4.) 

Infatti,  si  ha:  ; 

unghia  DAE  I sfera  CA  *.  ! arco  DE  cir.  CD  ; 
ma 

fuso  DAE  * sup.  sfe,  CA  ; : arco  DE  * cir.  CD, 
c per  conseguenza 

unghia  DAE  \ sfera  CA  \ ! fuso  DAE  ; sup.  sfe.  CA. 

Moltiplicando.i  due  termini  dell’  ultimo  rapporto  di 

questa  proporzione  per  -^C.k  o osservando  che  si  ha  : 

o 

sfera  CA  = sup.  sfe.  CA  X | CA , 

si  trova  : 

unghia  DAE  = fuso  DAE  X ^ CA  . 

Scolio. — Il  rapporto  di  un'unghia  alla  piramide 
sferica  trirettangola  è uguale  al  rapporto  del  doppio 
del  suo  angolo  all'angolo  retto. 

Sieno  R il  raggio  delia  sfera,  A il  rapporto  dell’aa- 
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golo  dell’  unghia  all’  angolo  reUo  e P il  volume  delia 
piramide  trirettangola  ; si  ha: 

fuso  A=  ttR*.  A; 

unghia  A = i :rR*.  A . 

SS 


Ma  la  piramide  sferica  trireltaogola  P è uguale 
a g n-R*;  dunque  si  ha; 

unghia  A „ a 

p 


TEOREIIA. 

Due  piramidi  sferiche  triangolari  e simmetriche 
sono  equivalenti. 

Dimostrazione  analoga  a quella  del  teorema  III. 
A ciascun  triangolo  sferico  si  sostituirà  la  piramide  sfe- 
rica corrispondente. 

CoROLLAHio.  — Due  piramidi  sferiche  triangolari 
OABC,  OBEF  (fig.  415.)  che  hanno  un  angolo  diedro  op- 
posto e le  cui  due  facce  AOC,  EOF  fanno  parte  delio 
stesso  piano,  formano  insieme  1’  unghia  ABDG  di  cui 
l’ angolo  è ABC. 

Giacché  la  piramide  OBEF  è equivalente  alla  pira- 
mide OAGD  perchè  sono  simmetriche. 

TEOREMA  U. 

Il  volume  . di  una  piramide  sferica  triangolare 
OABC  è uguale  al  prodotto  della  sua  base  ABC  pel 
terzo  del  raggio  0\  della  sfera,  (fig.  416.) 

1 piani  delle  facce  AOG,  BOG  dividono  l’emisfero 


Digitized  by  Goog[e 


p-J*- 


360 


GEOMETRIA  SOLIDA. 


ABGD  in  quattro  piramidi  sferiche  triangolari  OABC, 
OÀGD,  OGDE,  OBGE,  e sì  ha: 

OABG  + OBGE  = unghia  A 
OABG  -f-  OAGD  = unghia  B 
OABG  -+■  OGDE  = unghia  C. 

Sommando  quest*  eguaglianze  membro  a membro 
e riducendo,  si  trova: 

20ABG  + ^ sfera  = unghia  A ~h  unghia  B •+■  unghia  C, 
e per  conseguenza, 

1 1 

OABG  = - {unghia  A + unghia  B + unghia  C)  — ^ sfera. 

Ma  si  ha: 

unghia  A = fuso  A X g OA , 

O 

4 

unghia  B = fuso  B X « ®A , 

O 

unghia  G = fuso  G X 5 OA , 

0 

1 

sfera  OA  = sup,  sfe.  X 5 OA  j 

O 

dunque 

f\KTìr  f fuso  k-hfuso'B-h  fuso  C 1 

OABG  = [ i sup.  sfe.)  X 3OA , 

avvero 

OABG=fn.  ABGxloA.  - 

Gorollario.  — Il  volume  di  una  piramide  sfè- 
rica OABG  sta  a quello  della  piramide  trirettangola 


Digitized  by  Coogic 


LIBRO  OTTAVO. 


■ SUI 


come  la  somma  degli  angoli  della  piramide  OABG,  di- 
minuita di  due  angoli  diedri  retti,  sta  all’  angolo  die- 
dro retto. 

Sieno  A,  B,  C i rapporti  degli  angoli  della  pira- 
mide OABG  air  angolo  retto  e R il  raggio  della  sfera  ; 
si  ha: 

tri.  ABG  = ^*(Ah-B  + C — 2), 
e per  conseguenza, 

pir.  OABG  = 5^*(A4-B  + C — 2); 

ma  il  volume  V della  piramide  sferica  trirettangola  è 
7T  R* 

uguale  a dunque  si  ha: 
o 

?^l^  = A + B + C-2. 

Scolio.  — Se  si  prende  la  piramide  trirettangola 
per  unità  di  volume,  il  numero  A -f-  B -h C — 2 esprime 
la  misura  della  piramide  OABG. 

ì 

, I - , -TirA-'  -,  t 

'■  ‘ i..ir  .1  • 

TEOREMA.  Xn. 


Il  volume  di  una  piramide  poligonale  sferica 
OABGDE  è uguale  al  prodotto  della  sua  base  ABGDE 
pel  terzo  del  raggio  della  sfera,  (fig.  417.) 

Conducete  i circoli  massimi  OEB,  OEC;  essi  de- 
compongono la  piramide  poligonale  OABGDE  in  pira- 
midi triangolari  che  hanno  per  basi  i differenti  trian- 
goli nei  quali  il  poligono  ABGDE  è diviso  dagli  archi 
EB,  EC.  Ciascuna  piramide  triangolare  ha  per  misura 
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il  prodotto  della  aua  base  pel  terzo  dei  raggio  della 
sfera  ; dunque  il  volume  della  piramide  poligonale 
OABCDE  è uguale  al  prodotto  della  somma  delle>  basi 
delle  piramidi  triangolari  pel  terzo  del  raggio,  cioè 
eguale  al  prodotto  della  sua  base  pel  terzo  del  raggio^ 
Corollario.  — Il  volume  di  una  piramide  poli- 
gonale OABCDE  sia  a quello  della  piramide  trirettan- 
gola come  la  somma  degli  angoli  diedri  della  pira- 
mide poligonale , diminuita  di  tante  volte  due  angoli 
diedri  retti  quanti  lati  ha  la  sua  base  meno  due,  sta 
all'  angolo  diedro  retto. 

Siene  R il  raggio  della  sfera,  n il  numero  delle 
facce  laterali  della  piramide  e A il  rapporto  della 
somma  dei  suoi  angoli  diedri  all’  angolo  diedro  retto  ; 
si  ha: 

polig.  ABCDE=:Ì!^[a— 2(n  — 2)]  , 

e per  conseguenza 

OABCDE  = !^[a  — 2(n  — 2)]^. 


Ma  il  volume  V della  piramide  trirettangola  è 

uguale  a dunque 
o 


OABCDE 

V 


A-2(n-2). 


Scolio,  — Se  si  prende  la  piramide  sferica  trirel- 
tangola  per  unità  di  volume,  il  numero  A — 2 (n  — 2) 
esprime  la  misuga  della  piramide  OABCpE. 

Corollario. — Nella  stessa  sfera  o in  sfere  eguali, 
il  rapporto  di  due  piramidi  sferiche  è uguale  a quello 
delle  loro  basi. 
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TEOREMA  XIU. 

Il  volume  generato  da  un  segménto  circolare  BMD, 
che  gira  attorno  ad  un  diametro  AH  esterno  ad  esso, 
è uguale  alla  metà  del  cono  la  cui  base  ha  per  raggio 
la  corda  BD  del  segmento  e che  ha  per  altezza  la 
proiezione  EF  di  questa  corda  sull’  asse  AH.  (fìg.  418.) 

Il  segmento  circolare  BMD  essendo  uguale  alla  dif- 
ferenza del  settore  circolare  CBMD  e del  triangolo  iso- 
scele CBD,  il  volume  che  esso  genera  rotando  attorno 
ad  AH  è uguale  alla  differenza  dei  volumi  generati  dal 
settore  circolare  e dal  triangolo.  Si  ha: 

voi.  CBMD=|ffCD*XEF. 

O 

Sia  CG  l’altezza  del  triangolo  isoscele  CBD,  si  ha 
anche: 

voi.  CBD  = |7fCG*XEF; 

O 

dunque 

voi.  BMD  = 1 7T  (CD*  — CG*)  X EF  ; 

o • 

ma  il  triangolo  rettangolo  CDG  dà: 

CD*  — CG*=DG*  = -^, 
per  conseguenza, 

voi.  BMD  = 17tBD*XEF.- 

O' 

Scolio.  — Se  il  segmento  circolare  è uguale  a un 
scmicircolo,  il  volume  che  esso  genera  è quello  della 
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sfera,  e si  ha,  sostituendo  AH  a BD  e EF  nella  forinola 
precedente, 

sfera  CA  = ^ tt  AH* , 
o 

espressione  già  trovata  pel  volume  della  sfera  in  fun- 
zione del  suo  diametro. 

TEORKMA  mv. 

Il  volume  di  un  segmento  sferico  t compreso  tra 
due  piani  paralleli , è uguale  ad  una  sfera  che  ha  per 
diametro  l'altezza  del  segmento,  aumentata  della  semi- 
somma di  due  cilindri  che  hanno  per  altezza  e per  basi 
V altezza  e le  basi  del  segmento,  (fig.  419.) 

Sieno  BE,  DF  i raggi  delle  sezioni  circolari  fatte 
nelle  sfera  GA  da  due  piani  perpendicolari  al  diametro 
AG;  la  retta  EF  è l’ altezza  del  segmento  sferico  che  ha 
per  basi  i cerchi  BE  e DF. 

11  volume  del  segmento  sferico  EF  è uguale  alla 
somma  dei  volumi  generati  dal  segmento  circolare  BMD 
e dal  trapezio  EBDF.  Ora  è noto  che: 

vo/.  BMD=2  ttBD’XEF, 

D 

voi.  EBDF  = 5 7t(BE*  -h  DF*  -+-  BE  X DF)  EF; 
o 

dunque 

seg.  5/è.  EF  = I TT  ( BD* + 2BE*  -i-  2 DF*  2 BE  X DF  ) EF. 

Gonducendo  la  retta  BH  perpendicolare  a DF,  tro- 
viamo 

BD*  = BH*  4-  DII*  = EF*  -h  (DF  — BE)’, 
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e per  conseguenza, 

BD*  =:  EF’  + DF*  + BE*  — 2DF  X BE. 

Se  sostituiamo  questo  valore  di  BD*  nell’espres- 
sione del  volume  del  segmento  sferico  EF,  avremo: 

seg.  sfe.  EF  = | w (EF*  -h  3BE*  -h  3DF*)  EF 

ovvero 

# 

seg.  sfe.  EF  = |7rEF*-t-i(7rBE*XEF-f-7rDF*XEF). 

Ma  il  termine  ^ttEF*  esprime  il  volume  della  sfera 

il  cui  diametro  è uguale  all’  altezza  EF  del  segmento 
sferico  e i prodotti  7tBE*XEF,  rrDE*XEF  sono  le  mi- 
sure di  due  cilindri  aventi  per  altezza  la  retta  EF  e per 
basi  i cerchi  BE,  DF.  Dunque  ec. 

Corollario. — Se  la  base  BE  del  segmento  sferico 
é nulla,  cioè  se  il  piano  BE  perpendicolare  all’  asse  AG 
diventa  tangente  alla  sfera,  il  segmento  sferico  ADF  ad 
una  sola  base  è uguale  alla  sfera  che  ha  per  diametro 
l’ altezza  del  segmento,  più  la  metà  di  un  cilindro  della 
stessa  base  e della  stessa  altezza  di  questo  segmento. 
Giacché  si  ha  : 

seg.  sfe.  ADF  = | »r  AF*  H-  i ttDF*  X AF. 

6 2 


TKOREMA^  XT. 

1®.  La  superficie  di  una  sfera  e le  superficie  totali 
del  cilindro  retto  e del  cono  equilatero  circoscritti  a 
.questa  sfera,  stanno  ira  loro  come  i numeri  4,  6 e 9. 
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2®.  / volumi  di  questi  tre  corpi  stanno  tra  loro 
come  gli  stessi  numeri  4,  G e 9.  (fìg.  420.) 

Indichiamo  con  S,  S',  S"  queste  tre  superfìcie,  con 
V,  V',  V"  i tre  volumi  e con  R il  raggio  CA  della  sfera 
data;  abbiamo*. 

S=  47tR*. 

Osservando  che  1’  altezza  del  cilindro  retto  ABDE, 
circoscritto  alla  sfera,  è uguale  al  diametro  AE,  e la 
base  eguale  a un  circolo  massimo,  troveremo  che 

S'  = 27tR  (2R  + R)  = GttR’. 

Conduciamo  per  l’asse  SA  del  cono  equilatero  SAL, 
circoscritto  alla  sfera  CA,  un  piano  qualunque  SAL  che 
incontra  la  sfera  seguendo  il  circolo  massimo  ANO  e il 
cono  seguendo  il  triangolo  equilatero  SLM  circoscritto 
al  cerchio  ANO;  il  triangolo  che  s’iscrive  nello  stesso 
cerchio  unendo  i punti  di  contatto  del  triangolo  circo- 
scritto,  è altresì  equilatero  ; dunque  la  retta  LM  è il 
doppio  di  NO  e la  retta  SA  il  doppio  di  AP.  Da  ciò  ri  - 
sulta  che 

AL=Rv/3,  SA=3R, 
e 

S"=  *R\/3  (2Rv/3  -h  RVa)  = 9rR*; 
dunque  abbiamo: 

s : s’  : s"  : : 4 : 6 : 9 . 

4 , 

2®.  Il  volume  della  sfera  è uguale  a ^ttR  ; quello 

del  cilindro  circoscritto  è uguale  a 2rR*,  e quello  del 
cono  equilatero  a 37tR’;.  dunque  avremo  anche 

v:r:v"::5;2:3 
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ovvero 

V : V'  : V"  : : i : 6 : 9 . 

Scolio.  — Poiché  il  numero  6 è la  media  propor- 
zionale geometrica  tra  i numeri  ^ e 9,  abbiamo  i se- 
guenti teoremi  : 

1°.  La  superficie  del  cilindro  retto  circoscritto  ad 
una  sfera  è uguale  alla  media  proporzionale  tra  le 
superficie  della  sfera  e del  cono  equilatero  circoscritto. 

2®.  Il  volume  del  cilindro  retto  circoscritto  ad 
una  sfera  è uguale  alla  media  proporzionale  tra  i vo- 
lumi della  sfera  e del  cono  equilatero  circoscritto. 

Corollario  1.  — Il  volume  di  un  poliedro  circo- 
scritto  ad  una  sfera  è uguale  al  prodotto  della  sua 
superficie  pel  terzo  del  raggio  di  questa  sfera. 

Giacché  se  uniamo  il  centro  della  sfera  a tutti  i 
vertici  del  poliedro,  io  decomporremo  in  tante  piramidi 
quante  sono  le  facce;  ma  queste  piramidi  possono  essere 
considerate  come  aventi  per  altezza  comune  il  raggio 
della  sfera  e per  basi  le  diiTerenli  basi  del  poliedro. 
Dunque  ec. 

Corollario  II.  — / volumi  di  due  poliedri  r cir- 
coscritti alla  stessa  sfera  o a sfere  eguali , stanno  iht 
loro  come  le  superficie. 

Infatti,  sieno  V e w i volumi  di  due  poliedri  circO' 
scritti  ad  una  sfera  di  raggio  R,  S e « le  loro  superfìcie; 
abbiamo: 

V = |.S.R,  V = |5.R; 

dunque 

Il  teorema  precedente,  relativo  al  cilindro  retto  e 
al  cono  equilatero  circoscritti  alla  stessa  sfera,  è un 
caso  particolare  di  quest’  ultimo. 
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CAPlTOliO  V. 

* 

Poliedri  regolari. 

• 

V 

TEOREMA.  I. 

La  somma  del  numero  delle  facce  di  un  poliedro 
convesso  e del  numero  dei  suoi  vertici  è uguale  al  nu- 
mero delle  sue  costole,  aumentato  di  due  unità. 

SieDO  C il  numero  delle  costole  di  un  poliedro  con- 
vesso, F il  numero  delle  sue  facce  e V il  numero  dei 
suoi  vertici. 

Decomponiamo  questo  poliedro  in  tante  piramidi 
quante  sono  le  facce,  unendo  tutti  i suoi  vertici  a un 
punto  qualunque  preso  nell’ interno  del  poliedro,  e de- 
scriviamo da  questo  punto  come  centro,  con  un  raggio 
qualunque  R,  una  sfera  la  cui  superOcie  sarà  divisa 
dalle  facce  laterali  delle  piramidi  in  tanti  poligoni  sfe- 
rici quante  sono  le  piramidi. 

Consideriamo  il  poligono  sferico  di  n lati  e indi- 
chiamo con  a il  rapporto  della  somma  dei  suoi  angoli 
all’angolo  retto;  la  sua  superGcie  ha  per  misura 

Parimente  avremo  per  le  superOcie  degli  altri  poli- 
goni sferici  che  hanno  n',  n", ....  lati 

5|![a"-2(n”-2)], 
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i numeri  a’,  a", rappresentando  i rapporti  delle 
somme  degli  angoli  di  ciascun  poligono  all’angolo  retto. 
Ma  la  somma  di  questi  poligoni  è uguale  alla  superflcie 
della  sfera  ; dunque 

!!^o+a'4-ai'+....— 2(n-^n'4-n"....— 2F)j=4,rR*. 

Osserviamo  1®  che  nel  numero 
ciascuna  costola  è contata  due  volte,  perché  essa  è co- 
mune a due  poligoni , in  guisa  che  si  ha 

= 2C. 

2®  che  la  somma  degli  angoli  dei  poligoni  sferici,  riu- 
niti attorno  a ciascun  vertice,  è uguale  a quattro  an- 
goli diedri  retti,  e per  conseguenza  che  si  ha  altresì  : 

a -f-  -T-  ci'  -f- , . . , = 4 V. 

Sostituendo  i valori  delle  somme 
+ a"  + . . . . nell’  eguaglianza  precedente , tro- 
veremo 

4V  — 2(2C  — 2F)  = 8, 

ovvero 

V-^F  = C-^2. 

Scolio.  — Questo  Teorema  è dovuto  ad  Eulero.  (*) 


(*)  Il  teorema  di  Eulero  è vero  anche  pei  poliedri  non  convetti.  Il  ai- 
gnor  PoiKSOT  Gn  dal  1809  (Sfemoire  sur  les  poly'gonts  et  ics  poiyedres  i 
Journal  de  l’École  Polytech.  Cahier  X , pag.  46)  aveva  osservato  che  questo 
teorema  è applicaliile  a tutti  quei  poliedri  nel  cui  interno  si  può  trovare  un 
pnnto  che  sia  U centro  di  una  tale  sfera  che  proiettando  sulla  sua  superGcie 
le  facce  del  poliedro  (mediante  linee  che  passano  pel  centro),  ninna  di 
queste  proiezioni  sia  in  parte  o in  tutto  sopra  la  proiezione  di  un’  altra  faccia. 
Recentemente  ( Compte-Rem//r , 1 1 janvier  1SÒ8),  lo  stesso  Autore  ha  dato  una 
dimostrazione  generale  del  teorema  di  Eulero,  che  riportiamo  in  una  Nota  sui 
Poliedri.  CAucar  nella  sua  seconda  Memoria  sui  poligoni  e i poliedri  osserva  che 
se  s’ immagina  la  superGcie  di  un  poliedro  decomposta  in  più  parti,  ciascuna 
delle  quali  può  essere  o una  faccia  sola,  o il  sistema  di  più  facce  vicine  conside- 
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1°.  Tutte  le  facce  di  un  poliedro  convesso  non  pos- 
sono avere  più  di  cinque  f 

2“.  Tutti  gli  angoli  di  un  poliedro  convesso  non 
possono  avere  più  di  cinque  facce, 

1°.  IfìfaUi,  supponiamo  che  tutte  le  facce  di  un  po 
licdro  convesso  abbiano  almeno  sei  costole-,  poiché  cia- 
scuna costola  appartiene  a due  facce  adiacenti,  il  numero 
6F  sarà  minore  di  2C  o al  più  eguale  a 2C,  lo  che  si 
esprime  con  la  seguente  notazione: 


6F  <2C  . 

Ma  il  teorema  di  Eulero  dà 

6F  + 6V=6C+  12; 
dunque  bisognerebbe  che  si  avesse: 

6V > 4C,  ovvero  2C, 

io  che  è impossibile,  poiché  ciascun  angolo  poliedro  ha 
almeno  tre  costole,  e ciascuna  di  queste  costole  è co- 
mune a due  angoli  poliedri. 

Dunque  tutte  le  facce  di  un  poliedro  convesso  non 
possono  avere  più  di  cinque  lati. 

2*.  Supponiamo,  in  secondo  luogo,  che  tutti  gli 

rate  come  formanti  un  aol  gruppo , il  teorema  d’Eulero  ba  luogo  tra  il  numero 
delle  parti  di  cui  è parola,  il  numero  delle  costole  che  limitano  queste  parti  e il 
numero  dei  vertici  compresi  tra  queste  costole. 

Il  teorema  di  Eulero  è un  caso  particolare  del  seguente:  Se  decomponiamo 
un  poliedro  io  più  altri,  preodeoilo  nuovi  vertici  nel  suo  interno,  e indichiamo 
con  P il  numero  dei  nuovi  poliedri , con  V il  numero  totale  dei  vetUci,  con  F il 
«lumero  totale  delle  facce,  e con  C il  numero  totale  delle  costola;  ai  avrà 
V + F = C + P+1.  (Vedi  Caucby,  Rechtrdits  sur  Its  polyidres,  Journal 
de  rÉcole  Polyt.,  Cahier  XVI).  (T  ) 
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angoli  di  un  poliedro  convesso  abbiano  almeno  sci  co> 
stole,  avremo: 

6V<2C; 

ma  abbiamo  altresì  *-• 

6VH-6F  = 6C-f-12; 

dunque  bisognerebbe  avere 

CF^4C,  ovvero  3F>2C, 

risultato  assurdo,  poiché  ciascuna  faccia  del  poliedro 
ha  almeno  tre  lati  e ciascuno  di  questi  lati  è comune 
a due  facce. 

Dunque  tutti  gli  angoli  di  un  poliedro  convesso 
non  possono  avere  più  di  cinque  facce. 

Scolio  1®.  — Un  poliedro  regolare  non  può  avere 
per  facce  che  triangoli  equilateri , quadrati  o pentagoni 
regolari. 

2°.  Ciascuno  degli  angoli  di  un  poliedro  regolare 
ha  solo  tre  o quattro  o cinque  angoli  piani  (*). 


(*)  Indichiamo  con  A il  numero  degli  angoli  piani  del  poliedro  dato  cb’  e 
uguale  al  numero  dei  lati  di  tutte  le  facce  Poiché  ogni  costola  è lato  di  due 
facce  consecutive,  avremo  A = 2 C. 

Ciascuna  faccia  contiene  almeno  tre  angoli;  ciascun  angolo  poliedro  con- 
tiene almeno  tre  angoli  piani;  quindi  il  minimo  numero  di  angoli  piani  che  può 
contenere  un  poliedro  convesso  è espresso  tanto  da  3 F quanto  da  3 V;  talché 
A^3F,A^3  V;  ovvero , 

2C^3F,  2C^3V. 

Queste  due  disuguaglianae , avuto  riguardo  al  teorema  di  Boimo,  ai  tra- 
sformano nelle  altre 


8f  <2C<6F  — 12  ....  (1) 

3V  < 2C<  6V  — 12  ....  (2) 

La  disuguaglianza  (I)  mostra  che  tutte  /e  facce  di  tot  poliedro  convesso 
non  possono  avere  pik  di  cinque  lati;  poiché  se  ne  avessero  almeno  sei,  si 
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TEOREMA,  m. 

La  somma  degli  angoli  delle  facce  di  un  angolo 
poliedro  convesso  è uguale  a tante  volte  quattro  angoli 
retti  quanti  vertici  ha  il  poliedro  meno  due. 

Sieno  n,  n’,  n",....  i numeri  dei  lati  delle  diffe- 
renti facce  del  poliedro  dato;  la  somma  degli  angoli 
del  poligono  di  n lati  è uguale  a 2»  — 4.  Si  ha  pari- 
mente 

2n'  — 4, 


per  la  somma  degli  angoli  delle  altre  facce  del  polie- 
dro; dunque  il  numero 

2 (n  H-  n' -H  n" -h . . . .)  — 4F 
esprime  la  somma  degli  angoli  di  tutte  le  facce.  Ma  si  ha 
2(n  + n'4-n"-l-....)  — 4F=4C  — 4F, 
c pel  teorema  di  Eulero,  q?  ? 

(V^ 

avrebbe  3 C ^ 6 F.  La  diiaguagliania  (i)  mostra  cbe  trilli  gli  angoli  di  nn 
poliedro  convesso  non  possono  avere  più  di  cinque  angoli  piani;  poiché  se  ne 
avessero  almeno  sei,  si  avrebbe  A ovvero  3C  ^ 6 V. 

Se  nella  disuguagliaosa  (i)  sostituisco  per  C il  suo  valore  V'I'F  — 3,  trovo 

4+F  ^2V  ^ 4F  — 8 . . . . (3) 

Le  disuguagliante  (I)  e (3)  permettono  di  rispondere  alla  quistione  : 
quanti  poliedri  si  possono  costruire  con  un  dato  numero  di  facce  t Suppo- 
niamo p.  e.  cbe  le  facce  sieoo  sei,  ciocche  si  abbia  F = 6;  allora  avremo 

5^V  <8, 

9 <C  <13. 

Quindi  possiamo  porre  V=:  5,  6,  7,  8 

e allora  troveremo  C ==  9,  10,  11,  12.  (T.) 
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per  conseguenza  la  somma  degli  angoli  delle  facce  di 
un  poliedro  convesso  è uguale  a tante  volte  quattro  an- 
goli retti  quanti  vertici  vi  sono  meno  due. 

Scolio.  — Questo  teorema  è dovuto  ad  Eulero. 


TEOREHA.  IV. 

/ poliedri  regolari  sono  cinque. 

Sieno  C il  numero  delle  costole  di  un  poliedro  re- 
golare, F il  numero  delle  sue  facce,  aventi  ciascuna 
l lati,  e V il  numero  dei  vertici  dei  suoi  angoli  polie- 
dri di  cui  ciascuno  ha  a angoli  piani  eguali.  Il  doppio 
del  numero  delle  costole  di  questo  poliedro  è uguale  a 
F .1  e anche  a V . a ; dunque  si  ha: 

1-  = -— eV  = -— ; 
l a 


ma  il  teorema  di  Eulero  dà  : 

F-^V=C-^2; 


quindi 


l a 


da  cui  si  deduce: 


C = 


2a/ 


2o-t-2/  — al  ' 


Poiché  il  numero  l dei  iati  di  ciascuna  faccia  del 
poliedro  è compreso  tra  3 e 5,  se  supponiamo  prima 
/ = 3,  avremo: 

6a 


C = 


6 — a’ 


ma  il  numero  degli  angoli  piani  che  formano  ciascuno 

25 
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angolo  poliedro  è altresì  compreso  fra  3 e 5;  dunque, 
se  facciamo  successivamente: 

a=  3,  a=  4-,  0=  5, 

avremo: 

C = 6,C=  12,C=:30, 
e 

F=r4,F  = 8,F  = 20, 

V=:4,  V=6,  V = 12, 

per  conseguenza  il  triangolo  equilatero  può  servire  a 
formare  tre  poliedri  regolari  che  sono  il  tetraedro,  V ot- 
taedro , e r icosaedro. 

Supponendo  2=  4>,  troviamo: 


in  questo  caso  particolare,  il  valore  di  a dev’essere  mi- 
nore di  4;  ora  se  facciamo  a=  3,  si  ha; 

C=12,F  = 6,  V=8; 

dunque  col  quadrato  si  può  formare  un  solo  poliedro 
regolare  eh’  è l’ essaedro. 

Finalmente,  se  supponiamo  f = 5,  abbiamo: 

lOa 

10— 3a" 

Come  nel  caso  precedente,  il  valore  di  a dev’es- 
sere minore  di  4;  se  prendiamo  a=  3,  troviamo: 

C=30,  F— 12,  V=20; 
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per  conseguenza  col  pentagono  regolare  si  può  formare 
solamente  il  dodecaedro  regolare  (*). 

Scolio.  — Questa  dimostrazione  è stata  data  da  ' 
Laplace,  nelle  sue  lezioni  alla  Scuola  normale. 

TBORBMA  W 

Qualunque  poliedro  regolare  può  essere  iscritto 
nella  sfera  e può  esserle  circoscritto,  (fig.  43i.) 

Sieoo  C e C'  i centri  di  due  facce  di  un  poliedro 
regolare,  adiacenti  seguendo  la  costola  AB  ; il  piano 
CMC',  che  passa  pei  due  centri  C,  C'  e il  mezzo  M della 
costola  AB,  è perpendicolare  alle  due  facce  adiacenti 
CAB,  C'AB;  dunque  le  perpendicolari  condotte  dai  punti 
C,  C'  a queste  facce  s’incontrano  in  un  punto  0,  e dico 
che  questo  punto  è ugualmente  distante  1"  dalle  facce 
del  poliedro,  2"  dai  suoi  vertici. 

1".  I due  triangoli  rettangoli  CMO,  C'MO  sono  eguali, 
perchè  hanno  l’ ipotenusa  comune  e i lati  CM,  C'M  eguali; 
dunque  la  retta  CO  è uguale  a C'O  e la  retta  OM  è la 
bisettrice  dell’angolo  rettilineo  CMC'  dell’angolo  diedro 
AB.  Unisco  il  punto  0 al  centro  C"  di  un’altra  faccia, 
adiacente  alla  faccia  CAB  per  la  costola  DE,  e dico  che 
OC"  è perpendicolare  alla  faccia  C'DE  ed  eguale  ad  OC. 

Infatti,  il  piano  OCN,  perpendicolare  al  mezzo  della 
costola  DE,  passa  pel  punto  C",  e i triangoli  rettangoli 
OCM,  OCN  sono  eguali,  perchè  hanno  un  angolo  retto 
compreso  tra  due  lati  eguali  ; dunque  l’ angolo  CNO  è 
uguale  a CMO  e per  conseguenza  eguale  alla  metà  del- 
r angolo  rettilineo  CNC"  del  diedro  DE.  Slmilmente  i 


(*)  Oltre  questi  cinque  poliedri  regolari,  ve  ne  sono  altri  quattro  di  specie 
superiore  dovuti  al  sig  Poinsot.  Caucby  ha  dimostrato  il  primo  che  non  vi  ha 
altri  poliedri  regolari  fuori  di  questi  nove:  noi  daremo  di  questo  teorema  una 
dimostraiione  dovuta  al  sig,  Dertrand.  (T.^ 


Digitized  by  Googic 


576 


GEOMETRIA  SOLIDA. 


triangoli  OCN,  OC"N  hanno  gli  angoli  ONC,  ONC"  eguali 
e compresi  tra  due  lati  rispettivamente  eguali,  dunque 
il  lato  OC"  è uguale  ad  OC  e V angolo  OC"N  eguale,  a 
OCN,  cioè  che  la  retta  OC"  è perpendicolare  alla  fac- 
cia C"DE. 

Con  un  ragionamento  analogo  si  dimostrerebbe  che 
il  punto  0 dista  egualmente  dalle  altre  facce  nel  polie- 
dro; dunque  la  sfera  descritta  dal  punto  0 come  centro, 
col  raggio  CO,  è iscritta  nel  poliedro. 

2®.  Se  uniamo  il  punto  0 a tutti  i vertici  del  polie- 
dro, le  rette  OA,  OB,....  corrispondenti  ai  vertici  di 
una  stessa  faccia  sono  eguali,  perchè  esse  si  allontanano 
egualmente  dalla  perpendicolare  OC  a questa  faccia; 
dunque  il  punto  0 dista  egualmente  da  tutti  i vertici 
del  poliedro,  cioè  la  sfera  descritta  da  questo  punto 
come  centro  col  raggio  OA,  passa  per  lutti  i vertici  del 
poligono  regolare. 

Scolio.  — Il  punto  0 è il  centro  del  poliedro  rego- 
lare; la  retta  OA  n’è  il  raggio,  e la  retta  OC  Vapotema. 

Corollario.  — I piani  biseltori  degli  angoli  diedri 
di  un  poliedro  regolare  passano  pel  centro  di  questo 
poliedro. 

TEOREMA  TI*. 

Con  un  lato  dato  si  può  sempre  costruire  un  tetrae- 
dro regolare  (fig.  432.) 

Descriviamo  un  triangolo  equilatero  ABC  col  lato 
dato.  Pel  centro  0 di  questo  triangolo  inalziamo  una 
perpendicolare  indefinita,  e prendiamo  su  questa  retta 
un  punto  D tale  che  AD=  AB;  conduciamo  poscia  BD 
e CD. 

Il  tetraedro  ABCD  è regolare,  giacché  tutte  le  sue 
costole  sono  eguali  tra  loro. 
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TEOREMA.  Tn*. 

Con  un  lato  dato  si  può  sempre  costruire  un  es- 
saedro  regolare  (fig.  433.) 

Costruiamo  un  quadralo  ABCD  col  lato  dato.  Sui 
lati  di  questo  quadrato  inalziamo  piani  perpendicolari 
ad  esso;  poi  tagliamo  quest’ ultimi  con  un  piano  EFGII 
parallelo  ad  ABBD  e distante  da  esso  per  una  quan- 
tità AE  = AB.  Otterremo  in  tal  guisa  un  cubo  cioè  un 
essaedro  regolare. 


TEOREMA  VUl*. 

Con  un  lato  dato  si  può  sempre  costruire  un  ottae- 
dro regolare  (fig.  434.) 

Descriviamo  un  quadrato  ABCD  col  lato  dato.  Dal 
centro  0 inalziamo  la  perpendicolare  EF  al  piano  ABCD 
e prendiamo  OE  = OF  = OA.  Uniamo  finalmente  i 
punti  E,  F ai  vertici  del  quadralo.  La  figura  ABCDEF 
sarà  un  ottaedro  regolare. 

Infatti  la  retta  EF  è l’ asse  del  cerchio  circoscritto 

al  quadrato  ABCD;  dunque  EA  = EB  = .AB.  Così 

tutte  le  facce  dell’  ottaedro  sono  triangoli  equilateri 
eguali  tra  loro. 

Inoltre  gli  angoli  poliedri  sono  eguali,  giacché  gli 
angoli  A,  E,  per  esempio  appartengono  alle  due  pira- 
midi regolari  ABEDF,  EABCD,  le  quali  sono  evidente- 
mente sovrapponibili,  perchè  hanno  la  stessa  base  e la 
stessa  altezza. 
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TEOREMA  n.*. 

Con  un  lato  dato  si  può  sempre  costruire  un  dode- 
caedro regolare,  (fìg.  435.) 

Col  Iato  dato  formiamo  dei  pentagoni  regolari  eguali 
tra  loro.  Riuniamo  tre  di  questi  pentagoni  in  modo  che 
i loro  piani  determinino  un  angolo  triedro  avente  per 
vertice  il  punto  A.  Le  facce  di  quest’  angolo  essendo 
eguali,  gli  angoli  diedri  che  esse  formano  saranno  eguali 
tra  loro.  Quindi  gli  angoli  triedri  B,  A sono  eguali  per- 
chè hanno  un  angolo  diedro  eguale  compreso  tra  due 
facce  rispettivamente  eguali  e similmente  disposte. 
Laonde  le  due  rette  BR,  BC  formano  tra  loro  un  angolo 
eguale  ad  ABC. 

Segue  da  ciò  che  dopo  aver  riuniti  intorno  al 
punto  A tre  dei  nostri  pentagoni  regolari,  potremo  col- 
locarne un  quarto  nell’  angolo  RBC,  poi  un  quinto  nel- 
r angolo  MCD  ec.  Otterremo  cosi  una  superQcie  polie- 
drica aperta,  che  termina  al  contorno  FGHI 

Costruiamo  ora  un’  altra  superQcie  eguale  alla 
prima  e ravviciniamo  queste  due  Qgure  in  modo  che 
r angolo  rientrante  L'M'N'  coincida  coll’  angolo  saliente 
FGH.  Allora  l’ angolo  triedro  G sarà  uguale  a ciascuno 
degli  angoli  triedri  A,  B,  C, . . . . e l’angolo  diedro 
avente  M'N'P',  GHA  per  facce  e di  cui  GH  è la  costola, 
sarà  eguale  all’  angolo  diedro  avente  per  facce  GHl , 
GHA,  e per  costola  GH.  Dunque  N'P'  coinciderà  con  HI, 
poi  P'Q'  con  IR,  ec. 

Si  vede  che  l’ insieme  delle  due  superQcie  poliedri- 
che (fig.  436)  determinerà  una  Qgura  chiusa  avente  per 
facce  dodici  pentagoni  regolari  eguali  e i cui  angoli  po- 
liedri sono  eguali  tra  loro.  Questa  Qgura  è dunque  un 
dodecaedro  regolare. 
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TEOREMA.  ■%*. 

Con  un  lato  dato  si  può  sempre  costruire  un  ico- 
saedro regolare. 

Costruiamo  un  pentagono  regolare  MNPQR  (fig.  437.) 
Dal  centro  0 inalziamo  sul  piano  del  pentagono  una  per- 
pendicolare OS  tale  che  MS  = MN.  Unendo  il  punto  S 
a tutti  i vertici  del  pentagono,  otterremo  una  piramide 
regolare  le  cui  facce  saranno  triangoli  equilateri  eguali 
tra  loro. 

Abbiasi  ora  il  triangolo  equilatero  ABC,  il  cui  lato 
è uguale  ad  MN  (/ig.  438.)  Costruiamo  in  ciascuno  dei 
vertici  di  questo  triangolo  una  piramide  eguale  ad  S, 
prendendo  per  una  delle  facce  di  questa  piramide  il 
triangolo  ABC. 

È facile  vedere  che  determineremo  in  tal  guisa  una 
superfìcie  poliedrica  aperta  secondo  DEFCHI,  nella  quale 
r angolo  rientrante  EFG  è uguale  all’  angolo  saliente 
FGH,  attesoché  ciascuno  di  essi  è uguale  all’angolo  FBH. 

Se  dunque  immaginiamo  una  seconda  superQcie 
eguale  alla  prima,  potremo  far  coincidere  queste  due 
figure  colle  loro  estremità  ec. 


JProb9en%i  <fa  v'iBotvere» 

1.  — Calcolare  a meno  di  un  millimelro  le  dimensioni 
del  litro,  sapendo  che  esso  ha  la  forma  cilindrica  e che  la 
sua  altezza  è uguale  al  doppio  del  diametro  delia  sua  base. 

2.  — Calcolare  a meno  di  un  millimetro  le  dimensioni 
del  decalitro  e dell’ettolitro,  sapendo  che  essi  hanno  la 
forma  cilindrica  e che  la  loro  altezza  è uguale  ai  diametro 
delle  loro  basi. 
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3.  — Dividere  la  superficie  di  una  sfera  in  media  ed 
estrema  ragione  con  un  piano  perpendicolare  ad  un  diame- 
tro dato. 

< 4.  — Qualunque  zona  ad  una  base  è equivalente  a un 
cerchio  avente  per  raggio  la  corda  dell’ arco  che  genera  la 
zona.  — Questo  teorema  è applicabile  alla  zona  a due  basi? 

8.  — Postochè  la  terra  sia  una  sfera  esatta,  calcolare  il 
suo  raggio,  la  sua  superficie,  il  suo  volume  e il  suo  peso, 

1 

la  dcn.<^ità  della  terra  essendo  4 - secondo  Gaveisoish. 

^6.  — I diametri  della  terra,  della  luna  e del  sole  stanno 
tra  loro  come  i numeri  100,  27  e 10993.  Calcolare  le  super- 
ficie e i volumi  della  luna  e dei  sole. 

H 7.  — Qual’  è la  porzione  della  superficie  o del  volume 
della  terra  compreso  tra  l’equatore  e l’ eclittica  sapendo  che 
questi  due  cerchi  formano  un  angolo  di  23°  28'? 

X 8.  — Determinare  l’angolo  dei  meridiani  di  Parigi  e di 
Londra  sapendo  che  il  fuso  terrestre  che  essi  formano  è 
uguale  a 3367  miriametri  quadrati. 

< 9.  — Calcolare  l’area  di  un  triangolo  sferico  ABC,  sa- 
pendo che  il  raggio  della  sfera  è uguale  1»>,  2 e che  gli  an- 
goli A,  B,  G,  sono  rispettivamente  eguali  a 78‘  IK',  a 62°  48' 
e a 72°  40’. — Calcolare  il  volume  della  piramide  sferica  cor- 
rispondente. 

10.  — Calcolare  gli  angoli  di  un  triangolo  sferico,  sa- 
pendo che  essi  sono  tra  loro  come  i numeri  4 , 6 e 7,  e che 
questo  triangolo  è uguale  al  quarto  del  triangolo  trirettan- 
golo della  stessa  sfera. 

11.  — Se  in  un  semicerchio  iscriviamo  un  semipoli- 
gono regolare  di  un  numero  pari  di  lati  e circoscriviamo 
ad  esso  un  semipoligono  simile,  la  superfìcie  della  sfera 
generata  dal  semicerchio  che  gira  attorno  al  suo  diametro 
è media  proporzionale  tra  le  superficie  generate  dai  poligoni. 

12.  — Iscrivere  in  un  cono  retto  un  cilindro  retto  di 
cui  la  superficie  laterale  o totale  è data.  — Massimo  di  questa 
superficie. 

13.  — Iscrivere  in  una  sfera  un  cilindro  la  cui  superficie 
laterale  o totale  è data.  — Massimo  di  questa  superficie. 
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14.  Iscrivere  in  una  sfera  un  cono  retto  tale  che  le  se- 
zioni fatte  nel  cono  e nella  sfera  da  un  piano  dato  paralle- 
lamente alla  base  del  cono  abbiano  tra  loro  un  rapporto  dato. 

18.  — Circoscrivere  ad  una  sfera  un  cono  retto  la  cui 
superfìcie  laterale  o totale  è data.  — Massimo  di  questa  su- 
perfìcie. 

16.  — Calcolare  il  raggio  det  segmento  sferico  massinfo 
tra  i segmenti  sferici  che  sono  terminati  da  zone  di  super- 
fìcie costante  e ad  una  sola  base. 

17.  — Condurre  una  parallela  alla  base  di  un  triangolo, 
in  guisa  tale  che  i volumi  generati  dalle  due  parti  del  trian- 
golo che  gira  attorno  alla  sua  base,  sieno  equivalenti. 

18.  — Calcolare  i raggi  delle  basi  di  un  tronco  di  cono 
retto  iscritto  in  una  sfera  data,  conoscendo  il  volume  e l’al- 
tezza del  cono  troncato. 

19.  — Conoscendo  la  costola  di  un  poliedro  regolare  di 
specie  data,  calcolare  i raggi  delle  sfere  iscritte  e circo- 
scritte  a questo  poliedro. 
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IVOTA  1. 


Salta  comune  misnra  di  due  rette. 


Due  rette  si  dicono  commenfurabtit'  quando  hanno  una 
comune  misura;  incommensurabili  quando  non  hanno  co- 
mune misura. 

Per  vedere  se  due  rette  hanno  una  comune  misura  si 
usa  il  procedimento  del  testo;  dal  quale  si  deduce  che:  se 
uno  dei  resli  R,  Ri,  R,,....  è nullo,  le  linee  A e B sono 
commensurabili  e V ultimo  resto  che  non  é siero  è la  loro  co- 
mune misura. 

Se  ninno  dei  resli  R,  R(,  R, ....  è zero,  le  due  linee  A 
e B non  hanno  comune  misura  e sono  quindi  incommensu- 
rabili. Per  provarlo,  supponiamo  che  m sia  una  comune 
misura  di  A e B.  Procediamo  come  nei  testo,  e,  per  mag- 
giore generalità,  indichiamo  con  q,  qi,  q^....i  quozienti 
delle  divisioni  successive;  avremo 

A =Bq  R 
' B =hq^-ì-  R, 

R =R,?.h-R, 

Rj  =r  Rj^j  R3 

ec. 


Adoperando  un  ragionamento  analogo  a quello  di  coi 
abbiamo  fatto  nso  neH’Aritmetica  (Bertrand,  pag.  80),  si  prova 
facilmente  che  i resti  R,  Rj,  R, . . . . debbono  essere  tutti  mul- 
tipli di  tn;  in  guisa  che,  indicando  con  fi,  pi,  f^t  * * ■ ■ numeri 
interi,  deve  aversi 

R = pm,  R,  = ft,m,  R,  = fi,m .... 
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NOTE. 


£ poiché  i resti  R,  B^,  B,.. . . formano  una  serie  de- 
crescente, dovrà  aversi 


pm  > ft^m  > > . . . . 

ovvero 

f*  > > fi, . . . . 

Ma  se  una  serie  di  numeri  interi  decresce  continua- 
mente,  uno  di  essi  deve  per  necessità  essere  zero;  dunque 
uno  dei  resti  dovrebbe  essere  zero,  lo  che  contradice  al- 
l’ipotesi fatta.  Dunque  le  linee  A e B non  hanno  comune 
misura. 

E qui  cade  in  acconcio  dimostrare  una  notévole  proprietà 
dei  resti  R,  R^,  B,, . . . . , cioè  che  la  loro  somma  ha  sempre 
un  limite  flnito.  Infatti  sommando  insieme  l’ eguaglianze  di 
sopra,  si  ha 

A ■—  B (g  — 1)  = Rq,  • • • • 


Se  i quozienti  g,,  9,,  g,..  ..sono  eguali  fra  loro,  si  ha, 
indicando  con  Q il  valore  comune, 


R -+-  R j R,  -1- . 


A-B(gr-l) 

Q 


Se  poi  i quozienti  non  sono  eguali, 

R Rj  -+-  R,  -t- . . . . < R^i  -+-  Rj7,  -f-  Rjf,  -4- ....  ; 
dunque 

R -4-  Rj  -4-  R,  -t-  . . . . < A — B ( — 1 ) 

e per  conseguenza  la  somma  dei  resti  ha  un  limite  finito. 

Comunque  le  due  linee  A e B non  abbiano  comune  mi- 
sura, pure  possiamo  determinare  il  loro  rapporto  con  una 
approssimazione  indefinita.  Infatti,  togliamo  dalla  linea  A 
la  linea  B tante  volte  quanto  è possibile,  q volle  p.  es., 
e sia  R ciò  che  rimane;  avremo 

A — Bj  -4-  R. 
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Prendiamo  un  multiplo  di  R convenientemente  scelto, 
per  esempio  lOR,  e portiamo  B sulla  nuova  linea  lOR  tante 
volte  quante  è possibile.  Poiché  B ed  R non  hanno  comune 
misura,  si  otterrà  un  resto  R^  ed  avremo  una  eguaglianza 
della  forma 


lOR  = B -+■  Rj , 

ove  indica  quante  volle  B è contenuta  in  lOR.  Proce- 
dendo con  Ri  in  un  modo  aflallo  analogo  a quello  che  ab- 
biamo tenuto  per  R,  avremo 

10Ri=rBgj  + Rj . 

Continuando  in  lai  guisa,  avremo  una  serie  di  egua- 
glianze della  forma 

lORj  = Bqj  -h  Rj 

lORj  = Bq*  Ri 
< ec. 

Dividiamo  adesso  la  seconda  eguaglianza  per  10,  la  terza 
per  10*,  la  quarta  per  10®  e cosi  di  seguito,  avremo 


A = 

Bq 

•4- 

R 

R = 

10 

10 

R._ 

IO 

IO* 

B-t- 

R. 

10» 

A- 

Bh- 

Rs 

IO* 

10® 

10® 

10» 

10‘ 

B-h 

A 

10* 

• 

B«— 1 

</- 

-B  + Jt 

iu'—‘ 

10" 

- 10" 
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Sommando  insieme  quesl’ egnaglianze  e togliendo  i ter- 
mini comuni  ai  due  membri,  si  ottiene 


A-qB 

ovvvero 


10  to* 


■^10“  ^ 10"  ’ 


A = Mb-j-  ^ 

V.'*  10  IO’  10"/  10" 

Quindi  evidentemente 


ovvero 


li  ^ IO  IO*  10“ 

Se  adesso  nel  valore  di  A sostituiamo  B ad  R«  , avremo 

^ ^ 1 0 To^  • • • • i“o^-^  i5=  ) ^ ' 


da  cui 


4 < a -t- 


B 


10  10* 


10" 


Laonde  il  rapporto -g  è contenuto  fra  due  limili  che  dif- 

feriscono  fra  loro  per  . Prendendo  per  n un  numero  di 
più  in  più  grande,  è chiaro  quindi  che  potremo  ottenere  il 
rapporto  ^ con  quella  approssimazione  che  vogliamo. 

Per  dare  un’  applicazione  di  quel  che  precede,  dimo- 
striamo che  il  rapporto  della  diagonale  del  quadrato  al  lato 
è incommensurabile.  Indichiamo  con  d la  diagonale  e con  l 
il  lato;  poiché  d è >l  e <21,  è chiaro  ohe  portando  la 
retta  I sopra  d,  vi  sarà  contenuta  un  volta  più  un  resto  r; 
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d = I r . 


Adesso  se  sulle  linee  1 ed  r procediamo  come  nel  caso 
generale,  avremo  l’ eguaglianze 

d = l -t-  r 
l = rqi 
r = -t-  r, 

cc. 


Per  dimostrare  che  il  rapporto  fra  d ed  1 è incommen- 
surabile, bisogna  provare  che  ninno  dei  resti  r,  r,,  r, ....  è 
/ero. 

Descrivendo  un  cerchio  cho  abbia  per  raggio  il  lato  del 
quadrato  è facile  vedere  che  l sarà  media  proporzionale  tra 
2t  H-  r e r ; talché  si  avrà 


da  coi 


Ma  si  ha  anche 


dunque 


9i 


r.1 

r 


= 2-4- 


r 

ì’ 


Ma  adlnchè  questa  eguaglianza  si  verichi  è necessario 
che  si  abbia 


?t 


r 

1’ 


Dunque  non  è zero. 
Si  ha: 
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r eguaglianza  precedente  diventa 
dalla  quale,  come  sopra,  si  trae  che 


Dunque  r,  non  è zero.  Procedendo  in  questo  modo  sì 
dimostrerà  che  i quozienti  Qì,  9j..  ..  sono  eguali  a 2 e 
che  nessuno  dei  resti  è nullo. 

Questa  dimostrazione  è di  Léger. 

In  questo  caso  verificandosi  che  i quozienti  q^,  q,, 

sono  eguali  tutti  a 2,  si  ha  immediatamente 

d 

r -t-  r,  r*  -t-  ; 


la  qual  relazione  dimostra  relegante  teorema: 

Il  limile  della  somma  dei  resti  che  si  ollengono  cercando 
la  massima  comune  misura  tra  la  diagonale  del  quadralo  e il 
suo  lato,  è uguale  alla  semi-diagonale. 

Allo  stesso  risultato  si  poteva  pervenire  osservando  che 
i resti  r,  r^,  r,,..  ..  formano  nna  progressione  geometrica 

decrescente  che  ha  per  ragione  j . Ora  per  un  noto  teo- 

rema  di  Aritmetica  (Bertrand,  pag.  296)  il  limile  della 
somma  r -i-  Tj  -t-  r , ec.  è uguale  a 

r _ tI 
] r ~ T^r  ' 

e dalla  relazione  I*  — (rlH-r)r,  trovala  di  sopra,  si  ricava 
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ugevolmenle 

ri  __  d 
l ~r  r ■ 

In  modo  sìmile  si  proverebbe  che  il  rapporto  dei  due 
segmenti  dì  una  retta  divìsa  in  media  ed  estrema  ragione  è 
incommensurabile,  e che  il  limite  della  somma  dei  resti  ot- 
tenuti nella  ricerca  della  comune  misura  di  questi  segmenti, 
è uguale  al  segmento  maggiore. 


IVITTA  11. 

Poliedri. 

I. 

Nei  poliedri,  come  nei  poligoni,  si  distinguono  l’ordine 
e la  specie;  l’ordine  è determinato  dal  numero  delle  facce; 
la  specie,  restringendoci  a parlare  dei  poliedri  regolari,  è 
data  dal  numero  di  volte  che  le  proiezioni  di  queste  facce 
sulla  sfera  iscritta  o circoscritta  (proiezioni  fatte  mediante 
raggi),  ricoprono  uniformemente  la  superfìcie  sferica.  Cosi 
i poliedri  ordinari  sono  della  prima  specie;  di  seconda  specie 
diconsi  quei  poliedri  nei  quali  le  proiezioni  delle  facce  rico- 
prono due  volle  esattamente  la  superfìcie  della  sfera , ec.  La 
specie  poi  degli  angoli  solidi  dipende  da  quella  dei  poligoni 
provenienti  dalla  sezione  delle  loro  facce  con  un  piano. 

Teorema  I.  — / piani  delle  facce  di  un  poliedro  regolare 
di  specie  superiore  formano  mediante  le  loro  intersezioni  un 
poliedro  regolare  dello  slesso  ordine  e di  prima  specie. 

Sia  P un  poliedro  regolare  di  specie  superiore;  è chiaro 
che  i piani  delle  sue  facce  formeranno  con  le  loro  interse- 
zioni un  poliedro  di  prima  specie  che  indicheremo  con  p; 
dico  che  questo  poliedro  è regolare  e dello  stesso  ordine  del 
poliedro  dato. 

26 
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A questo  oggetto  immaginiamo  costruito  un  secondo 
poliedro  di  specie  superiore  P'  eguale  al  dato;  avremo  cosi 
parimente  formato  un  nuovo  poliedro  di  prima  specie  p' 
eguale  a p.  Dalla  definizione  dei  poliedri  regolari  risulta 
chiaro  che  in  qualsiasi  modo  facciamo  coincidere  i poliedri 
P e P',  i due  poliedri  p e p'  coincideranno  altresi;  e poiché 
possiamo  far  coincidere  i primi  ponendo  una  faccia  qualun- 
que del  secondo  sopra  una  faccia  determinata  del  primo,  ne 
segue  che  potremo  far  coincidere  nello  stesso  modo  i polie- 
dri p e p'.  Laonde  le  dilTerenti  facce  dei  poliedri  p e p'  sono 
tutte  eguali  tra  loro,  egualmente  inclinate  I’  una  sull’altra  o 
riunite  nello  stesso  numero  intorno  a ciascun  vertice.  Resta 
a provare  che  queste  facce  sono  poligoni  regolari. 

Supponiamo  che  il  numero  dei  lati  di  ciascuna  faccia 
dei  poliedri  P e P'  sia  n;  vi  saranno  n maniere  diOerenti 
per  provare  la  coincidenza  di  due  facce  di  questi  poliedri, 
e per  conseguenza  n maniere  per  provare  la  coincidenza 
delie  facce  corrispondenti  dei  poliedri  p e p'.  Ora  perchè 
questo  possa  avvenire  è necessario  che  le  facce  dei  polièdri 
p e p'  sieno  eguali  o a poligoni  regolari  dell’ordine  n,  o a 
poligoni  semi-regolari  di  un  ordine  almeno  eguale  a 2n. 
Quest’  ultima  ipotesi  però  non  è ammissibile  perchè  2rt  do- 
vrebbe essere  almeno  eguale  a 6,  cioè  i poliedri  pop'  do- 
vrebbero avere  tutte  le  facce  con  sci  lati  almeno,  lo  che  è 
impossibile.  Dunque,  ec. 

Teorema  IL  — I poliedri  regolari  di  specie  superiore  ri- 
sultano necessariamente  dal  prolungamento  delle  costole  o delle 
facce  dei  poliedri  regolari  dello  stesso  ordine  e di  prima  specie. 

Questo  teorema  è conseguenza  evidente  del  precedente. 

Scoi.io. — 1°  Prolungando  il  piano  che  contiene  ciascuna 
faccia  del  dodecaedro  regolare  di  prima  specie  sino  all’ in- 
contro dei  piani  delle  cinque  facce  che  circondano  la  faccia 
opposta,  si  vengono  a formare  dei  pentagoni  regolari  di 
prima  e di  seconda  specie;  l’insieme  dei  primi  produce  un 
dodecaedro  regolare  della  terza  specie,  e l’ insieme  dei  secondi 
produce  un  dodecaedro  stellato  della  quarta  specie.  Il  primo 
solido  ha  dodici  angoli  pentaedri  della  seconda  specie  e trenta 
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costole;  il  secondo  ha  venti  angoli  triedri  e trenta  costole. 
Il  secondo  poliedro  si  potrebbe  anche  ottenere  dal  primo 
prolungando  in  quest’ultimo  i Iati  delle  facce.  2“  Prolun- 
gando i lati  dei  dodici  pentagoni  del  dodecaedro  ordi- 
nario, si  viene  a formare  un  dodecaedro  stellalo  della  se- 
conda specie,  composto  di  pentagoni  della  seconda  specie 
riuniti  per  cinque  alterno  a ciascun  vertice.  3®  Finalmente 
prolungando  ciascuna  faccia  dell’icosaedro  ordinario  sino 
all’ incontro  dei  piani  dei  tre  triangoli  che  circondano  la 
faccia  opposta  a quella  che  si  considera,  si  viene  a for- 
mare un  icosaedro  della  seltima  specie , composto  di  triangoli 
riuniti  per  cinque  in  modo  che  le  loro  basi  formino  un  pen- 
tagono della  seconda  specie:  questo  solido  ha  dodici  angoli 
della  seconda  specie  e trenta  costole. 

Questi  quattro  nuovi  poliedri  regolari  di  specie  supe- 
riore sono  stati  trovati  da  Poinsot. 

Teobema  III.  — / vertici  di  un  poliedro  regolare  di  specie 
superiore  sono  altresì  t vertici  di  un  poliedro  regolare  concesso. 

Per  dimostrare  questo  teorema  giova  premettere  il  se- 
guente 

Lemma.  — Dati  più  punti  nello  spazio,  si  può  sempre  tro- 
vare un  poliedro  convesso  i cui  vertici  sicno  presi  tra  i punti 
dati  e che  contenga  tutti  gli  altri  punti  nel  suo  interno. 

Infatti  facciamo  passare  un  piano  per  tre  fra  i punti  dati, 
per  esempio  A , B,  G,  in  modo  che  tutti  gli  altri  si  trovino  da 
una  stessa  parte  di  esso;  poi  un  secondo  piano  che  passi  pei 
punti  A,  B e un  terzo  D scelto  in  modo  da  contenere  nell’  an- 
golo diedro  cosi  formato  i punti  rimanenti;  procedendo  in  tal 
guisa  è chiaro  che  si  verrà  a costruire  un  poliedro  convesso 
che  inviluppa  tulli  i punti  dati  che  non  sono  suoi  vertici. 

Ciò  posto  osserviamo  che  i vertici  di  un  poliedro  rego- 
lare essendo  situati  sopra  una  stessa  sfera , qualunque  polie- 
dro convesso  i cui  vertici  saranno  presi  Ira  questi  punti,  non 
potrà  contenere  gli  altri  nel  suo  interno;  dunque,  in  virtù 
del  lemma  precedente,  i vertici  del  poliedro  regolare  consi- 
deralo appartengono  ad  un  poliedro  convesso.  Resta  a pro- 
vare che  questo  poliedro  è regolare. 
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Immaginiamo  coslruito  il  poliedro  convesso  che  abbia  per 
vertici  quelli  del  poliedro  dato,  e indichiamo  con  P il  solido 
cosi  formalo.  Sia  Q una  figura  aOalto  eguale  alla  precedente. 
Queste  figure  sono  sovrapponibili  per  ipotesi,  e la  coinci- 
denza potrà  effettuarsi  ponendo  un  vertice  qualunque  di  Q 
sopra  un  vertice  di  P.  Inoltre,  posti  che  sicno  due  vertici 
uno  sull’  altro,  la  coincidenza  dei  due  poliedri  regolari  che 
fanno  parte  di  P e di  Q e per  conseguenza  quella  delle  figure 
totali  potrà  farsi  in  tre  modi  almeno,  poiché  ai  vertici  con- 
siderati concorrono  tre  facce  almeno  dei  poliedri  regolari,  e 
possiamo  porre  una  faccia  del  primo  sopra  una  qualunque 
del  secondo.  Laonde  i due  angoli  solidi  dei  nostri  poliedri 
convessi  non  solo  sono  eguali,  ma  altresì  capaci  di  coinci- 
dere in  tre  modi  diversi,  àia  questi  angoli  solidi  sono  triedri, 
tetraedri  o pentaedri,  e in  ciascuno  di  questi  tre  casi  la  tri- 
plice coincidenza  sarebbe  impossibile  se  non  avessero  le 
facce  eguali  ed  egualmente  inclinate;  dunque  tutte  le  facce 
che  concorrono  ad  uno  stesso  vertice  dei  poliedro  convesso 
sono  sovrapponibili.  E poiché  la  coincidenza  dei  due  poliedri 
convessi  può  farsi  ponendo  un  vertice  arbitrario  dell’  uno 
sopra  un  vertice  dell’altro,  una  faccia  può  coincidere  con 
un’altra  in  modo  che  due  vertici  arbitrari!  sieno  l’uno  sul- 
l’altro. Da  ciò  risolta  che  le  facce  sono  poligoni  regolari,  e 
per  conseguenza  il  poliedro  convesso  sodisfa  alle  condizioni 
che  formano  la  definizione  del  poliedro  regolare,  e il  teorema 
è dimostrato. 

CoBOLLABio.  — Da  questo  teorema  risulta  che  per  otte- 
nere i poliedri  regolari  di  specie  superiore,  bisogna  eviden- 
temente prendere  i poliedri  regolari  convessi  e procedere 
nel  modo  seguente:  scegliere  un  vertice  sopra  uno  di  questi 
poliedri  e cercare  se  vi  sono  altri  vertici  che  riuniti  ad  esso 
possino  formare  un  poligono  regolare;  questo  poligono  é la 
sola  faccia  possibile  del  poliedro  regolare  di  specie  superiore 
avente  i medesimi  vertici  del  proposto.  Il  numero  di  poli- 
goni eguali  a cui  può  appartenere  uno  stesso  vertice  sarà  il 
numero  delie  facce  che  compongono  un  angolo  solido  del 
nuovo  poliedro. 
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Questa  osservazione  conduce  ai  seguenti  teoremi. 

Tkobbma  IV.  — / verlici  del  lelraedro  non  possono  appar- 
tenere ad  altro  solido. 

Questo  teorema  é evidente. 

Teorema  V.  — / verlici  dell’  ottaedro  non  possono  appar- 
tenere ad  altri  poliedri  regolari  (fig.  434J. 

Infatti  un  vertice  qualunque  A dell’ ottaedro  appartiene 
a due  quadrati  ABCD,  AECP,  i quali  non  possono  eviden- 
temente formare  le  facce  di  un  poliedro. 

Teorema  VI.  — 7 verlici  del  cubo  appartengono  altresì  a 
tetraedri  regolari;  ma  non  possono  formare  nuovi  poliedri  re- 
golari. (fg.  433.; 

Infatti  un  vertice  qualunque  A del  cubo  non  può  for- 
mare coi  rimanenti  che  tre  triangoli  equilateri  AHC,  AHF, 
ACF,  i quali  appartengono  ad  un  tetraedro  regolare,  la  cui 
quarta  faccia  è il  triangolo  FHC. 

Teorema  VII.  — 7 verlici  del  dodecaedro  regolare  riuniti 
tre  a tre  non  possono  formare  altri  poliedri  regolari  che  tetrae- 
dri (fig.  436.; 

Ciascun  vertice  del  dodecaedro  non  può  esser  vertice 
comune  di  più  triangoli  equilateri  che  in  due  modi  soli:  o 
unendolo  ai  vertici  appartenenti  a due  delle  facce  che  vi  si 
riuniscono,  o collegandolo  con  vertici  appartenenti  a facce 
contigue  a quelle  che  contengono  il  vertice  dato.  Nel  primo 
caso  non  si  formerà  alcun  nuovo  solido,  nel  secondo  si  ot- 
terranno due  tetraedri  regolari. 

1”.  Caso. — Le  facce  che  si  riuniscono  nel  punto  A sono 
AC,  AI,  AG;  combinando  il  vertice  A coi  vertici  K e C, 
I e G,  F e D,  appartenenti  a due  delle  facce  precedenti, 
vengono  a formarsi  tre  triangoli  equilateri  ARC,  AIG,  AFD, 
i quali  non  avendo  costola  comune  non  possono  formare  un 
angolo  poliedro. 

2®.  Caso.  — Il  vertice  A combinato  con  vertici  apparte- 
nenti a facce  contigue  ad  AC,  AI,  AG,  forma  sei  triangoli 
APL,  AMQ,  AD'M,  ALC',  x\PC',  AQD'  che  sono  equilateri 
perchè  per  andare  <la  un  vertice  ad  un  altro  si  passa  sem- 
pre per  tre  costole  consecutive  del  dodecaedro  non  situale 
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nello  slesso  piano.  1 (re  triangoli  APL,  ALC,  APC'  appar- 
tengono al  tetraedro  API.C,  il  quale  avendo  gli  angoli  piani 
eguali,  ha  aliresi  i diedri  eguali  o per  conseguenza  è rego- 
lare. Lo  stesso  vale  pel  tetraedro  formato  dagli  altri  tre 
triangoli  AMQ,  AD'M,  AQD'. 

Teorema  Vili.  — I vertici  del  dodecaedro  riuniti  cinque 
a cinque  formano  il  dodecaedro  regolare  di  quarta  specie, 
(fig.  436.) 

Ciascun  vertice  del  dodecaedro  può  formare  coi  rima- 
nenti sci  pentagoni  regolari  solamente;  tre  di  prima  specie 
e (re  di  seconda.  Cosi  il  vertice  A appartiene  a tre  penta- 
goni di  prima  specie  AKEBF,  ACNB’G,  AIE'ND;  e a tre 
pentagoni  di  seconda  specie  AE'FKB',  ANGCB',  AE’DIN. 

1 primi  tre  pentagoni  sono  regolari;  infatti  essi  hanno  evi- 
dentemente i lati  eguali;  di  più  le  (re  diagonali  AE',  AN, 
AB'  sono  eguali,  perchè  i tre  punti  E',  N,  B'  appartengono 
a un  circolo  minore  della  sfera  circoscritta  al  dodecaedro  i 
cui  due  poli  sono  l’estremitù  A ed  A'  del  diametro  AA'.  (*) 

1 tre  pentagoni  stellati  avendo  i medesimi  vertici  dei  (re 
precedenti,  sono  anch’essi  regolari. 

I pentagoni  ordinari  non  formano  angolo  solido  perchè 
non  hanno  costola  comune.  Quelli  stellali  avendo  le  costole 
comuni  formano  un  angolo  triedro;  ed  è chiaro  che  il  loro  . 
insieme  compone  il  dodecaedro  regolare  di  quarta  specie. 

Teorema  IX.  — / vertici  deli’  icosaedro  riuniti  tre  a tre 
formano  V icosaedro  di  settima  specie,  (fig.  438.J 

Ciascun  vertice  dell’icosaedro  non  può  essere  vertice 
comune  di  più  triangoli  equilateri  che  in  un  sol  modo,  cioè 
prendendo  per  Iati  le  rette  più  corte  che  si  possono  condurre 
tra  i vertici  dopo  quelle  che  formano  i Iati  dello  facce.  Cosi, 
applicando  questa  costruzione  al  vertice  A si  trovano  i cin- 


(*}  Supposto  gik  costruito  metà  del  dodecaedro,  circoscriviamo  ad  esio  la 
itera  e formiamo  sei  piramidi  aventi  tutte  per  vertice  il  centro  della  sfera  e per 
basi  le  facce  date.  E chiaro  che  prolungando  al  di  là  del  vertice  queste  piramidi , 
le  loro  intersesiuni  con  la  sfera  determineranno  le  altre  facce  del  dodecaedro.  Da 
questa  costruiiooe  segue  evidentemente  che  due  vertici  opposti  A ed  A’  sono 
1’  estremità  di  uno  stesso  diametro  della  sfera. 
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que  triangoli  AlB’,  AlC',  .\C'K,  AKG,  AGB',  che  dico  es- 
sere equilateri. 

Infatti,  consideriamo  per  esempio  il  triangolo  AlB'. 
1 punii  A e B'  sono  vertici  dei  due  triangoli  equilateri  AED, 
B'ED  che  hanno  il  lato  ED  comune.  Se  da  questi  punti  ab- 
bassiamo le  perpendicolari  sopra  ED,  esse  s’ incontreranno 
in  un  certo  punto  M e l’ angolo  AMB'  sarà  il  rettilineo  dei- 
r angolo  diedro  ED.  Parimente  se  dai  punti  B',  I condu- 
ciamo le  perpendicolari  ad  A'K,  queste  perpendicolari  s'in- 
contreranno nel  punto  N medio  di  A'K,  e l’angolo  B'Nl 
sarà  il  rettilineo  del  diedro  A'K.  Laonde  i due  triangoli 
AMB',  B'NI  saranno  eguali,  per  avere  un  angolo  eguale 
compreso  fra  due  lati  rispettivamente  eguali,  e per  conse- 
guenza AB'  = B’I.  Un  ragionamento  analogo  proverebbe  che 
B'I  = Al.  Dunque,  ec  . . . . 

Le  cinque  basi  di  questi  triangoli,  cioè  B'I,  IL',  L'K, 
KG,  GB'  formano  un  pentagono  di  seconda  specie.  Di  più  i 
medesimi  triangoli  hanno  le  costole  comuni  Al,  AC',  AK,  AG, 
AB'.  Dunque  formano  un  angolo  solido  di  seconda  specie.  È 
chiaro  che  l’ insieme  di  questi  angoli  solidi  forma  l’icosaedro 
di  settima  specie. 

Tkorkha  X.  — I vertici  dell’  icosaedro  riuniti  cinque  a 
cinque  danno  luogo  a due  nuovi  poliedri  regolari:  il  dodecaedro 
di  terza  specie,  e il  dodecaedro  stellato  di  seconda  specie. 

Ciascun  vertice  dell’icosaedro  può  formare  coi  rimanenti 
dieci  soli  pentagoni  regolari.  Cosi  il  punto  A è vertice  co- 
mune dei  cinque  pentagoni  di  prima  specie 

ADB'C'F,  ADKIB,  ABGCE,  AEB'KC,  ACIGF; 
e dei  cinque  pentagoni  di  seconda  specie 

AB'FDC',  AKBDI,  AGEBC',  AB  LEK,  AIFCG. 

Questi  pentagoni  hanno  evidentemente  i lati  eguali; 
dico  dippiù  che  hanno  altresì  gli  angoli  eguali  e che  per 
conseguenza  sono  regolari. 

Consideriamo  il  pentagono  ADB'C'F.  L' angolo  AFC'  = 
FC'B';  poiché  i triangoli  AFC',  FC'B'  sono  eguali  come  aventi 
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tre  lati  rispeUivarnente  eguali,  cioè  FC'  cornane,  AF  = C'fi', 
e AC'  = FB'.  (Quest’  ultima  eguaglianza  si  proverebbe  come 
nel  teorema  precedente.)  In  un  modo  simile  si  moslra  l’egua- 
glianza degli  altri  angoli.  Dunque  i pentagoni  di  prima  specie 
sono  regolari,  e per  conseguenza  lo  sono  altresì  quelli  di 
seconda. 

I cinque  pentagoni  ordinarli  formano  un  angolo  solido 
le  cui  costole  sono  AD,  AB,  AE,  AC,  AF;  quest’angolo 
solido  è di  seconda  specie  perchè  le  estremità  D,  B,  E,  C,  F 
appartengono  ad  un  pentagono  di  seconda  specie.  1/  insieme 
di  questi  angoli  solidi  forma  evidentemente  il  dodecaedro  di 
terza  specie. 

1 cinque  pentagoni  stellali  formano  un  angolo  solido  le 
cui  costole  sono  AC,  AG , AI,  AK,  AB';  l’ insieme  di  questi 
angoli  solidi  forma  evidentemente  il  dodecaedro  stellato  di 
seconda  specie. 

Teoukma  XI.  — Fi  sono  quattro  soli  poliedri,  di  specie 
superiore. 

Questo  teorema  è una  conseguenza  evidente  del  Corol- 
lario del  teorema  terzo  e dei  teoremi  seguenti. 

OssEBVAzioNK.  Quest’  ultimo  teorema  poteva  dedursi  im- 
mediatamente dal  secondo;  bastando  a quest’uopo  mostrare 
che  il  prolungamento  delle  facce  o delle  costole  dei  cinque 
poliedri  regolari  di  prima  specie  non  può  produrre  altri  po- 
liedri regolari  fuori  di  quelli  dovuti  a Poinsot.  E invero  è 
stata  questa  la  via  seguita  dall’Illustre  Cauchy,  quando, 
primo  fra  tutti,  dimostrò  l’ impossibilità  di  nuovi  poliedri 
regolari  il  cui  numero  di  facce  non  fosse  uno  dei  numeri 
4,  6,  8,  12,  20;  impossibililà  ch’era  stala  semplicemente 
presentila  da  Poinsot.  Ma  non  può  negarsi  che  la  dimostra- 
zione di  Cauchy,  comunque  assai  ingegnosa,  riesce  poco 
chiara  quando  non  si  abbiano  presenti  i modelli  in  rilievo 
del  dodecaedro  e dell’  icosaedro  regolare.  Da  questo  difetto 
è scevra  l’ elegante  dimostrazione  di  Bertrand  eh’  è conte- 
nuta nei  teoremi  terzo,  quarto, ....  sino  all’  undecimo;  ed 
è per  questa  ragione  che  l’abbiamo  preferita. 
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Poinsot  ha  esposte  recentemente  talune  considerazioni 
generali  sulla  teorica  dei  poliedri,  le  quali  ci  sembrano  ab- 
bastanza semplici  ed  importanti  da  non  doversi  tralasciare 
in  un  trattato  elementare  di  Geometria. 

Un  poliedro  si  può  considerare  come  una  rete  di  trian- 
goli ciascuno  dei  quali  si  unisce  al  precedente  mediante  un 
tato  comune,  e il  cui  insieme  forma  una  superfìcie  chiusa 
da  lolle  le  parti.  Questa  superfìcie  può  essere  traversala  da 
una  retta  in  più  punti.  — Ciascuno  dei  triangoli  è una  faccia 
del  poliedro;  il  lato  comune  a due  triangoli  è una  costola; 
i punti  di  concorso  di  più  costole  sono  i vertici  del  poliedro. 

Un  poliedro  si  dice  convesso  quando  ha  lutti  i suoi  an- 
' goti  diedri  minori  di  due  retti.  So  gli  angoli  diedri 
fossero  lotti  maggiori  di  due  retti,  non  per  questo  il  polie- 
dro cesserebbe  di  essere  convesso,  nel  nuovo  senso  che  attri- 
buiamo a questa  parola  ; poiché  allora  nulla  impedisce  di 
prendere  per  angoli  diedri  i supplementi  a quattro  angoli 
retti  dei  precedenti.  Talché  un  poliedro  allora  soltanto  si 
dirà  non  convesso  quando  i suoi  angoli  diedri  saranno  parte 
maggiori,  parte  minori  di  due  retti.  Questa  defìnizione  dei 
poliedri  convessi  concorda  con  quella  che  abbiamo  dato  nella 
Nola  a pag.  64  sulla  convessità  dei  poligoni. 

Chiamando  F il  numero  delle  facce  triangolari  di  un 
poliedro  e C quello  delle  costole,  è chiaro  che  si  ha  la  re- 
lazione 

3F=  2C  ....(1) 

Se  Y è il  numero  dei  vertici  del  poliedro  dato,  si  ha: 
2V  — F=  4....(2) 

Infatti,  se  dal  poliedro  dato  togliamo  un  vertice  con  le  f 
facce  triangolari  che  vi  si  riuniscono;  e nel  poligono  (piano 
o storto)  formalo  dalle  basi  di  questi  f triangoli,  conduciamo 
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da  uno  qualunque  dei  suoi  vertici,  le  f — 3 diagonali  che  io 
dividono  in  f — 2 triangoli,  avremo  per  resto  un  nuovo  po- 
liedro a facce  triangolari  che  avrà  V — 1 vertici  e F — 2 facce. 
La  differenza  fra  i numeri  2( V — 1 ) e F — 2 essendo  2 V — F, 
possiamo  dir  che  la  differenza  2 V — F è costante  pel  polie- 
dro dato  e per  tulli  quelli  che  se  ne  possono  dedurre  con  la 
costruzione  precedente.  Ma  nel  tetraedro  questa  differenza  6 
uguale  a 4,  dunque  ec. 

Dall’  uguaglianza  (1)  e (2)  si  deducono  le  altre 

C = 3V  — 6....  (3) 

V -h  F C 2 . . . . (4). 

Le  forinole  (1),  (2)  e (3)  convengono  solamente  ai  po- 
liedri a facce  triangolari,  ma  la  quarta  è vera  per  poliedri 
a facce  qualunque;  poiché  se  supponiamo  riunite  due  o più 
facce  triangolari  consecutive  in  una  sola,  il  numero  totale 
delle  facce  e quello  delle  costole  diminuisco  egualmente. 

Questa  dimostrazione  semplicissima  e affatto  generale 
del  teorema  di  Eulero,  è quella  cui  alludevamo  nella  Nola  a 
pag.  369. 

Consideriamo  adesso  dei  poliedri  di  cui  tulli  gli  angoli 
solidi  abbiano  lo  stesso  numero  c di  costole.  Siccome  cia- 
scuna costola  appartiene  a due  vertici,  avremo 

Vc=  2C  = 6V  — 12, 

da  cui 


essendo  c ^ 3. 

Da  questa  eguaglianza  e dalle  (3)  e (4)  si  deducono  va- 
rie conseguenze: 

1”.  Vi  ha  un  solo  poliedro  a facce  triangolari  che  possa 
avere  tutti  i suoi  angoli  solidi  triedri;  e questo  è il  tetraedro; 
poiché  se  facciamo  c = 3,  troveremo  V = 4 , C = 6,  F = 4. 

2”.  Ve  ne  ha  un  solo  che  possa  avere  tutti  i suoi  angoli 
tetraedri,  e questo  è V ottaedro;  poiché  fatto  c = 4,  trove- 
remo V = 6,  C = 12,  F = 8. 
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3°.  Ve  ne  ha  un  solo  che  possa  avere  tutti  i suoi  angoli 
solidi  pentaedri  ed  è l’ icosaedro;  poiché  per  c = 9,  troviamo 
V=  12,  C = 30,  F = 20. 

4“.  Non  vi  possono  essere  poliedri  che  abbiano  tutti  gli 
angoli  essaedri,  ottaedri,  ec.,  poiché  per  c = 0 si  trova  V 
uguale  all’ infinito,  e per  c>  6 si  ha  per  V un  valore  ne- 
gativo. 

Dalle  formole  (1)  e (2)  si  ricava 


C = ?F,  V=|  + 2, 


le  quali  mostrano  che  i poliedri  a facce  triangolari  non  pos- 
.sono  avere  un  numero  dispari  di  facce;  talché  questi  «poliedri 
saranno  lelraedri,  essaedri,  ottaedri,  decaedri,  dodecaedri  ec. 
Inoltre,  siccome  V punti  si  possono  riunire  due  a due 


in 


modi  differenti;  cosi  dati  Y punti  potremo  in 


generale  costruire 


V(V-l) 

2 


poliedri  diversi  che  avranno 


però  lo  stesso  numero  di  facce  e di  costole.  Talché  avremo 
un  solo  tetraedro,  dieci  essaedri,  quindici  ottaedri,  ventuno 
decaedri,  ec. 

Ciò  posto,  Poinsot  si  è proposta  la  quistione:  Cercaro 


fra  i 


V(V  — 1) 
2 


poliedri  dell’  ordine  F se  ve  ne  ha  di  quelli 


che  non  possano  esser  veduti  come  formati  dalla  riunione  di 
più  poliedri  d’ ordine  inferiore  appoggiati  sopra  facce  comuni. 
A questi  poliedri  ha  dato  il  nome  di  semplici  o primilivi. 

È chiaro  che  il  tetraedro  é semplice,  jicrchò  non  vi 
sono  poliedri  di  ordine  inferiore  a quattro. 

Dei  dieci  essaedri  possibili  non  ve  ne  ha  nessuno  primi- 
tivo. Infatti  è chiaro  che  in  qualsiasi  modo  si  riuniscano  cin- 
que punti  con  sei  triangoli  si  verrà  sempre  a formare  un 
poliedro  composto  di  duo  tetraedri  appoggiati  l’uno  sull’ altro 
per  una  faccia  comune. 

Supponiamo  di  avere  un  essaedro  ADCDEF,  ed  imma- 
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gioiamo  congionto  un  sesto  ponto  M coi  vertici  di  una  delle 
facce  triangolari  del  poliedro  dato,  verremo  così  a formare 
un  ottaedro  composto  di  un  essaedro  e di  un  tetraedro  uniti 
da  una  base  comune. 

Dunque  se  vi  è un  ottaedro  primitivo,  esso  non  può 
avere  angoli  triedri;  ma  ciascuno  dei  suoi  angoli  solidi  de- 
v’essere almeno  tetraedro.  Ora  è facile  vedere  che  tulli  gli 
angoli  debbono  essere  tetraedri;  poiché  fatta  questa  suppo- 
sizione il  numero  delle  costole  risulta  di  12  (dalla  rela- 
zione Ve  = 2C),  eh’  è il  numero  esatto  delle  costole  di  qua- 
lunque ottaedro  possibile. 

Dunque  fra  i quindici  ottaedri  possibili  ve  ne  ha  un  solo 
primitivo  che  ha  tutti  gli  angoli  tetraedri. 

Un  decaedro  primitivo,  se  è possibile,  non  può  avere 
angoli  solidi  triedri  nè  essaedri.  La  prima  proposizione  non 
ha  bisogno  di  dichiarazione;  la  seconda  è facile  ad  essere 
provala.  Sia  M un  angolo  solido  essaedro*  e ABCDEF  l’esa- 
gono formalo  dalle  sei  basi  di  questi  triangoli;  AB  dovendo 
esser  costola  comune  di  due  facce,  una  delle  quali  è MA£, 
è chiaro  che  il  vertice  della  seconda  deve  necessariamente 
coincidere  con  uno  dei  punti  C,  D,  E,  F,  altrimenti  il  nu- 
mero totale  delle  facce  del  poliedro  formato  sarebbe  naag- 
giore  di  dieci.  Supponiamo  che  coincida  con  F;  allora  nel 
decaedro  vi  sarebbe  un  tetraedro  MABF,  e per  conseguenza 
non  potrebbe  esser  semplice. 

Dunque  un  decaedro  primitivo  deve  avere  i suoi  angoli 
tetraedri  e pentaedri.  Indichiamo  con  < il  numero  dei  primi 
angoli  e con  p quello  dei  secondi;  avendo  presente  che  il  de- 
caedro ha  16  costole  e 7 vertici,  sono  evidenti  le  relazioni 

4(-t-  6p=  30, 

( -<-p=  7 

dalle  quali  sì  trae  ( = 6 , p = 2. 

Se  dunque  vi  è un  decaedro  primitivo,  esso  deve  avere 
cinque  angoli  tetraedri  e due  pentaedri.  Or  questo  solido 
esiste  realmente.  Infatti,  sieno  M,  A,  B,  C,  D,  E,  31'  i 
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selle  punii  dall;  conducianao  le  cinque  rette  MA,  MB,  MC, 
MD,  ME  e costruiamo  il  pentagono  ABCDE;  unendo  il  set- 
timo punto  M'  coi  vertici  di  questo  pentagono  avremo  for- 
mato il  decaedro  che  ha  due  angoli  pentaedri  e cinque  te- 
traedri. 

Se  dunque  ammettiamo  che,  la  specie  di  un  poliedro 
primitivo  dipenda  dalla  natura  dei  suoi  angoli  solidi,  pos- 
siamo dire  che  fra  i ventuno  decaedri  possibili  vi  ha  una 
sola  specie  di  decaedro  primitivo,  che  ha  due  angoli  pen- 
taedri e cinque  tetraedri. 

In  un  modo  analogo  si  continuerebbe  pel  dodecae- 
dro, ec.  A noi  basta  l’avere  accennale  queste  idee  che  po- 
trebbero forse  servire  di  base  ad  una  nuova,  più  semplice  c 
più  generale  teorica  dei  poliedri,  e rinviamo  coloro  che  sono 
curiosi  di  queste  dottrine  alla  Nota  dell’ Autore  pubblicata 
nel  tomo  46  dei  Comptes-Rendus  pag.  65  e seguenti. 


IVOTA  111. 

Sul  metodo  delle  proiezioni. 


1.  Conduciamo  da  un  punto  qualunque  un  fascio  di  rette 
a lotti  i punti  del  perimetro  di  una  data  figura;  l’interse- 
zione di  questo  fascio  con  una  superfìcie  piana  o curva,  de- 
termina una  seconda  figura  che  dicesi  proiezione  della  prima. 
Il  vertice  dei  fascio  vien  detto  centro  di  proiezione,  e la  su- 
perficie intersecala  superficie  di  proiezione. 

Già  a priori  si  vede  che  fra  la  figura  data  e la  sua  proie- 
zione vi  debbano  essere  delle  relazioni,  in  virtù  delle  quali 
da  note  proprietà  della  prima  si  possa  passare  facilmente  ad 
analoghe  proprietà  della  seconda.  Ed  invero  il  metodo  delle 
proiezioni  torna  in  molti  casi  di  grande  utilità,  come  quello 
che  dà  il  modo  di  trasportare  ad  una  figura  più  complicala  ta- 
lune proprietà  dimostrale  per  una  figura  più  semplice,  e par- 
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licolarmente  di  trasferire  a fìgare  sferiche  proprietà  appar- 
tenenti a figure  piane.  Per  lo  che  noi  crediamo  non  fare 
opera  inutile  pei  giovani  studiosi  riunendo  in  questa  Nota  i 
principi  elementari  di  tale  metodo,  prezioso  mezzo  d’ in- 
vestigazione , e di  cui  i geometri  moderni  hanno  fatto 
grande  uso. 

2.  Le  seguenti  proposizioni  sono  conseguenze  evidenti 
delle  definizioni  date  di  sopra. 

1”.  Due  punti  qualunque  di  una  figura  e i due  corrispon- 
denti della  proiezione  sono  veduti  dal  centro  di  proiezione 
sotto  angoli  eguali  o supplemenlarii.  Dal  che  segue  che  una 
tangente  in  qualunque  punto  di  una  curva  è proiettala  in  una 
tangente  in  un  punto  corrispondente  della  nuova  curva. 

2°.  La  proiezione  di  una  linea  retta  sopra  un  piano  è 
una  linea  retta,  a meno  che  il  centro  dì  proiezione  non  sia 
sul  prolungamento  della  retta  dala,  nel  qual  caso  la  proie- 
zione è un  punto. 

3®.  La  proiezione  di  una  linea  retta  sopra  una  super- 
ficie sferica  il  cui  centro  è centro  di  proiezione,  è un  cer- 
chio massimo. 

4®.  Le  proiezioni  di  più  linee  rette  concorrenti  in  un 
punto  sopra  una  superficie  piana  o sferica  (in  questo  secondo 
caso  il  centro  di  proiezione  essendo  il  centro  della  sfera) 
passano  per  la  proiezione  del  punto  dato. 

8®.  Se  la  figura  dala  è considerata  come  giacente  sopra 
una  superficie,  essa  sarà  la  proiezione  della  nuova  figura; 
talché  ciascuna  delle  due  figure  è la  proiezione  dell’  altra. 

Se  una  delle  superficie  è una  sfera  noi  supporremo  sem^ 
pre  che  il  suo  centro  sia  il  centro  di  proiezione,  a meno  che 
non  avvertiamo  il  contrario;  ciò  posto  possiamo  dire  che 
la  proiezione  di  un  circolo  massimo  sopra  un  piano  è una 
linea  retta. 

3.  Se  la  figura  che  si  vuol  proiettare  è un  cerchio,  le 
linee  rette  condotte  dal  centro  di  proiezione  a tulli  i punti 
della  circonferenza  del  cerchio  formano  un  cono. 

È evidente  che  un  circolo  minore  della  sfera  può  esser 
consideralo  come  la  base  di  un  cono  retto  il  cui  vertice  è al 
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ceniro  della  sfera.  È anche  evidente  che  nn  piano  tangente 
alla  sfera  nel  polo  del  circolo  minore  taglierà  il  cono  in  nn 
sccondo.cìrcolo  che  può  essere  riguardato  come  la  proiezione 
del  primo,  e anche  come  avente  il  primo  per  sua  proiezione. 

4.  Se  due  circoli  massimi  som  ad  angolo  retto  ed  un 
piano  è condotto  tangente  alla  sfera  in  un  punto  qualunque  di 
uno  di  essi,  le  proiezioni  dei  due  cerchi  su  questo  piano  sa- 
ranno anche  ad  angolo  retto. 

Sieno  PQ  e QIl  i circoli  massimi  439),  e P il  dato 
punto;  se  noi  immaginiamo  descritto  un  circolo  minore 
avente  P per  polo  e PQ  come  raggio  sferico,  questo  cer- 
chio toccherà  l’arco  QU,  poiché  PQIl  ò un  angolo  retto. 
Ora  proiettiamo  il  circolo  minore  e i circoli  massimi  sul 
piano  tangente  inP;  avremo  un  circolo;  un  raggio,  ed  una 
tangente.  Ma  il  raggio  e la  tangente  sono  ad  angolo  retto, 
cioè  le  proiezioni  dei  due  circoli  massimi  sono  perpendico- 
lari; dunque  ec. 

8.  Due  lince  rette  che  concorrono  in  uno  stesso  punto  si 
proietteranno  in  linee  parallele  quando  il  piano  di  proiezione 
è parallelo  alla  linea  retta  che  unisce  il  ceniro  di  proiezione  al 
punto  di  concorso;  perchè  il  punto  nella  figura  proiettala, 
corrispondente  al  punto  di  concorso,  essendo  all’ infinito,  le 
lìnee  proiettate  sono  parallele. 

Piò  serie  di  linee  concorrenti  rispettivamente  in  punti 
situali  sopra  una  linea  retta,  si  proietteranno  in  altrettante 
serie  di  linee  parallele,  purché  il  piano  di  proiezione  sia  pa- 
rallelo a quello  determinalo  dalla  linea  retta  suaccennata,  e 
dal  centro  di  proiezione.  Per  esempio,  qualunque  quadrila- 
tero può  essere  proiettato  in  un  parallelogrammo  prendendo 
il  piano  di  proiezione  parallelo  a quello  che  passa  pel  cen- 
tro di  proiezione  e pel  punto  di  concorso  dei  lati  opposti  del 
quadrilatero. 

Da  quel  che  precede  segue  che  tutti  i punti  all'  infinito 
in  un  dato  piano  possono  essere  considerali  come  le  proie- 
zioni di  punti  in  linea  retta,  e perciò  sì  può  diro  che  essi 
stessi  sono  in  una  linea  retta. 

6.  L’ angolo  formalo  da  due  rette  si  proietta  in  un  angolo 
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eguale,  quando  la  linea  che  unisce  il  centro  di  proiezione  al 
vertice  dell'  angolo  dato  fa  angoli  eguali  in  opposte  direzioni 
col  piano  di  proiezione  e il  piano  dell’  angolo  dato , ed  è per- 
pendicolare all’  intersezione  dei  due  piani. 

Supponiamo  prima  che  il  vertice  dell’  angolo  dato  sia  nel 
piano  di  proiezione.  Siano  O il  centro  di  proiezione  (fig.  440j, 
BAC  l’ angolo  dato,  e PB'Q  il  piano  di  proiezione.  Con  centro 
A e raggio  AO  descriviamo  una  sfera,  la  quale  sarà  tagliata 
nel  cerchio  ODD'O'  da  un  piano  condotto  pel  punto  A per- 
pendicolarmente alla  intersezione  PQ  del  piano  dell’  angolo 
dato  e del  piano  di  proiezione.  V angolo  OAD,  che  misura 
r inclinazione  della  retta  OA  sul  piano  dell’  angolo  dato,  è 
per  ipotesi  eguale  all’ angolo  O'AD'  che  misura  l’inclina- 
zione di  O'A  sul  piano  di  proiezione;  quindi  l’arco  ODrrO’D' 
e per  conseguenza  il  triangolo  BOD  é uguale  al  triangolo 
B'O'D',  perchè  sono  rettangoli  in  D e ly  rispettivamente  ed 
hanno  1’  angolo  BOD  = B'O'D';  laonde  1’  arco  BD  = B'D'. 
Nel  modo  stesso  si  proverebbe  che  1’  arco  CD  = C'D',  e per 
conseguenza  l’arco  CB=C'B'  e quindi  l’angolo  GAB  = C'AB'. 

Se  il  vertice  dell’  angolo  dato  non  si  trova  nel  piano  di 
proiezione,  conduciamo  per  esso  un  piano  parallelo  a que- 
st’ultimo;  allora  l’angolo  dato  sarà  eguale  alla  sua  proie- 
zione sol  piano  ora  condotto,  e sarà  per  conseguenza  anche 
eguale  alla  sua  proiezione  sol  piano  dato  poiché  un  angolo 
si  proietta  in  un  angolo  eguale  sopra  un  piano  parallelo. 

7.  Un  cerchio  si  proietta  sopra  un  piano  parallelo  in  un 
altro  cerchio  il  coi  centro  corrisponde  a quello  del  cerchio 
dato;  lo  che  è caso  particolare  della  proposizione  generale 
che  la  proiezione  di  una  figura  piana  qualunque  sopra  un 
piano  parallelo  è simile  alla  figura  data.  Ida  pel  cerchio  è no- 
tevole che  esso  si  può  proiettare  in  un  altro  cerchio  anche 
quando  il  piano  di  proiezione  non  è parallelo  a quello  del 
cerchio  dato. 

Infatti,  sia  MN  il  cerchio  dato  e O il  centro  di  proiezio- 
ne (/hj|.441).  Facciamo  passare  una  superfìcie  conica  per  questo 
cerchio  e pel  punto  0,  e sia  OMN  la  sezione  fatta  in  questa 
superficie  da  un  piano  condotto  perpendicolarmente  a quello 
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della  base  pel  ponto  O e pel  centro  della  base.  Prendiamo 
per  piano  di  proiezione  un  piano  PQR  perpendicolare  ad 
MON  e tale  che  rantolo  OQP  sia  eguale  all’angolo 
OMN.  La  proiezione  del  cerchio  MN  so  questo  piano  è 
la  curva  PQB , che  dico  essere  un  cerchio.  ' 

Per  un  punto  qualunque  R della  sezione  PQR  condu- 
ciamo un  piano  parallelo  a quello  della  base  MN,  che  ta- 
glierà il  cono  in  un  cerchio  M'N'  e il  piano  PQR  in  una 
retta  CR,  perpendicolare  al  piano  MON.  Le  due  rette  M'N', 
PQ  essendo  nel  piano  MON,  CR  sarà  perpendicolare  ad 
entrambe,  e poiché  M'RN'  é un  cerchio,  CR*  = M'C  X CN*. 
Ma  i due  triangoli  PCM',  QCN'  sono  equiangoli;  quindi 
M'C  X CN'  = PC  X CQ  = CR*,  e per  conseguenza  la  figura 
PQR  è un  cerchio  avente  per  diametro  PQ,  poiché  il  punto 
R è qualunque. 

La  sezione  circolare  PQ  di  un  cono  obliquo  ha  ricevuto 
il  nome  di  sezione  anlipar alida;  i piani  condotti  pel  ver- 
tice 0 parallelamente  alle  due  sezioni  circolari  sono  stali 
chiamati  da  Chasles  ptam  cidici  del  cono. 

Se  pel  cerchio  MN  e pel  punto  O facciamo  passare  una 
sfera,  è chiaro  che  il  piano  tangente  alla  sfera  nel  punto  O è 
parallelo  al  piano  di  proiezione;  quindi  possiamo  dire  che: 
Una  sfera  condona  per  la  circonferenza  della  base  circolare  di 
un  cono  e pel  suo  vertice , è langenle  al  piano  ciclico  parallelo 
al  piano  della  sezione  anliparallela. 

La  reciproca  di  questa  proposizione  è vera  e facilmente 
dimostrabile  ; cioè  : Qualunque  sfera  che  passa  pel  vertice  di 
un  cono,  e che  tocca  uno  dei  piani  ciclici,  taglia  il  cono  in  un 
cerchio  il  cui  piano  è parallelo  all’  altro  piano  ciclico. 

8.  Date  due  serie  di  linee  A,  B,  C, ; a,  b,  c, . . . . 

appartenenti  ad  una  stessa  figura  e tali  che  due  linee  corrispon- 
denti qualunque  A , a sieno  sopra  una  medesima  linea  retta  e 
che  i due  sistemi  di  rette  abbiano  le  medesime  estremità,  se  si  ha 


^ c • • • • 

ove  R è un  numero  dato , 

27 
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1°.  La  stessa  relazione  ha  luogo  per  qualunque  proie- 
zione della  figura  sopra  un  piano,  sostituendo  alle  linee  A,  B, 
C . . . . , a,  b,  c, . . . . {e  loro  rispettive  proiezioni. 

2*.  La  relazione  si  verifica  anche  per  una  proiezione  sfe- 
rica, quando  si  sostituisca  a ciascuna  linea  il  seno  dell'  arco 
nel  quale  la  linea  è proiettala. 

Per  rendere  più  chiara  la  dimostrazione  considererò  un 
caso  particolare. 

Sia  ABC  un  triangolo  ed  FED  nna  trasversale  che  in- 
contra i suoi  lati  nei  ponti  F,  E,  D {fig.AA2).  Sappiamo  che 
si  ha  (pag.  78,  leor.  VII) 


BD  . AF  . CE 
CD  . BF  . AE 


1, ..■.(!) 


la  qaale  relazione  soddisfa  alle  condizioni  volate  dall’  enun> 
ciato.  Sia  0 il  centro  di  proiezione;  conduciamo  le  rette 
OB,  OC,  OD  e la  perpendicolare  OP  sul  lato  BC;  avremo 


__  OB.ODaenBOD  OC  . OD  «cn  COD 

BD—  yp  ,CD_  ; 

da  coi 

BD  _ OB  sen  BOD 
CD“  OCsen  COD  ’ 


AI  modo  stesso  si  troverà 

AF OA  sen  AOF  C E _ OC  sen  COE 

BF  OB  sen  BOF  * AE  OAj>enAoK 

E per  conseguenza  l’espressione  (i)  si  trasforma  nel- 
l’ altra 


sen  BOD  . sen  AOF  . sen  COE  _ 
sen  COD  . sen  BOF  . sen  AUE 

Questa  relazione , senza  bisogno  di  nlleriori  schiari- 
menti, prova  la  seconda  parte  della  proposizione;  poiché  ai 
seni  degli  angoli  BOD,  AOF,  ec.,  potremo  sostituire  i seni 
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degli  archi  otfenuti  dalle  proiezioni  di  BD,  EF  ec.,  sulla  su- 
perficie sferica  che  ha  per  centro  il  centro  di  proiezione. 

. Per  provare  la  prima  parte,  supponiamo  che  sia  B'D’  la 
proiezione  di  BD  sopra  un  piano  qualunque;  e conduciamo 
OP  perpendicolare  a B'D';  avremo 

sen  BOD  = *cn  B'OD'  = , 

e 

T'TV  OP’ 

sen  COD  = sen  C'OD'  = ; 

da  coi 

sen  BOD  B'D' . OC' 
sen  COD  “ CD’ , OB'  ‘ 

Similmente  si  troverà 

sen  AOF  A'F'  . OB'  sen  COE  E'C  . OA' 
sen  BOF  “ B'F' . OA’  ’ sen  AOE  “ AE'  . OC  ' 

Talché  r espressione  (2)  diventa 

B'D'  . A'F  . C'E'  _ ^ 

CD  . B F . a'E’  “ * ’ 


lo  che  dimostra  il  teorema. 

Io  qualunque  altro  caso  si  procederebbe  in  un  modo 
analogo. 

9.  In  quel  che  precede  abbiamo  supposto  sempre  che 
se  la  superficie  di  proiezione  è una  sfera,  il  centro  di  proie- 
zione sia  il  centro  della  sfera.  Ora  noi  supporremo  che  il 
centro  di  proiezione  sia  il  polo  di  un  circolo  massimo  sol 
coi  piano  si  vuol  proiettare  una  figura  situata  sulla  sfera  ; 
questa  specie  particolare  di  proiezione  si  distingue  col  nome 
di  proiezione  slereografica. 

I principii  fondamentali  della  proiezione  stereografica 
sono  i seguenti: 

1®.  La  proiezione  slereografica  di  un  cerchio  che  non  passa 
pel  centro  di  proiezione  è un  cerchio. 


r 
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Sia  O il  centro  di  proiezione f/i3f.443);  00' il  diametro  della 
sfera  perpendicolare  al  piano  di  proiezione,  P il  polo  del 
cerchio  che  si  vuol  proiettare;  AB  e DE  le  intersezioni. ri- 
spettive del  piano  che  passa  pei  ponti  O,  P,  0'  col  piano  di 
proiezione  e col  piano  del  cerchio  da  proiettare.  Se  imma- 
giniamo un  cono  che  abbia  per  vertice  il  punto  0 e per  base 
il  cerchio  DE,  e se  osserviamo  che  il  piano  di  proiezione 
è perpendicolare  al  piano  del  triangolo  DOE  e che  l’angolo 
D’E'O  = OO'E  = ODE,  ne  segue  che  la  proiezione  del  cer- 
chio dato  è la  sezione  antiparallela  del  cono,  cioè  è un  circolo. 

Se  il  cerchio  da  proiettare  passa  pel  punto  O,  è chiaro 
che  la  sua  proiezione  sarà  una  linea  retta. 

2”.  Se  un  cono  è circoscriilo  ad  una  sfera , la  proiezione 
del  suo  vertice  è il  centro  del  cerchio  che  forma  la  proiezione 
stereografica  della  curva  circolare  di  contatto. 

La  dimostrazione  di  questo  teorema  si  riduce  a provare 
che  la  linea  D’E'  (fig.  443j  è divisa  per  metà  dalla  retta  OP 
che  unisce  il  centro  di  proiezione  O al  vertice  P'  del  cono. 
Ora,  poiché  0 è il  polo  della  tangente  OK  rispetto  al  cer- 
chio OPO’,  e P'  il  polo  di  DE  rispetto  allo  stesso  cerchio , la 
linea  OP'  è la  polare  di  K (pag.  94,  Corr.  II),  e per  conse- 
guenza DK  è tagliata  armonicamente  e le  rette  OK,  OE, 
OP,  OD  formano  un  fascio  armonico.  Laonde  D'E'  essendo  pa- 
rallela ad  OK,  ne  segue  che  essa  è divisa  per  metà  da  OP. 

3”.  Se  da  un  punto  qualunque  della  sfera  si  conducono 
due  tangenti,  V angolo  contenuto  fra  esse  è proiettato  in  un 
angolo  eguale. 

Sia  D il  ponto  dal  quale  sono  condotte  le  tangenti. Poi- 
ché il  piano  tangente  in  D è perpendicolare  a CD,  e il 
piano  di  proiezione  è perpendicolare  a CO,  l’intersezione 
di  questi  piani  è perpendicolare  al  piano  del  triangolo  DCO, 
e perciò  perpendicolare  alla  linea  OD.  Dippiù,  gli  angoli 
COD  e CDO  essendo  eguali,  i loro  complementi  sono  altresì 
eguali,  cioè  gli  angoli  fatti  dalla  linea  OD  col  piano  tangente 
e col  piano  di  proiezione  sono  eguali  e in  direzione  opposta. 
Quindi  r angolo  fallo  in  D dalle  tangenti  è uguale  all’  an- 
golo proiettato.  , 
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4°.  Le  proiezioni  di  due  cerchi  di  una  sfera  si  tagliano 
sono  un  angolo  eguale  a quello  dei  due  cerchi. 

Siano  C e C le  due  circonferenze  date;  e,  c'  le  loro 
proiezioni.  Immaginiamo  condotte  pel  centro  di  proiezione  0 
e per  ano  dei  ponti  A d’intersezione  di  questi  due  cerchi, 
dne  circonferenze  q,  c,  rispettivamente  tangenti  ai  cerchi 
C,  C nel  ponto  A.  1/ angolo  fatto  dalle  tangenti  ( e t'  a 
queste  circonferenze  nel  punto  O,  è evidentemente  eguale 
a quello  che  fanno  le  tangenti  in  A ai  cerchi  dati.  Inoltre 
il  piano  di  proiezione  è parallelo  a quello  delle  tangenti 
f e t*;  ed  è facile  vedere  che  l’angolo  sotto  il  quale  si  ta- 
gliano le  circonferenze  c,  c'  è uguale  a quello  di  queste 
rette  ; dunque  ec. 

IO.  Se  il  centro  di  proiezione  è all’ infinito,  si  ottiene 
una  specie  particolare  di  proiezione  che  ha  ricevuto  il  nome 
di  proiezione  ortografica.  Le  proiezioni  considerate  nel  testo 
appartengono  alla  proiezione  ortografica  ; e noi  non  aggiun- 
geremo altro  a quello  detto  dall'  Autore. 

I principi!  esposti  in  questa  Nota  ricevono  numerose  ap- 
plicazioni ; ma  noi  per  amore  di  brevità  e perchè  nelle  Note 
che  seguono  occorrerà  più  volle  di  giovarsene , lasciamo  ai 
giovani  la  cura  di  esercitarsi  in  queste  applicazioni. 


KOTA  riT. 

Rapporto  anarmonico 


I. 

1.  Il  segmento  compreso  fra  due  punti  a,  b può  essere 
rappresentato  con  ab  e con  ba;  nel  primo  caso  diremo  che  a 
è la  sua  origine,  nel  secondo  b. 

2.  Se  sopra  una  stessa  retta  si  considerano  più  segmenti, 
indicheremo  la  loro  direzione  riguardando  come  positivi  tutti 
quelli  che  saranno  diretti  in  un  senso  convenuto  a comin- 
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ciare  dalle  loro  origini,  e come  negativi  qoelli  diretti  in  senso 
contrario;  cioè  daremo  il  segno  + ai  primi,  e il  segno  — 
agli  altri.  Talché  se  il  segmento  compreso  tra  due  ponti  a,  b, 
si  assume  come  positivo  quando  è rappresentalo  da  ab, 
sarà  negativo  se  espresso  da  ba]  in  guisa  che  si  dirà  che 
ab= — ba. 

3.  L’angolo  formalo  da  doe  rette  A,  B poò  rappresen- 
tarsi con  (A,  B}  e con  (B,  A);  nel  primo  caso  il  lato  A sarà 
la  soa  origine,  nel  secondo  il  lato  B. 

L’angolo  (A,  B),  che  ha  per  vertice  il  ponto  O,  poò 
considerarsi  come  generato  dalla  retta  B,  la  quale  prima  in 
contatto  con  la  retta  A,  si  mova  girando  attorno  al  ver- 
tice O.  Se  nel  punto  0 si  soppone  situato  uno  spettatore  che 
guardi  il  lato  A,  preso  per  origine,  la  retta  B può  girare  da 
sinistra  a destra  o da  destra  a sinistra;  se  nel  primo  caso 
l’angolo  si  assume  come  positivo , nei  secondo  dovrà  consi- 
derarsi come  negativo. 

4.  Fra  più  punti  a,  b,  c,  d....k,  1 comunque  disposti 
sopra  una  stessa  retta,  vi  ha  sempre  la  relazione 

ab-hbc-^-cd-i-...  .-\-kl-{-laz=o, (1) 

Consideriamo  prima  tre  punti  a,  b,  c.  Se  questi  tre 
punti  si  trovano  nell’ordine  a,  b,  c,  è chiaro  che 

ac  = ab bc  ; 

ma  ac  = — co  ; dunque 

ab-i-bc ca  = o . 

La  disposizione  dei  punti  dati  deve  necessariamente  es- 
sere una  delle  tre  seguenti 

a,  b,  c 
a,  c,  b 
c,  a,  b; 

dalla  prima  si  passa  alla  seconda  mutando  b in  c e e in  b, 
e dalia  seconda  si  passa  alla  terza  cambiando  a in  c e c 
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io  a.  Ma  queste  permutazioni  di  lettere  non  inducono  al* 
cuna  mutazione  nella  relazione  proposta;  dunque  questa  re- 
lazione è dimostrata  qualunque  sia  la  posizione  rispettiva  dei 
punti  a,  b,  c. 

Adesso  proveremo  che  se  la  relazione  (1)  si  verifìca 
per  n — 1 ponti  a,  b,  c,  d, . . . . k,  sarà  pur  vera  per  n ponti. 

Per  ipotesi 

ab  -hbc  -h  cd-i-  . ..  .ik-i-ka  = o. 

Considerando  i tre  ponti  a,  k,  1,  si  ha 
ak -h  kl la  = o. 

Sommando  queste  due  eguaglianze  ed  osservando  che 
ak  = — Ica,  troveremo  la  relazione  (l). 

Ma  il  teorema  ha  luogo  per  tre  ponti,  dunque  ec. 

a.  Se  sopra  una  retta  prendiamo  due  ponti  qualunque 
a,  c,  il  loro  ponto  medio  « e un  punto  arbitrario  O,  ab- 
biamo le  identità 


Oa  = Oa  -f-  «a. 

Oc  = Oa  ac  = Oa  — aa  ; 


le  quali  una  volta  sommate,  un’altra  volta  moltiplicate  fra 
loro  danno  le  notevoli  relazioni 


Oo-t-  Oc 


= Oa , 


Oa  . Oc  = Oa*  — aa’ 


(2) 

(3) 


6.  Se  sopra  una  retta  prendiamo  due  segmenti  ac,  bd, 
i loro  rispettivi  punti  medii  a,  O,  ed  un  punto  arbitrario  m, 
abbiamo 

ma-hmc  - mb-t-md 

tmr»  #Ml  I — ■ . • 


le  quali  sottratte  l’ una  dall’  altra  danno 

^ mb-+-md  — ma  — tnc 

mO  — ma  = 
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«0  = 


ab  -t-  cd 
2 


ad-\-  cb 
2 


(4) 


osservando  che  mb  — ma  — ab  ec. 

7.  Fra  t sei  segmenti  formali  da  quattro  punti  a,  b,  c,  d, 
situati  sopra  una  linea  retta,  ha  luogo  sempre  la  relazione 

ab  . cd ae  . db  ad  . bc  = 0 (8) 


Per  nn  punto  qualunque  0 conduciamo  le  quattro  rette 
Oa,  Oh,  Oc,  Od.  Se  una  trasversale  incontra  queste  rette 
rispettivamente  nei  punti  a',  V,  c\  d',  sappiamo  che  si  hanno 
le  relazioni  (pag.  103,  teor.  ‘VII). 

ac  . 6c  _ a'd  . b'c'  ad  ^ ed  _ a'd!  , c'rf 
ab’  ' 

le  quali  si  possono  scrivere  ancora 

ac . db ^ b'd  ab  .cd  _ ^ c^ 

cb  .ad~  b'd  ' o'd'  ® cb  .ud~  b'd  ' o'd'  ‘ 


Queste  relazioni  sussistono  qualunque  sia  la  posizione 
della  trasversale,  quindi  anche  se  essa  è parallela  ad  una 
delle  rette  del  fascio,  p:  e:  ad  Od.  In  questa  ipotesi  il 

ponto  d è all*  infinito  e i rapporti  e ^ si  assumono 

eguali  all’unità:  talché  le  relazioni  precedenti  diventano 

ac  .db  _ a'c'  ab  .ed  _ h'al 
cb.ad~  Vd'  cb.ad  ~ VP ’ 

le  quali  sommate  membro  a membro  danno 

ae.db  ab  .ed  _ Va'  a'c' ^ 

cb . ad~^  cb . ad  ~ b'V  ’ 

poiché 

Va'  -t-  oV  -H  c'6'  = 0. 

Quindi  moltiplicando  tutta  l’ eguaglianza  per  cb  . ad  si 
ha  la  relazione  (8). 
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8.  Al  rapporto  anarmonico  di  quattro  rette  OA,  OB, 
OC,  OD  si  può  dare  una  forma  utile  a conoscere.  Se  questo 
fascio  è tagliato  da  una  trasversale  nei  ponti  a,  h,  c,  d, 
(fig.  444J  sappiamo  che  il  rapporto  anarmonico  delie  quattro 
rette  è rappresentato  da 

ac  . bc 
ad  • 6d‘ 

Conduciamo  pel  ponto  bona  trasversale  parallela  ad  OA, 
e sieno  d,  d!  i ponti  nei  quali  questa  trasversale  incontra 
OC,  OD  rispettivamente;  avremo  le  proporzioni 

ac  ; bc  : ; aO  : be' 
ad  : bd  ::  aO  : bd  ; 

da  coi 

ac  ^ bc bd' 

ad  ’ bd  be'  ‘ 

(Questa  eguaglianza  fornisce  una  dimostrazione  del  teo- 
rema VII  pag.  103,  più  semplice  di  quella  data  dall’ Autore.) 
Ma  si  ha 

bd'  _bd  tO  _ ««  (B»  D)  (A,  C)  ^ 
be'  bO  ‘ be'  ~ len  (A,  D)  * sen(B,  C)  ’ 

quindi 

ac  _ bc senfA,  C)  . 5en(B,  C) 

ad  ■ bd  *en(A,  D)  ‘ seti (B,  D)  ' 

Al  modo  stesso  si  dimostra  che 

ad  ^ cd  _ sen(A,  D)  , sen(C,  D) 
ab  ■ cb~~  sen  {A,  ‘ sen(C,  B)’ 

ab  , db  _ sen  ( A , B ) . sen  ( D , B ) 
oc  ' dc~  sen  (A,  C)  ’ scn(D,  C)’ 

9.  Se  i punti  a,  c dividono  armonicamente  la  retta  bd, 

sappiamo  che  ^ ^ = — l ; quindi  la  relazione 

sen  I A,  D ) , sen  (C,  D) ^ 

sen  ( A,  B)  " sen  (C,  B)  ’ 
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esprime  che  le  quattro  rette  A,  B,  C,  D formano  nn  fascio 
armonico.  Nella  medesima  ipotesi  si  ha  pare  (pag.  102) 

ac  . ^ , db_l_ 

ad  ’ bd  ^ ac  ’ de  2 ’ 

quindi 

sen  f A.  C)  , sen  f B.  C)  _ 

*en  ( A,  D)  * sen  (B,  l)) 

sen  (A,  B)  , sen  (D,  B)  _ 1 
5cn(A,  C)  ’ scn(D,  C)  ~ 2’ 

che  si  possono  anche  scrivere 

sen{Ay  C)  sen  (D,  B)  = 2 *en  (A,  D)  sen  (B,  C) 
ien(A,  C)  sen(D,  B)  = 2 *en(A,  B)  <en(D,  C). 

10.  La  relazione 

ad  .bc  ah . cd  -i-  ac . db  = 0 , 

che  ha  luogo  fra  i quattro  punti  a,  b,  c,  d,  può  scriversi 
sotto  la  forma 


^ . cd  ac  ^ de 

ab  ' cb'^'ab  ’ db~  ^ = ®‘» 

e sostituendo  pei  rapporti  anarmonici  i valori  trovati  nel  n.  8, 

sen  (A,  D)  . sen  (C,  D)  sen  f A . C ) ^ sen  fP.  C) 

sen  (A,  B)  ' sen(C,  B)  sen  (A,  B)  ’ sen  (U,  B)  ^ 

sen  ( A,  D)sen  (B,  C)H-sen{A,  B)sen  (C,  D)-Hscn(A,  C)  sen(D,  B)=0, 

che  esprime  la  relazione  che  vi  ha  tra  i seni  dei  sei  angoli 
fatti  da  quattro  rette  che  si  tagliano  in  un  punto. 

11.  I rapporti  anarmonici  ed  armonici  di  quattro  punti  o 
di  un  fascio  di  quattro  rette,  si  possono  porre  sotto  una 
nuova  forma. 

Prendiamo  sulla  retta  che  contiene  i quattro  punti  a,  6, 
c,  d un  quinto  punto  arbitrario  m ; avremo 

oc.  ^ db.cb /db.mb\  _ /cb.mb\ 

ad  ' bd~  dà  ’ cà~  \ dà  ' linà ) ' \ cà  ' ma ) ' 
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Ma  (ra  i quattro  ponti  a,  b,  d,  m si  ha  la  relazione 
ah  , dm ad  .mb-^  am  ,bd  = Oy 

da  cui 

db  ^ mb ^ ab  ^ mb 

da’  ma~  ad  ’ md’ 

Similmente  fra  i quattro  ponti  a,  h,  c,  m si  ha 


c6  , mb ^ ab  . mb 

ca  ' ma  ~ oc  ' me  ’ 


quindi 


^ ab^mb  ^ ab  ^ ad 

ac  ^ ^ ad  ’ md  mb  ’ md  ^ 

ad  ’ bd~  ^ ^ r/ib  ^ a b ^ a c ’ ' ' * ’ ^ 

ac  'me  mb  ’ Ine 


moltiplicando  numeratore  e denominatore  della  frazione  del 

ffìb 

secondo  membro  per  — r , si  ottiene  la  relazione  richiesta 
a 0 


mb  md 
ac  be  ab  ad 

ad'  bd  mb  me ' ' 

ab  ac 

Siccome  l'eguaglianza  (6)  contiene  solamente  rapporti 
nnarmonici,  sarà  vera  anche  pei  seni  degli  angoli  di  un 
fascio  di  cinque  rette.  A,  B,  G,  D,  M ; quindi  il  rapporto 
anarmonico  del  fascio  di  quattro  rette  A,  B,  C,  D si  può 
porre  sotto  la  forma 

sen  fM,  B) *en(M,  D) 

5«w(A,  C)  . sen  (B , C ) _ senfA,  B)  seni  A.  D) 

*cn(  A,  D)  ' sen(B,D)  sen  i M , b ) sen  (M,  G)  ' 

sen  (A,  B)  sen  (A,  G) 

Se  nell’espressione  (6),  supponiamo  che  il  punto  m sia 
airinflnito,  i rapporti  ^ sono  eguali  all’unità,  e si 
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A 

ac  , bc a5  ad 

ad  * 6d“  J J_ 

ab  ac 

Similmente  se  la  retta  M si  prende  perpendicolare  alla 
retta  A,  l’espressione  (8)  si  trasforma  nell’altra 

sen(A,  C)  ^ <en(B,  C)  eot(A,  B) — cnl(A,  D) 

SCI»  (A,  U)  * *cn(B,  D)  ~ eoi  {A,  B)  — coi  (A,  C)  ‘ 

poiché  sen  (M,  B)  = cos  (A , B}  ec. 

12.  Nel  casa  del  rapporto  armonico,  l’ espressioni  (7),  (8) 
diventano 


„ me  mb  md 

2 — = -iH j, 

ac  ab  ad 


^ «mfM.C)_  *<m(M,B)  scn(M,D) 
sen  (A,  C)  ~ *en  (A,  B)  sen(A,D)‘ 


. . (12j 


I segmenti  me,  mb,  md  sono  proporzionali  alle  perpen- 
dicolari condotte  dai  ponti  e,  b,  d ad  una  retta  che  passa 
per  m;  quindi  potremo  ai  primi  sostituire  le  seconde  nella 
relazione  (Ili;  e poiché  il  punto  m é arbitrario,  ne  segne  che 
indicando  con  7,  (3,  d le  perpendicolari  abbassale  dai  tre 
punti  c,  b,  d sopra  una  retta  qualunque,  si  ha 

oc  ab  ad' 


Se  nell’espressione  (12)  supponiamo  che  la  retta  M sia 
perpendicolare  alla  retta  A,  avremo 

2 cot(A,  C)  = col ( A,  B) -t-cot  (A,D)  . . . . (13) 

13.  L’espressione  ^ ^ luogo  ad  una  relazione 

che  ci  sarà  utile  in  seguilo. 


Digitized  by  Coogle 


NOTE.  417 

Se  sulla  retta  dei  punti  a,  c,  d,  b prendiamo  un  punto 
arbitrario  m,  abbiamo 

ad=  md  — ma,  ab  = mb  — ma 
cd=  md  — me,  eh  — mb  — me  ; 

quindi 

md  — mo md  — me  _ 

mb  — ma  mb  — me' 

da  cui 

(mb  -h  md)  (mo  -+-  me)  = 2ma  . me  -4-  2mb  , md  . 

Se  indichiamo  con  « il  ponto  medio  del  segmento  oc. 
e con  0 quello  del  segmento  bd , è noto  che 

ma  -4-  me  „ mb  -4-  md 
mx  = , mO  = ^ ; 

per  conseguenza 

mo  . me  -4-  mb  . md  = 2m«  . mO.  . . . * . (14) 
eh*  è la  relazione  richiesta. 

14.  Il  teorema  I pag.  87,  è una  conseguenza  di  questa 
espressione.  Infatti  se  in  essa  facciamo  coincidere  il  ponto  m 
con  0,  troveremo 

Od*  = Oo . Oa . 

Questa  eguaglianza  combinata  con  la  relazione  (3)  dà 
Oa*  = Od*  -4-  ao*, 

ovvero  (n®  6). 

(od  -t-  cft)*  = ac*  -4-  db*  ; (18) 

notevole  relazione  fra  quattro  punti  in  proporzione  armonica. 
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15.  Se  nella  stessa  relazione  (14)  il  ponto  m si  suppone 
coincidere  con  by  si  ha 

ho  . 6c  = 2b»  .bO=  ba.  .bd (16) 

Ora  hd  è la  media  armonica  delle  distanze  dei  due 
punti  0,  c dal  punto  b (pag.  86,  Nota);  ba  dicesi  la  media 
disianza  di  questi  due  punti  allo  stesso  punto  b ; dunque 
r ultima  relazione  esprime  che  : 

Il  prodoUo  delle  disianze  di  due  punii  ad  una  origine  co- 
mune, presa  sulla  slessa  rella,  è uguale  al  prodollo  della  media 
armonica  e della  media  disianza  di  quesli  due  punii  relativi 
alV  origine. 

16.  L’eguaglianza  dei  rapporti  anarraonici  di  due  si- 
stemi di  qualro  punti  a,  b,  c,  d e a',  b',  c',  d può  espri- 
mersi in  più  modi. 

1“ 

ac  ^ bc  _d  d ^ b'  c 
ad  • dd'  * Id' 

ad  ^ cd  _ a'd  , dd 
ab  ’’  cb~7F 

oh  . ^ ^ 

ac  ' dc~  dd  ' dd  ' 

2" 

ac  . be  ^ 

ad  ’Td'^dd’  dd' ~ ^ ’ 

od.cd 

ab'  cb~^  db'  ’ db'  ~ ‘ ’ 
oh  . ^ 

ac  ’ de  dd  ' b'  d~  ’ 

Quest’ ultime  si  deducono  dalle  precedenti,  giovandosi 
del  teorema  VI,  pag.  101. 
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3* 

. . m'6'  m'c'  . . m'cf 

ab  .cd  . -TT7  -i-  ac  .db  . -r~,  ad  .bc  . -rz  = 0 

o 6'  o c a (f 


(19) 


ab' . c'd'  . d'6' . — %a'<r  . bV  .^z=0—  (20); 

ab  ac  ad  ' ' 


ab  . cd  ac  . db  ad  . bc 


db'  a‘&  dei: 
a'V  . c'd  de' . (T6'  a'd' . 6'c' 


= 0 


a b 


ac 


■ -+■  ■ 


ad 


= 0 


(21) 

(22). 


La  relazione  (19)  è conseguenza  facilissima  della  se- 
gaenle 


1 

1 

m'b' 

m'd 

ab 

ad 

db' 

d d 

1 

I” 

~ m'b' 

m'd 

ab  ac  d b'  d d 

il  coi  primo  membro  esprime  il  rapporto  anarmonico  dei 
quattro  punti  a,  b,  c,  d {eqi  9),  e il  secondo  il  rapporto 
anarmonico  dei  quattro  punti  d,  b',  d,  d'  (eq:  7);  (si  è preso 
il  ponto  arbitrario  m'  sopra  la  retta  db']. 

Infatti  r espressione  precedente  può  scriversi  sotto  la 
forma 

bd  tn'b'  ^ m'd ^ m'b' ^ m'd 

ad  ’ d b'  ad'  d d ~ ac‘  d 0 ac'  dd' 


che  equivale  all’  altra 

bc  .ad  — ac  .bd  m'b'  db  m'd  bc 

ad  . ac  ' d b'  ad'  d d ac'  d d 


avendo  riguardo  alla  nota  relazione 

ab  . cd  ac  . db  -i-  ad  . bc  = 0, 

e moltiplicando  tutta  V eguaglianza  per  ad  .ac  bì  ottiene  im- 
mediatamente la  (19). 
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Se  salta  retta  ab  si  prende  on  ponto  arbitrario  m,  an 
procedimento  analogo  dà  la  (20). 

Le  (21)  e (22)  si  deducono  dalle  (19)  e (20)  supponendo 
che  i ponti  m ed  m'  siano  a distanza  inGnita. 

17.  Se  nell*  espressioni  (17)  e (18)  sostituiamo  ai  rapporti 
anarmonici  dei  punti  a,  b,  c,  de  al,  V,  c',  d i rapporti  anar- 
monici  eguali  dei  fasci  delle  rette  corrispondenti  A,  B,  G,  D 
e A',  B',  G',  D',  si  otterranno  relazioni  analoghe  che  espri- 
meranno l’eguaglianza  fra  i rapporti  anarmonici  di  due  fasci 
di  quattro  rette. 

Si  otterranno  altresì  formole  analoghe  alle  (19)  e (20), 
poiché  queste  ultime  si  possono  scrivere  in  modo  da  conte- 
nere soli  rapporti  anarmonici  ; cosi  la  (19)  può  scriversi  nel 
modo  seguente. 

/ab  . cb\  . db'\  /ac  . bc\  /mie'  ^ o'c'\  ^ ^ 

\ad  ’ cd)  Vm'd'  ‘ a'd'J  Vod  ‘ bd)  vm'd'  * dd)  ~ 


18.  Se  nell’ espressioni  (17),  (18),  (19),  (20)  sostituisco  al 
rapporto  anarmonico  dei  quattro  punti  a,  b,  c,  d quello  delle 
quattro  rette  A,  B,  G,  D otterremo  le  seguenti  relazioni 
che  esprìmeranno  l’eguaglianza  del  rapporto  anarmonico 
delle  quattro  rette  A,  B,  G,  D a quello  dei  quattro  ponti 
o',  6',  c',  d. 


sen  ( A , G ) _ sen  (B,  G ) oV  , b'c' 

sen  ( A,  U)  ' sen  ( B,  D)  ~ a'd  ’ b'd 

sen(A,  G)  . sen  (B.G)  a!b\  c'b' 
sen(A,  D)  ' sen(B,  D)  a'd  ' c'd  ~ * 


sen  (A,B).sen  (G,  D) . •+■  sen  (A,  G)  .sen(D,  B) . ^4- 


o c 


m'd 


-+■  sen  (A,  D)  .sen  (B,  G)  .-^^=  0 

. a . + av . in . 

sen(A,  B)  sen(A,G) 


a'd'  . Vd 


sen(M,  D)  _ 
' sen  (A,  D)  ~ 
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Se  nella  penultima  formola  si  suppone  che  il  ponto  m' 
sia  preso  airinOnilo,  si  ha 

xfn(  A . B1 . ffn  f C.  D)  $en  f A , C) . »en  (D,  B) 

I ■ I ■ I ^ ■ I I.  — f-  ■ ' I I I I ■■ 

u'  b*  u c' 

f A , r>) . (B.  C) 

-t TT ^ = 0. 

ad 

Queste  relazioni  servono  anche  per  esprimere  1*  egoa* 
glianza  dei  rapporti  anarmonici  di  due  fasci  di  quattro  rette 
quando  uno  di  questi  fasci  è formato  da  rette  parallele. 

II. 

19.  Si  chiama  rapporto  anarmonico  di  quattro  punti 
situati  sopra  una  circonferenza  di  cerchio  il  rapporto  anar- 
monico del  fascio  di  quadro  rette  ottenute  unendo  un  punto 
qualunque  della  circonferenza  ai  quattro  punti  dati.  È facile 
mostrare  che  questo  rapporto  anarmonico  è costante. 

Sieno  (fig.  445^  A,  B,  C,  Di  quattro  punti  dati;  pren- 
diamo sulla  circonferenza  un  quinto  ponto  O qualunque. 
La  proposizione  è evidente  per  tutte  le  posizioni  dei  punto  O 
comprese  nell’arco  AMD;  supponiamo  quindi  che  O si  trovi 
p.  e.  in  O'  fra  A e B.  É chiaro  che  gli  angoli  che  QA  fa 
con  O'D,  O'C,  O'B,  sono  rispettivamente  eguali  agli  an- 
geliche A'O,  prolungamento  di  AO,  fa  con  OD,  OC,  OB; 
quindi  il  fascio  delle  quattro  rette  OA,  OB,  OC,  OD  è 
uguale  a quello  delle  rette  O'A,  O'B,  O'C,  O'D. 

Laonde  il  rapporto  anarmonico  dei  ponti  A,  B,  C,  D 
si  potrà  esprimere  sotto  juna  di  queste  due  forme 

sen  AOD  , sen  COD 

sen  AÓB  ■ sen  COB  ’ 

1 1 ‘ 

sen  - AD  sen  - CD 

A ^ À 

sen  4 AB  sen  4 CB 

2 2 

28 
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20.  Il  rapporto  anarmonico  di  quattro  ponti  sitoati  sulla 
circonferenza  di  un  cerchio  può  esprimersi  per  mezzo  delle 
corde  che  uniscono  i punti  dati.  Questa  proposizione  si  di- 
mostra con  grande  facilità  per  mezzo  della  trigonometria, 
lofalli,  indicando  con  R il  raggio  del  cerchio,  si  ha 


laonde 


irti»  ab 

iOD  = ^,.«nAOB  = ^, 
COD  = ^,.«>COB=^,: 


Ma  sarà  bene  darne  una  dimostrazione  puramente  geo- 
metrica. 

Sieno  (lig.  446J  A,  B,  G,  D i quattro  ponti  dati  che 
uniremo  colle  rette  AB,  BC,  CD,  AG,  AD.  Prendiamo  il 
ponto  O in  modo  che  AB'  risulti  eguale  ad  AB  ; condu- 
ciamo B'E  parallela  a CD  e tiriamo  AE.  Il  quadriintero 
OAB'E  è iscrittibile  in  un  cerchio,  perchè  1’  angolo 
AOE  =:  ADC=  C'B'E  è supplementario  dell’angolo  ARE. 
Quindi  l’angolo  AB'Err  ABC;  dippiù  l’angolo  AOB"  = AEB’ 
perchè  entrambi  iscritti  nello  stesso  segmento  di  cerchio 
AOEB';  talché  l’angolo  AEB'  = ACB  e per  conseguenza  i 
due  triangoli  ABC,  AB'E  sono  eguali  e BC  = B'E.  Laonde 
si  ha 

C'D  CD  ...AD  AD 
C'B'  “ GB  ’ ® AB'  ~ AB  ’ 

si  ottiene 

^ ^ 

AB'  • C'B'  “ AB  • GB’ 

ma  il  primo  membro  rappresenta  il  rapporto  anarmonico  dei 
quattro  ponti  A,  B,  G,  D,  dunque  ec. 

Giovandosi  di  una  relazione  dimostrata  nel  n°  10,  si  vede 
che  fra  i seni  della  metà  degli  archi  formati  da  quattro  ponti 
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presi  sopra  ana  circonferenza  di  cerchio,  ha  luogo  la  se- 
guente eguaglianza: 

«en^AB.rcnjCD-t-ren^  AC.sen^DB-i-jen^ADjcn^  BC  = 0 

2 2 À À 2 2 

Se  i ponti  A,  B,  G,  D si  uniscono  a)  centro  del  cer- 
chio, si  forma  un  fascio  di  quattro  rette,  e gli  angoli  com- 
presi da  queste  rette  sono  misurate  dagli  archi  AB,  CD  ec.; 
quindi  si  ha  l'altra  notevole  relazione: 

$en  AB . »en  CD-*-»cn  AC . ten  DB  + rcn  AD  . $en  BC  = 0. 

Da  quest’  ultima  eguaglianza  si  possono  dedurre  le  for- 
molo fondamentali  della  trigonometria  rettilinea,  come  ha 
mostrato  Chaslbs  nella  sua  Geometria  superiore. 

III. 

21.  Il  rapporto  anarmonìco  di  qnattro  piani  A,  B,  C,  D 
che  passano  per  la  stessa  linea  retta  (pag.  218,  teorema  IX) 
è espresso  da 

*en (A,  D)  _ (cn (G,  D) 
sen(  A,  B)  ' «en(C,  B)  ’ 

ove  con  (A,  D)  s’intende  l’angolo  compreso  fra  i piani 
A e D ec. 

22.  Se  da  un  punto  della  superfìcie  di  una  sfera  si  condu- 
cono quattro  archi  di  circoli  massimi,  i quali  vengano  ta- 
gliali da  un  quinto  arco  di  cerchio  massimo  nei  punti  A,  B, 
C,  D (fig.  U^),  l’espressione 

«cn  AD  ^ «m  CD 
sen  AB  ' sen  GB 

sì  chiama  rapporto  anarmonico  del  fascio  sferico  formato  dai 
quattro  cerchi  massimi.  È facile  provare  che  questo  rapporto 
è costante. 

Infatti  questa  frazione  esprime  il  rapporto  anarmonico 
del  fascio  formato  dalle  rette  che  uniscono  i punti  A,  B, 
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C,  D al  centro  della  sfera,  il  quale  rapporto  è cosianle  per- 
chè uguale  ai  rapporto  anartnonico  dei  piani  dei  quattro 
cerchi  massimi  dati. 

Se  0 è il  vertice  del  fascio  sferico,  il  rapporto  anarmo- 
nico  di  questo  fascio  può  anche  essere  espresso  nel  se- 
guente modo: 

scn  AOD  , mi  COD_ 

5«n  AOB  ‘ sen  COB  ’ 

perchè  l’ angolo  formato  da  due  circoli  massimi  è uguale  a 
quello  dei  loro  piani. 

Per  rapporto  anartnonico  di  quattro  punti  A,  B,  C,  D 
di  un  cerchio  massimo,  s’ intende  il  rapporto  anarmonico  di 
un  fascio  formato  da  quattro  archi  di  cerchi  massimi  che 
passano  per  questi  ponti  e che  sono  condotti  per  un  punto 
qualunque  della  superQcie  della  sfera. 

23.  Se  i piani  dei  quattro  cerchi  massimi  formano  un 
sistema  armonico , il  fascio  che  ne  nasce  si  chiama  fascio 
sferico  armonico,  ed  è rappresentato  dalla  relazione 

sen  AOD  . sen  BOC  = sen  AOB  . sen  COD . 

Se  gli  angoli  fatti  da  due  cerchi  massimi  sono  divisi  per 
metà,  i due  cerchi  massimi  e i due  archi  bisettori  formano 
un  fascio  sferico  armonico,  (fig. 

Siano,  infatti,  OA,  OC  i due  archi  dati,  e OB,  OD  gli 
archi  bisettori;  abbiamo  sen  AOD  = sen  A'OD  = sen  DOC  e 
sen  AOB  = sen  BOC  ; e perciò 

sen  AOD  . sen  BOC  = sen  AOB . sen  COD . 

Reciprocamente,  se  tn  un  fascio  armonico  sferico  due 
archi  coniugati  sono  perpendicolari  fra  loro,  essi  divideranno 
per  metà  gli  angoli  fatti  dagli  altri  due  archi. 

Infatti  si  ha 

sen  AOD sen  COD 

sen  AOB  ~ sen  COB  ’ 
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e supponendo  T angolo  BOD  rello, 

sen  A'OD sen  COD 

cos  A'Ol)  ~ cos  COD  ’ 

ovvero 

lan  A'OD  = tan  COD  , 

o ancora 

A'OD  = COD , ovvero  AOB  = COB . 

24.  Siano  AD  (fig.  448j  un  arco  (agliaio  armonicamente 
nei  punti  A,  B,  C,  D da  un  fascio  sferico;  Ad  l’ intersezione 
del  piano  del  cerchio  massimo  AD  col  piano  (a'ngeute  la 
sfera  nel  punto  A;  0 il  centro  di  questa  sfera.  Le  rette 
O.A,  OB,  OC,  OD  formano  un  fascio  armonico;  quindi  i 
ponti  A,  b,  c,  d sono  in  proporzione  armonica,  e 

Ad  — Ac  Ac  — Ab 
Ad  ~ aT~  ’ 

ovvero,  prendendo  il  raggio  OA  della  sfera  eguale  all’  unità 

fan  AD  — tan  AC lan  AC  — tan  AB 

lan  AD  ~ lan  AB  ’ 

cioè: 

Se  un  arco  AD  é taglialo  armonicamente,  le  tangenti  di 
AB,  AC,  AD  sono  in  proporzione  armonica. 

2tS.  Siano  N il  punto  medio  dell’arco  AC,  e A'D'  l’In- 
tersezione dei  piano  tangente  alla  sfera  in  N col  piano  del- 
l’arce AD.  I punti  A',  B',  C,  D'  sono  in  proporzione  ar- 
monica e N è il  punto  medio  del  segmento  A'C;  quindi 

NC'*  = NB'  . ND’; 

ovvero 

tan  *NC  = tan  NB  . lan  ND . 

26.  Abbiasi  sulla  sfera  un  cerchio  minore.  Per  questo 
cerchio  e pel  centro  N della  sfera  facciamo  passare  una  su- 
perGcie  conica.  Per  una  generatrice  qualunque  NO  di  questa 
snperGcie  conduciamo  quattro  piani,  i quali  segneranno 
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sulla  superGcie  della  sfera  gli  archi  di  cerchi  massimi  OA, 

OB,  OC,  OD  ((i'j.  449j.  II  rapporto  enarmonico  di  questo 
fascio  sferico  si  dice  il  rapporto  anarmonico  dei  quattro  punti 
del  circolo  minore.  È facile  provare  che  questo  rapporto  è 
costante. 

Infatti  il  rapporto  anarmonico  degli  archi  OA,  OB, 

OC,  OD  è uguale  a quello  dei  quattro  piani  condotti  per 
questi  archi,  il  quale  ultimo  rapporto  è costante  perchè 
ugnale  a quello  dei  quattro  punti  ottenuti  dalla  loro  interse- 
zione colla  base  circolare  del  cono. 

II  rapporto  anarmonico  dei  quattro  ponti  del  circolo 
minore  può  esprimersi  in  funzione  dei  lati  del  quadrilatero 
sferico  di  cui  questi  quattro  punti  sono  i vertici. 

Sappiamo  dalla  Trigonometria  che  indicando  con  A, 
B,  C gli  angoli,  con  a,  b,  c i iati  di  un  triangolo  sferico, 
con  R il  raggio  sferico  del  circolo  circoscritto  a questo  trian- 
golo, si  ha 

col  R . WT»  i c 

senC~ — (') 

cos  - a.cos-  b 

Applicando  questa  formala  ai  due  triangoli  AOD,  BOC, 
otterremo  due  nuove  formole  che  moltiplicate  fra  loro  da- 
ranno 

col*R . sen  ^ AD . sen  | BC 

sen  AOD . sen  BOC  = . 

1 1 1 1 

cos  - AO . cos- DO . cos  - BO . cos  - CO 
2 « 2 ^ 

Similmente  dai  due  triangoli  AOB,  COD  si  ottiene 
cot*R  . sen-^  AB  . sen  | CD 

len  AOB.senCOD=  — j • 

cos  - AO . cos  - BO  . cos  - CO . cos  - DO 
2 2 2 2 

(*)  Tedi  trigonometrìa  di  Serret,  pag.  198  della  tradatione  italiana. 
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Dividendo  queste  due  formole  l’ una  per  l’ altra  si  trova 
finalmente 


sen  AOD . sen  BOC 
stn  AOB . sen  COD 


seni  AD  . sen  i BC 
« ^ 

sen  i AB . sen  ^ CD 

2k  À 


che  è la  relazione  cercata. 


IV. 

Per  illustrare  le  teoriche  svolte  in  questa  Nota,  daremo 
qualche  esempio;  avvertendo  che  per  brevità  il  rapporto 
anarmonico  di  un  fascio  di  quattro  rette  OA,  OB,  OC,  OD 
sarà  da  noi  rappresentato  con  0 . ABCD. 

27.  Se  due  triangoli  hanno  i loro  vertici  due  a due  sopra 
tre  rette  concorrenti  in  uno  stesso  punto,  i loro  lati  s’ incon- 
treranno due  a due  in  tre  punti  situali  tn  linea  retta. 

Sieno  (fig.  450j  ABC,  A'B'C'  i due  triangoli  i coi  vertici 
sono  due  a due  sulle  tre  rette  A.A',  BB',  CC  che  s’incon- 
trano nello  stesso  punto  O:  dico  che  le  intersezioni  P,  Q,  R 
dei  tre  lati  BC,  AC,  AB  del  primo  triangolo  coi  tre  lati 
B'C,  A'C,  A'B'  rispettivamente  del  secondo  sono  in  una 
stessa  linea  retta. 

Uniamo  il  punto  P coi  punti  A,  A',  O,  avremo  eviden- 
temente che  A . PCA.'B  = A . PC  AB';  dunque  (pag.  104,  Nota) 
i punti  P,  Q,  R sono  in  una  stessa  linea  retta. 

Reciprocamente:  Se  due  triangoli  sono  tali  che  » loro 
lati  si  tagliano  due  a due  rispettivamente  in  tre  punti  situati 
in  linea  retta,  i loro  vertici  si  trovano  sopra  tre  rette  concor- 
renti tn  uno  stesso  punto. 

1 triangoli  CQC,  BRB'  hanno  i vertici  due  a due  sopra 
tre  rette  BC,  FC,  RQ  che  concorrono  in  ano  stesso  ponto  P, 
quindi  i tre  lati  CC,  CQ,  QC  del  primo  incontreranno  rispet- 
tivamente i tre  lati  BB',  BR , RB'  del  secondo  in  tre  punti 

O,  A,  A'  situati  in  linea  retta. 

* 
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Qaesti  teoremi,  attribuiti  a Desabgcbs,  è chiaro  che 
avranno  altresì  luogo  se  i triangoli  sono  in  piani  dilTerenli. 
Infatti  affinchè  le  rette  £B',  CC  s’ incontrino  è necessario 
che  sieno  in  uno  stesso  piano;  quindi  anche  le  rette  BC  e 
B'C  dovranno  essere  in  uno  stesso  piano  e per  conseguenza 
dovranno  incontrarsi  nella  linea  d*  intersezione  dei  piani  dei 
due  triangoli.  Al  modo  stesso  si  proverebbe  che  le  rette  AB, 
A'B'  e AG,  A'C'  debbono  incontrarsi  in  ponti  situali  sulla 
medesima  linea  d’ intersezione;  dunque  ec. 

PoNCELBT  ha  dato  il  nome  di  figure  omologiche  a due 
figure  tali  che  i ponti  omologhi  siano  sopra  rette  concorrenti 
in  uno  stesso  ponto,  detto  centro  d’omologia,  e le  cui  linee 
omologhe  s’incontrino  sopra  una  stessa  retta,  chiamata  asse 
d’omologia.  Quindi  i triangoli  ABC,  A'B'C'  sono  due  figure 
omologiche,  di  coi  0 è il  centro  d’omologia  e PQR  l’asse 
d’ omologìa. 

28.  Data  una  figura  si  può  costruire  la  sua  omologica 
giovandosi  del  seguente  teorema  dovuto  a Chaslbs: 

Preso  nel  piano  d’urta  figura  un  punto  O e un  asse 
fisso  \ , se  sul  raggio  condotto  da  O a ciascun  punto  m della 
figura  si  determina  un  secondo  punto  m'  mediante  la  relazione 

Otn  _ . 

ove  X è una  costante  e p.  è il  punto  d’ intersetione  ài  Om  col* 
l’asse  X,  il  punto  m'  apparterrà  ad  una  figura  omologica 

alla  prima.  Jl  punto  O e V asse  X saranno  il  centro  e V asse 
d’ omologia  delle  due  figure. 

La  dimostrazione  di  questo  teorema  si  riduce  a provare 
che  due  rette  omologhe  delle  due  figure  s*  incontrano  sul- 
l’asse  fisso;  poiché,  in  virtù  della  fatta  costruzione,  i ponti 
omologhi  già  si  trovano  sopra  rette  concorrenti  ad  uno 
stesso  ponto. 

Siano  a ed  a*  ; m ed  m'  due  coppie  di  ponti  corrispon- 
denti; avremo 

Oo 1 Q”*  _ ■>  f*”* . 

Oa'  “ oto'  ® Om'  ~ pm'  ’ 
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da  cui 

Oa  . aa Om  . ftm 

Oa!  ■ ota'  ~ Orni  ’ ftm'  ' 

Dunque  le  due  serie  di  punti  O,  a,  a,  a!  e O,  m,  [/.,  m' 
hanno  lo  stesso  rapporto  anarmonico,  e per  conseguenza 
(pag.  103,  Nola)  le  due  rette  am,  dm!  concorrono  sul- 
]'  asse  fisso  ap.  Laonde  le  rette  omologhe  nelle  due  figure 
s’incontrano  sopra  una  medesima  retta;  ma  per  la  costru- 
zione falla  i ponti  omologhi  si  trovano  sopra  rette  concor- 
renti ad  uno  stesso  punto,  dunque  le  due  figure  sono  omo- 
logiche. 

Chaslbs  dà  alla  costante  X il  nome  di  coefficiente  di  omo- 
logia delle  due  figure. 

Se  è dato  un  ponto  a'  della  figura  che  si  vuol  costruire, 
corrispondente  ad  un  punto  a della  figura  proposta,  questa 
costante  è determinata  dalla  relazione: 

Qg , «g  _ . 

Od  • • 

29.  Nel  testo  abbiamo  considerato  le  figure  omotetiche; 
ora  è facile  vedere  che  l’ omotetia  è un  caso  particolare  del- 
r omologia,  che  corrisponde  all’ ipotesi  che  l’asse  d’omo- 
logia sia  all’ infinito.  Infatti,  facendo  questa  ipotesi  il  rap- 

U ftl 

porto  diventa  eguale  all’ unità,  e la  relazione  si  riduce  a 


Ora 


eh’ è il  rapporto  di  similitudine  delle  due  figure. 

30.  Per  le  figure  sferiche  si  verificano  teoremi  che  hanno 
molla  analogia  coi  precedenti  : ne  accennerò  due  soli. 

1®.  Se  gli  archi  di  circoli  massimi  che  uniscono  i vertici 
corrispondenti  di  due  triangoli  sferici  si  tagliano  in  uno  stesso 
punto,  i punti  di  concorso  dei  lati  opposti  sono  situati  sopra 
una  stessa  circonferenza  di  circolo  massimo. 
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2°.  Se  due  poligoni  sferici  sono  composti  di  uno  stesso  nu- 
mero di  triangoli  tali,  che  i punti  di  concorso  di  due  lati  omo- 
loghi qualunque,  presi  in  due  triangoli  corrispondenti,  sieno 
tutti  situali  sopra  una  medesima  circonferenza  di  cerchio  mas- 
simo, gli  archi  di  circoli  massimi  che  uniscono  i vertici  omo- 
loghi di  questi  due  poligoni  si  tagliano  tutti  in  uno  stesso 
punto. 

La  reciproca  del  primo  teorema  è vera;  quella  del  se- 
condo non  sempre. 

Questi  teoremi  si  ottengono  immediatamente  applicando 
i metodi  della  Nota  precedente;  tuttavia  è utile  esercizio  pei 
giovani  il  cercarne  la  dimostrazione  diretta. 

31.  Se  un  esagono  è iscritto  in  un  cerchio,  le  intersezioni 
dei  lati  opposti  sono  tre  punti  in  linea  retta,  (fig.  481j. 

Sieno  ABCDEF  l'esagono  iscritto,  e P,  Q,  R i punti 
d’ intersezione  dei  lati  opposti.  È chiaro  che  Q . CDER  = 
F . CDER  = F . CDEA  = B . CDEA  = B . CDEP  = Q . CDEP; 
quindi  i punti  P,  Q,  R sono  in  linea  retta. 

Questo  teorema  appartiene  a Pascal.  La  linea  PQR  si 
chiama  linea  di  Pascal. 

32.  Dati  n ponti  sopra  un  piano  potremo  con  essi  formare 
tanti  poligoni  di  n lati  quante  sono  le  permutazioni  di  n let- 
tere, cioè  1.  2.  3....  (n.  — 1)  n,*  questi  poligoni  però  non 
saranno  tutti  diOerenti  fra  loro.  Infatti  siccome  in  ognuno 
dei  punti  dati  concorrono  due  lati  del  poligono,  a cominciare 
da  ciascun  punto  si  potranno  formare  due  poligoni  eguali  ; 
quindi  il  numero  dei  poligoni  eguali  sarà  2n;  e per  conse- 
guenza il  numero  dei  poligoni  dilTerenti  di  n lati  che  si  pos- 
sono formare  con  n punti  è 3.  4 ....  (n.  — 1).  Con  sei  punti 
dunque  si  possono  costruire  sessanta  esagoni  differenti  ; è 
facile  provare  che  il  teorema  di  Pascal  ha  luogo  per  tutti 
questi  esagoni. 

Sieno  infatti  (Hg.  452j  ABCDEF  un  di  questi  esagoni,  e 
L,  M,  N le  intersezioni  rispettive  dei  lati  AB,  DE;  DC,  AF; 
BC,  EF.  È chiaro  che 

M . FNCE  = C . FBDE  = A . FBDE  = M . ALBE  ; 
e per  conseguenza  L,  M,  N sono  in  linea  retta. 
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Da  questo  teorema  segae  che  le  linee  di  Pascal  sono  60. 

Il  numero  totale  dei  punti  d’ intersezione  dei  lati  oppo- 
sti è 180;  ma  essi  non  sono  tutti  diversi.  Infatti,  consideria- 
mo l’intersezione  del  primo  e del  quarto  lato,  è chiaro  che 
rimanendo  immutati  questi  due  lati,  coi  6 punti  dati  potremo 
costruire  quattro  soli  poligoni  ditTerenti;  dunque  ciascun 
punto  d’ intersezione  di  due  lati  opposti  appartiene  a 4 poli- 
goni diOerenli  ; per  conseguenza  il  numero  totale  dei  punti 


d’intersezione  distinti  è 


180 


= 45. 


Dato  un  esagono  ABCDEF  una  linea  di  Pascal  la  rap- 
presenteremo con 


AB,  CD,  EF 
DE,  FA,  BC 


33.  Le  tessania  linee  di  Pascal  sono  composte  di  venti 
serie  di  tre , ciascuna  delle  quali  passa  per  un  punto. 

Sia  ABCDEF  un  esagono  ; la  linea  di  Pascal  corrispon- 
dente è 


AB,  CD,  EF 
DE,  FA,  BC 


ovvero  LMN 


Formiamo  i triangoli  PQR , P'Q'R'  che  hanno  rispettiva- 
mente per  lati  AB,  CD,  EF  ; e DE,  FA,  BC;  i lati  corri- 
spondenti di  questi  triangoli  incontrandosi  in  ponti  disposti 
in  linea  retta,  ne  segue  che  le  rette  che  uniscono  i vertici 
omologhi,  cioè  PF,  QQ',  RR',  debbono  concorrere  in  un 
ponto.  Ora  é facile  vedere  che  queste  rette  sono  le  tre  se- 
guenti linee  di  Pascal. 


AB,  ED,  CF 
DC,  FA,  BE 


BA,  DE,  FC 
EF,  CB,  AD 


CD,  FA,  EB 
EF,BC,DA  ’ 


che  appartengono  ai  tre  esagoni , ABEDCF , BADEFC , 
CDAFEB.  Dunque  le  tre  linee  di  Pascal 


AB,  ED,  CF 
DC,  FA,  BE 
EF,  CB,  AD 

s’incontrano  in  un  punto. 
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Una  dimoslrazione  analoga  potrebbe  farsi  per  le  altre 
linee.  Questo  teorema  è di  Stbinbb. 

Sulle  linee  di  Pascal  si  possono  dimostrare  molti  altri 
interessanti  teoremi,  pei  quali  noi  rinviamo  i lettori  alia 
pregevole  Nota  pubblicata  dai  Sig.  Ribeman  nel  6“  Volume 
del  Cambridge  and  Dublin  Ualhe:  Journal:  Sull’  esagono  com- 
plelo  Ucrillo  in  una  sezione  conica. 

34.  1°  Se  Ire  archi  di  circoli  massimi  condoni  dot  verliei 
di  un  triangolo  sferico,  passano  per  lo  stesso  punto,  ciascuno 
determina  sul  lato  opposto  due  segmenti  tali  che  il  prodotto  dei 
seni  di  tre  segmenti  non  consecutivi  i uguale  al  prodotto  dei 
seni  degli  altri  tre  segmenti  ; 

2°  Un  cerchio  massimo  che  taglia  i tre  lati  di  un  triangolo 
sferico,  determina  sopra  di  essi  sei  segmenti  tali,  che  il  pro- 
dotto dei  seni  di  tre  segmenti  non  contigui  è uguale  al  prodotto 
dei  seni  degli  altri  segmenti. 

Il  secondo  teorema  è stalo  già  dimostrato  (Nola  III  n°  8)  ; 
in  un  modo  analogo  si  dimostra  il  primo. 

Ciò  posto,  sieno  ABC  un  triangolo  sferico  (hg.  4K3j  e AD, 
BE,  CF  tre  archi  di  circoli  massimi  condotti  dai  vertici  e 
passanti  per  uno  stesso  ponto  0;  conduciamo  gli  archi  di  cir- 
coli massimi  ED,  EF,  FD  e siano  M,  N,  P i punti  nei  quali 
questi  archi  incontrano  rispettivamente  AB,  CB,  AC.  È chiaro 
che  vi  sono  due  ponti  &1,  due  N,  due  P.  L’arco  ME  ta- 
gliando i lati  del  triangolo  ABC  nei  ponti  E,  D,  M si  ha  pel 
teorema  2*. 

sen  AM.  sen  DB.  sen  CE  = sen  BM.  een  CD.  sen  £A  , 
e pel  teorema  1° 

sen  FA.  sen  EC.  sen  DB  = sen  FB.  sen  CD.  sen  AE  ; 
dividendo  queste  due  relazioni  l’ una  per  l’ altra 

sen  AM  _ sen  BM  _ 
sen  FA  ~ sen  FB  ’ 

da  coi 

sen  AM.  sen  FB  = sen  BM.  sen  FA  ; 
dunque  i quattro  ponti  A,  F,  fi,  M sono  in  proporzione  ar- 
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monica.  Al  modo  slesso  si  proverebbe  che  i quattro  punti  C , 
D,  B,  N e P,  G,  E,  A sono  aitresi  in  proporzione  armonica. 

Dipiù  osservando  che  C.  AFBM  =:  C.  EFDM,  ne  segue 
che  anche  l’ arco  EM  è diviso  armonicamente  ; e per  la  stessa 
ragione  EF,  FD  sono  tagliati  armonicamente.  Similoienle 
CF,  AD,  BE  sono  tagliati  armonicamente. 

Se  finalmente  prendiamo  MG,  MA,  ME  come  archi  di 
un  fascio  sferico  armonico  (i  primi  due  essendo  coniugati), 
il  quarto  arco  deve  necessariamente  passare  pei  ponti  N e P; 
cioè  i punti  M,  N,  P sono  sopra  uno  stesso  circolo  massimo. 

38.  Sia  GEOD  un  quadrilatero  sferico  completo.  In  virtù 
di  quello  che  abbiamo  dimostrato  nel  no  precedente  si  vede 
che  ciascuna  delle  tre  diagonali  ED , OG , AB  è tagliata  armo- 
nicamente dalle  altre  due  ; supponiamo  ora  che  ED,  OG  sieno 
respettivamente  eguali  a un  quadrante  ; dico  che  anche  AB 
è un  quadrante.  Infatti  poiché  EM  è tagliato  armonicamente 
abbiamo  col  EM  ■+■  col  EM'  = 2 cot  ED  = o ; quindi  EM  è il 
supplemento  di  EM' , e per  conseguenza  M'D  = MD.  Simil- 
mente si  trova  M'0=  FO.  Ora  poiché  Parco  di  cerchio  mas- 
simo AOD  taglia  i lati  del  triangolo  FM'M,  abbiamo 
seti  AM.  seti  FO.  sen  M'D  = sen  AF.  sra  M'  0.  sm  MD; 
ovvero  scn  AM  = sen  AF;  e per  conseguenza  AM  ed  AF  sono 
supplementari.  Ma  AM  essendo  tagliata  armonicamente,  dà 
2 cot  AB  = cot  AF  -+■  cot  AM  = o,  perché  due  archi  supple- 
mentari hanno  le  cotangenti  eguali  e di  segno  contrario; 
dunque  AB  é uguale  ad  un  quadrante  ; ed  abbiamo  il  teo- 
rema : 

Se  due  delle  tre  diagonali  di  un  quadrilatero  sferico  com- 
pleto sono  quadranti,  la  tersa  è altresì  un  quadrante. 


n 
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]VOTA  V. 

Involnxlone. 

1.  Dati  sei  punii  a,  a';  b,  b';  c,  c'  in  involuzione,  se 
prendiamo  due  altri  punii  d,  d'  che  formino  colle  due  prime 
coppie  a,  a'  e b,  b'  una  involuzione,  d e d'  formeranno  anche 
una  involuzione  colla  terza  coppia  e una  delle  due  prime. 

lofalU,  si  ha 

ab  ^ cb  _ a'b'  , c'b' 
ab'  ‘ cb'  ~ a'b  ' c'b’ 
c 

ab  , ^_a'b'  . d'b' 

a'b  ’ ’ 

da  cui  si  deduce 

c6  . db_  ^ 
c6'  ■ db'  ~ c'b  ' db’ 

la  quale  ultima  eguaglianza  prova  che  i quattro  punti  b,  V, 
e,  d hanno  il  loro  rapporto  anarmonico  eguale  a quello  dei 
punti  b',  b,  c',  d.  Dunque  le  tre  coppie  b,  b';  c,  c';  d,  d for- 
mano una  involuzione. 

2.  Siene  e ed  f due  punti,  ciascuno  dei  quali  forma  coi 
quattro  a,  a';  b,  b'-  una  involuzione  di  cinque  punti  in  cui 
questo  punto  e o f coincide  col  suo  coniugato.  In  virtù  del 
teorema  precedente,  questi  due  punti  hanno  la  stessa  pro- 
prietà rispetto  ai  due  sistemi  b,  b';  c,  c'.  Dunque  essi  di- 
vidono armonicamente  lutti  e tre  i segmenti  aa',  bb‘,  cc';  tal- 
ché si  ha  il  teorema  : 

Se  Ire  sistemi  di  due  punti  a,  a';  b,  b';  c,  c'  sono  tn  in- 
voluzione, vi  sono  due  punti  che  dividono  armonicamente  i tre 
segmenti  aa',  bb',  cc'. 

Questi  due  punti  sono  stati  chiamati  da  Chasles  i punti 
doppi  della  involuzione.  Tra  ciascuno  di  essi  e due  qualunque 
delle  tre  coppie  di  punti  in  involuzione,  hanno  luogo  tutte 
le  relazioni  date  a pag.  108  (Nota);  e ciascuna  di  queste  rela- 
zioni potrà  servire  per  determinare  i punti  doppi. 
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3.  / punti  doppi  e ed  t dell’  involuzione  alla  quale  appar- 
tengono le  due  coppie  di  punti  coniugali  a,  a'  e b,  b',  formano 
una  involuzione  di  sei  punti  colle  due  coppie  a,  b*  e a',  b. 

Infatti,  i due  ponti  e,  f divìdono  armonicamente  cia- 
scuno dei  due  segmenti  aa',  bb';  quindi  si  ha 

ae  _ a'e  be b'e 

zr^^r^Tf~~vr 


da  coi 

ae  . de  _ he  _ be 

àf’^f-Ff'br 

cioè  il  rapporto  anarmonico  dei  quattro  punti  a,  a',  e,  f è 
uguale  a quello  dei  quattro  ponti  b',  b,  e,  f.  Dunque  le  tre 
coppie  a,  h;  a',  b;  e,  f formano  una  involuzione. 

La  medesima  proprietà  ha  luogo  anche  pei  segmenti 
ab,  a'h;  laonde  i due  punti  e,  f appartengono,  come  punti 
coniugati,  a due  involuzioni  diOerenli,  in  ciascuna  delle 
quali  gli  altri  quattro  punti  sono  a,  a',  b,  h,  ma  accoppiati 
diflerentemente.  * 

4.  Dati  sei  punti  a,  a';  b,  b';  c,  c',  coniugati  due  a due, 
in  involuzione,  se  prendiamo  un  punto  qualunque  m sulla 
stessa  retta,  avremo  sempre,  chiamando  a,  /3,  7 t mezzi  dei 
Ire  segmenti  aa',  bb',  cc',  la  relazione 

(1)  ma  . ma' . ^y-hmb  . mh  . yx-i-mc  . me'  . «j3  = 0. 
nella  quale  si  osserva  la  regola  generale  dei  segni. 

Sieno  e,  f i punti  doppi  dell’  involuzione.  Poiché  questi 
due  punti  dividono  armonicamente  ciascuno  dei  tre  segmenti 
aa',  bb',  eh,  si  hanno  le  relazioni  (Nota  IV,  n<*  13.) 

ma  . ma'  -+■  me  . mf  = 2mx  . mO , 
mb  .mh-^me.mf—  2fn]3  . mO, 
me  .md  -{-me  .mf  — 2my  . mO , 

O essendo  il  centro  d’ involuzione. 

Moltiplicando  queste  eguaglianze  rispettivamente  per 
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Py,  ya,  e sommandole  membro  a membro,  si  ottiene 
la  (1),  avendo  riguardo  alle  identità 

/3y  -t-  ya  -t-  «p  = 0 , 
ma  . jSy  H-  mj3  . ya  my  . ap  = 0 . 

Se  i ponti  b,  b'  coincidono  col  ponto  doppio  e,  e i due 
ponti  e,  d col  secondo  ponto  doppio  la  relazione  (1)  di- 
venta 

(2)  ma . ma' . ef-\-  me* . fa.  -t-  m/*  . oe  = 0 . 

5.  Se  nella  (l)  si  suppone  che  il  ponto  m coincida  coi 
punto  a,  si  ba 

ab  . ah' . ya  -1-  ac  . oc' . a|3  = 0 ; 

da  coi 

ab  , aV a|3 

ac  .ad  ~ ay' 

Al  modo  stesso  si  dimostrerebbero  le  altre  relazioni 

bc  . be'  _ (3y  ca  . ca'  __  ya 
• ba  .ba'  * cb  . cb'  ~~  yP  * 

a'b  .a!V_ap  b'c  . Vd  _ Py  da  . da'  _ ya 
o'c  . dd  ~ ay  ’ b'a.b'al  ~ jSa  ’ db  . db'  “ yP' 

le  quali  forniscono  una  nuova  dimostrazione  delle  formole 
date  nella  Nola  a pag.  108. 

6.  Se  topra  una  retta  si  prendono  due  segmenti  aa',  bb', 
a loro  punto  centrale  O e i loro  mesxi  a,  Pf  si  ha,  per  un 
punto  qualunque  m della  retta,  la  relazione 

(3)  mo  . ma'  — mb . mb'  -h2ap  .mO  = 0 . 

Questa  egoaglianza  è on  caso  particolare  della  (l);  ma 
poò  trovarsi  direttamente. 

Sieno  e,  f i due  punti  doppi;  il  loro  punto  medio  è il 
punto  centrale  0 ; quindi  si  hanno  le  due  relazioni 

me  . mf-i-ma  . ma'  = 2ma  . mO, 
me  .mf-i-mb.  mb'  — 2mp  . mO , 
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le  quali  sottraile  l’ una  dall’ altra,  membro  a membro,  danno 
la  (3). 

L’ eguaglianza  (3)  può  servire  a costruire  il  punto  cen- 
trale di  una  involuzione  determinata  da  due  segmenti  oa',  bb'. 
Se  il  punto  m coincide  col  punto  a,  si  ha 


(^) 


ab . ab' 
aO 


2 a/3 


7.  Le  relazioni  date  a pag.  108  nella  Nota,  supposto  il 
punto  c all’ infinito  e indicando  il  suo  conjugato  c*  con  O, 
diverranno. 


ab  . ab'  _ o O ba  . bai  b 0 
a' b.a'b'  “rfU’’  b'a.b'o'  ~b^’ 


Oa . Oo’  = Ob . Ob' 


Oo  _ ab*  Oa'  _a'b  Oa_ab  Oo'  _ o'  b' 

Ob“W'’’0F“b^’W“Frf’^“bà‘ 


La  terza  eguaglianza  mostra  che  il  ponto  O è il  centro 
d’involuzione;  dunque  il  centro  di  un  sistema  di  punti  in 
involuzione  è il  conjugato  di  un  punto  a distanza  infinita. 

8.  Dal  teorema  X pag.  109  risolta  che  fra  i seni  degli 
angoli  formali  dalle  sei  rette  di  un  fascio  in  involuzione 
hanno  luogo  relazioni  analoghe  a quelle  date  nella  Nota  a 
pag.  108;  cosi 

zen  (A,  B)  zen  (A,  B')  __  zen  ( A’>  B ) zen  ( A',  B' ) 
zen  ( A , C)zen  (A,  C')  zen  (A',  C)  zen  (A',  C')* 

zen  (A , B)  zen(F,  C)zen(C',  A') = — zen  (A',  B')  zen  (B,  C')  zen(C,  A), 

ec. 

Ciascuna  di  queste  eguaglianze  dà  le  altre  e basta  per 
definire  l’ involuzione  di  sei  rette. 

Pei  fasci  in  involuzione  vi  sono  due  raggi  doppi,  i quali 
hanno  la  proprietà  di  formare  un  fascio  armonico  con  due 
raggi  coniugati  qualunque. 

0.  In  un  fascio  di  sei  rette  in  involuzione,  se  due  rette 

29 
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sono  perpendicolari  alle  loro  coniugate  rispellivamenle,  le  altre 
due  rette  coniugate  sono  altresì  ad  angolo  retto. 

Infatti,  una  trasversale  taglierà  le  sei  rette  in  sei  ponti 
a,  a',  b,  V,  c,  c'  in  involuzione,  e le  circonferenze  descritte 
sui  due  segmenti  aa',  bb'  come  diametri,  passeranno  pel  ver- 
tice del  fascio,  poiché  i due  raggi  OA,  OA'  si  suppongono 
perpendicolari,  come  pure  OB,  OB'.  Dunque  la  circonferenza 
descritta  sol  terzo  segmento  cc  passa  altresì  per  il  punto  0 
e per  conseguenza  i due  raggi  OC,  OC'  sono  rettangolari. 

Laonde  possiamo  dire  che  se  tre  angoli  retti  hanno  lo 
stesso  vertice , t loro  sei  lati  formano  un  fascio  in  involuzione. 

Osservazione.  — La  dimostrazione  precedente  suppone 
che  le  rette  date  si  trovino  disposte  nell’  ordine  seguente  : 
OA,  OB,  OC,  O.A',  OB',  OC,  la  prima  essendo  coniugala 
alla  quarta,  la  seconda  alla  quinta  e la  terza  alla  sesta.  Negli 
altri  due  casi  il  teorema  non  può  aver  luogo. 

10.  Se  gli  angoli  che  due  raggi  di  un  fascio  in  involuzione 
fanno  coi  loro  coniugati  respettivamente  hanno  la  stessa  biset- 
trice questa  retta  è altresì  la  bisettrice  dell’angolo  formato 
dagli  altri  due  raggi  coniugati. 

I due  angoli  AOA',  BOB'  hanno  la  stessa  bisettrice; 
bisogna  provare  che  l’angolo  COC  è altresì  diviso  in  due 
parti  uguali  da  questa  retta.  Infatti  questa  retta  e la  sua 
perpendicolare  dividono  armonicamente  ambedue  gli  angoli 
AOA',  BOB';  per  eonseguen'za  sono  i raggi  doppi  dell’ in- 
voluzione, c dividono  quindi  armonicamente  il  terzo  an- 
golo eoe.  Ma  sono  rettangolari,  dunque  sono  le  bisettrici  di 
quest’angolo  e del  suo  supplemento. 

Passiamo  a dare  qualche  applicazione  della  teoria  del* 
r involuzione. 

It.  Qualunque  trasversale  condotta  nel  piano  di  un  qua- 
drilatero incontra  i suoi  quattro  lati  e le  sue  due  diagonali  in 
sei  punti  che  sono  in  involuzione,  (fig.  454.J 

Sia  .^BCD  il  quadrilatero.  Una  trasversale  R incontra  i 
lati  opposti  AB,  CD  in  a e a';  gli  altri  due  lati  AD,  BC  in 
b e b';  e le  due  diagonali  AC,  BD  in  c e c'.  I sei  punti  a, 
a';b,  b';  c,  c,  coniugali  due  a due,  sono  in  involuzione. 
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Infatti,  si  ha:  A . abc'c  = A . BDc'c  = G . BDc'c  = 
C . b'a'dc  = C . a'b'cc'.  Dunque  i sei  punti  a,  a';  b,  b';  c,  d 
sono  in  involuzione. 

Se  la  trasversale  passa  pel  punto  d’intersezione  delle 
diagonali,  questo  ponto  sarà  un  punto  doppio  del  sistema 
determinato  dalle  coppie  dì  punti  a,  d;  b,  6'. 

Se  prendiamo  per  trasversale  la  retta  che  unisce  i punti 
di  concorso  dei  lati  opposti,  ciascuno  di  questi  due  punti  è 
nell’  involuzione  un  punto  doppio.  Essi  dividono  dunque  ar- 
monicamente il  segmento  compreso  tra  le  due  diagonali. 

12.  Le  sei  rette  condotte  da  uno  stesso  punto  ai  quattro 
vertici  e ai  punti  di  concorso  dei  lati  opposti  di  un  quadrila- 
tero, formano  un  fascio  in  involuzione  (fig.  ÀSS.) 

Sìa  ABCD  il  quadrilatero;  O il  punto  dal  quale  si  con- 
ducono le  sei  rette  OA , OB,  ec.  OAFB  è un  quadrilatero , 
di  cui  OF,  AB  sono  le  due  diagonali.  La  retta  incontra  i 
quattro  lati  e le  diagonali  di  questo  quadrilatero  in  sei  punti 
in  involuzione.  Dunque  le  sei  rette  OA,  OC;  OB,  OD;  OE,  OF, 
che  passano  per  questi  sei  punti,  sono  in  involuzione. 

13.  11  punto  O può  essere  aU’inGnito,  aHora  le  sei  retto 
condotte  pei  vertici  e i punti  di  concorso  dei  lati  opposti  del 
quadrilatero  sono  parallele,  ma  incontreranno  sempre  una 
stessa  retta  in  sei  punti  in  involuzione.  Dunque  : Le  proie- 
zioni dei  quattro  vertici  e dei  due  punti  di  concorso  dei  lati 
opposti  di  un  quadrilatero,  sopra  una  retta,  sono  sei  punti  in 
involuzione. 

' 14.  Supponiamo  che  il  punto  dal  quale  si  conducono  le 

rette  ai  vertici  e ai  punti  di  concorso  dei  lati  opposti  di  un 
quadrilatero  sia  uno  dei  punti  d’ intersezione  delle  due  cir- 
conferenze di  cerchio  descritte  sulle  due  diagonali  come  dia- 
metri. Le  rette  condotte  da  questo  punto  a ciascuna  coppia 
di  vertici  opposti  saranno  rettangolari;  quindi  le  altre  due 
rette  dell’  involuzione  saranno  altresì  rettangolari , e por 
conseguenza,  la  circonferenza  descritta  sulla  retta  che  uni- 
sce i punti  di  concorso  dei  lati  opposti,  come  diametro,  pas- 
serà per  gli  stessi  ponti  delle  due  altre  circonferenze.  Si  ha 
dunque  il  teorema  ; 
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Le  Ire  circonferenze  di  cerchio  che  hanno  per  diametri  le 
diagonali,  e la  retta  che  unisce  i punti  di  concorso  dei  lati 
opposti  di  un  quadrilatero,  hanno  tutte  e tre  gli  stessi  punii 
d’ intersezione. 

Dal  quale  si  deduce  l’ altro  : 

I punti  meda  delle  due  diagonali  di  un  quadrilalero  e il 
mezzo  della  retta  che  unisce  i punti  di  concorso  dei  lati  esposti 
sono  in  linea  retta. 

18.  I sei  punti  d' intersezione  di  una  trasversale  che  in- 
contra un  cerchio  e un  quadrilatero  iscritto  in  esso  sono  in  in- 
voluzione. 

Sia  (fig.  466j  OPOP'  il  quadrilatero  dato  ed  R la  trasver- 
sale che  incontra  i lati  opposti  OP',  PO’  in  a,  a';  i Iati  op- 
posti OP,  O'P'  in  c,  e';  e la  circonferenza  nei  punti  b,  V; 
i punti  a,  a';  b,  V;  c,  c*  sono  in  involuzione. 

Infatti  si  ha: 

O . abeb-  = O . VbVb'  = O’ . P6P6'  = Qf . c'ba’b'  = 0* . a'V&b; 
dunque  ec. 

Sieno  d e d'  i ponti  nei  quali  le  due  diagonali  incon- 
trano la  trasversale;  allora  tre  qualunque  delle  quattro  cop- 
pie di  ponti  a,  a';  b,  V;  c,  c’;  d,  di  sono  in  involuzione. 

Questa  proposizione  è conosciuta  sotto  il  nome  di  teo- 
rema di  Desargoes  sull’  involuzione. 

Fra  i sei  ponti  ha  luogo  la  relazione  (pag.  108,  Nota) 

bc  .bd b'c  . b'e' 

ba.ba'~  Va. bei' 

16.  Il  teorema  espresso  dall’  aliima  eguaglianza  è on 
caso  particolare  del  seguente: 

Quando  un  poligono  di  un  numero  pari  di  lati  è iscritto 
in  un  cerchio,  se  si  conduce  una  trasversale  che  incontra  i lati 
di  posto  pari  in  punti  a,  a" .... , ♦ loft  di  posto  dispari  in 
punti  fi,  fi',  fi" e la  circonferenza  nei  punti  b e b',  si 
avrà  : 

bcL  . boi  . boi' b’a  . b'a  . b’ol' 

bfi  .bfif  .bfi" ~ bfi  .bfi'.  b'fi" 


Digitized  by  Google 


NOTE. 


441 


SapponiaiDO  cbe  il  teorema  si  verifichi  per  un  poligono 
di  2n  lati,  dico  che  sarà  vero  per  uno  di  2n  + 2 lati.  Infatti 
quest’ ultimo  potrà  sempre  essere  decomposto  con  una  dia- 
gonale in  un  quadrilatero  e in  nn  poligono  di  2n  lati;  dalle 
relazioni  corrispondenti  a questi  due  poligoni  si  deduce  im> 
mediatamente  quella  generale. 

17.  Dal  teorema  di  Desargnes  si  trae  la  conseguenza  che: 

In  qualunque  quadrilatero  le  due  coppie  di  lati  opposti  e le 
due  diagonali  formano  tre  coppie  di  rette  che  danno  luogo, 
relativamente  agli  angoli  che  fanno  tra  loro,  a tutte  le  rela- 
zioni d’ involuzione  di  un  fascio  di  sei  rette. 

Infatti,  conducendo  una  trasversale  qualunque  si  otten- 
gono sei  pnnti  in  involuzione,  e le  rette  condotte  da  uno 
stesso  ponto  a questi  sei  punti  formano  un  fascio  in  involu- 
zione. Se  la  trasversale  si  allontana  all’infinito,  queste  sei 
rette  sono  parallele  ai  quattro  lati  e alle  due  diagonali  del 
quadrilatero.  Dunque  ec. 

18.  Dati  quattro  punti  in  linea  retta,  determinare  sopra 
questa  retta  un,  quinto  punto  tale,  che  il  prodotto  delle  sue 
distanze  a due  dei  quattro  punti  dati,  stia  al  prodotto  delle  sue 
distanze  agli  altri  due,  in  un  rapporto  costante. 

Sieno  a,  a! , b,  V i quattro  punti  dati,  X la  ragione  co-  ^ 
stante;  si  tratta  di  determinare  un  punto  m tale,  che  si 
abbia 

am  . a' m . 

bm  . b'm 

È chiaro  che  questa  relazione  è soddisfatta  da  due  ponti 
m ed  tn'  ; infatti  se  m è determinato,  il  ponto  m*  che  insie- 
me ad  esso  e alle  due  coppie  a,  a!  e 6,  b**  forma  una  involu- 
zione soddisfarà  all’  eguaglianza  (Nota  a pag.  108.) 

am  . a'm am'  . a' mi 

bm  .b'm  brn'  .b'm'  * 

e quindi 

am'  . a'm'  _ 
bm'  . b'm'  ~ ' 
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Ciò  posto,  sieno  (i  il  ponto  medio  del  segmento  compreso 
fra  i due  punti  m ed  m'  e a,  J3  quelli  dei  due  segmenti  aa'  , 
bb'  ; avremo  (n®  8). 

am  . g'wt «fi  _ 

bm  . b'm  ~~ 

dunque 


Questa  relazione  dà  il  punto  p ; ed  allora  la  quistione  è 
ridotta  a quest’ altra:  dati  due  segmenti  aa',  bb'  e il  meszo  [t 
di  un  terzo,  determinare  quest’  ultimo.  Un  modo  di  risolvere 
questo  problema  è il  seguente: 

Per  un  punto  g preso  arbitrariamente  si  fanno  passare 
due  circonferenze  aventi  per  corde  rispettive  i due  segmenti 
aa' , bb'  ; e per  lo  stesso  punto  9 e il  secondo  punto  d’ inter- 
sezione delle  due  circonferenze,  se  ne  farà  passare  una  terza 
avente  il  suo  centro  sulla  perpendicolare  alla  retta  aa'  con- 
dotta pel  punto  fi.  Questa  circonferenza  determinerà  sulla 
retta  aa'  i due  punti  cercali  m ed  m'.  * 

Un  altro  modo  si  deduce  dalla  relazione  (1).  Infatti  se 
indichiamo  con  n un  punto  arbitrario,  avrenao  nel  caso  attuale 
na . na' . Pfz  -H  nb . nb' . /xa  -j-  nm . nm'  . a|3  = 0 ; 
se  per  maggiore  semplicità  supponiamo  che  il  punto  n coin- 
cida con  p,  avremo 

fxm* . «|3  = fxa . fxo' . jSfx  -+-  fib . (*b^ . fwt , 

che  determina  il  segmento  firn. 

In  taluni  casi  il  problema  non  ammette  soluzioni  ; per 
una  completa  discussione  vedi  la  Geom.  sup.  di  Cbasles 
pag.  208. 

Questo  problema  celebre  è conosciuto  sotto  il  nome  di 
problema  della  sezione  determinata  di  Apollonio. 

49.  Se  sei  punti  A,  A',  B,  fi',  C,  D',  situati  sopra  uno 
stesso  circolo  massimo  e coniugati  due  a due,  sono  tali  che 
quattro  fra  essi  abbiano  il  loro  rapporto  anarmonico  eguale 
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a quello  dei  loro  coniugali,  diremo  che  i sei  punti  sono  in 
involuzione  sferica. 

Proiettando  il  circolo  massimo  sopra  un  piano  qualnn* 
que,  si  ottengono  immediatamente  teoremi  alTatto  analoghi 
a quelli  trovati  per  l’involuzione  sopra  una  retta.  Così  è fa- 
cile vedere  che  sul  circolo  massimo  vi  saranno  quattro  ponti 
doppi,  due  dei  quali  non  diametralmente  opposti  formano 
con  una  coppia  di  punti  coniugati  un  sistema  armonico. 

Il  punto  medio  dell’arco  compreso  fra  due  punti  doppi 
non  diametralmente  opposti  lo  chiameremo  centro;  è chiaro 
che  sul  cerchio  massimo  vi  sono  quattro  centri.  Per  trovare 
la  proprietà  di  questi  punti  giova  prendere  per  piano  di 
proiezione  il  piano  tangente  alla  sfera  in  uno  di  essi.  Sia  O 
questo  punto  (fig.  457J;  O sarà  il  centro  del  sistema  proiet- 
tato, ed  avremo,  indicando  con  E,  £',  i due  punti  doppi  nel 
cui  mezzo  è O,  lan  OA.  lan  OA'  = tan  *OE,  cioè  che  il 
prodotto  delle  tangenti  degli  archi  compresi  fra  il  centro  e qua- 
lunque coppia  di  punti  coniugali  è costante.  Da  ciò  segue  che 
se  OA  diventa  zero,  OA'  dev’essere  uguale  ad  un  qua- 
drante: qundi  un  centro  di  un  sistema  di  punti  in  involu- 
zione sferica  è il  coniugato  di  un  punto  alla  distanza  di  un 
quadrante. 

Se  da  un  punto  della  sfera  conduciamo  sei  archi  che 
sieno  tagliati  da  un  arco  trasversale  in  sei  punti  in  involu- 
zione, diremo  che  questi  archi  formano  un  fascio  in  involu- 
zione sferica. 

I teoremi  che  abbiamo  dati  come  applicazione  delle  teo- 
riche risguardanti  l’ involuzione  sopra  una  retta  hanno  i 
loro  analoghi  sulla  sfera,  come  i giovani  potranno  agevol- 
mente verificare. 
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Divisione  omograflea- 

1.  Ghaslbs  dice  che  due  rette  sono  divise  omograficamen- 
le,  quando  sono  divise  in  ponti  che  si  corrispondono  ano  ad 
uno  e in  tal  guisa  che  il  rapporto  anarmonico  di  quattro 
punti  qualunque  dell' una  sia  eguale  al  rapporto  anarmonico 
dei  quattro  punti  corrispondenti  dell’altra;  si  dice  ancora 
che  questi  punti  formano  due  divmonì  omografiche. 

Lo  stesso  autore  chiama  omografici  due  fasci  le  cui  rette 
si  corrispondano  una  ad  una  ed  in  tal  guisa,  che  il  rapporto 
anarmonico  di  quattro  rette  qualunque  del  primo  fascio  sia 
eguale  a quello  delle  quattro  rette  corrispondenti  del  secondo. 

2.  La  costruzione  di  due  divisioni  omografiche  si  eOettua 
facilmente.  Infatti  sieno  date  due  rette  R , R'  (fig.  458j  delle 
quali  la  prima  è divisa  nei  punti  a,  b,  c,  d uniamo  un 
punto  qualunque  O situato  nel  piano  delle  due  rette  ai  punti 
a,  b,  c,  d . . . . ; le  intersezioni  a',  b',  c',  d! . . . ..delle  rette  Oa, 
Ob,  Oc,  Od ... . con  R'  determineranno  sulla  seconda  retta  una 
divisione  omografica  alla  prima,  poiché  quattro  ponti  qualun- 
que a,  b,  c,  d,  della  retta  R hanno  il  loro  rapporto  anarmonico 
eguale  a quello  dei  quattro  punti  corrispondenti  della  retta  R'. 
Se  le  due  rette  R ed  R'  s’ incontrano,  il  loro  punto  d’ interse- 
zione O*  rappresentando  due  punti  di  divisione  omologhi 
coincidenti,  lo  diremo  ponto  comune  alle  due  divisioni. 

Se  pel  punto  0 conduciamo  due  rette  P e Q rispettiva- 
mente parallele  a R'  ed  R,  è chiaro  che  il  punto  p sarà  cor- 
rispondente al  punto  a distanza  infinita  nel  quale  P incontra 
R';  e il  ponto  q*  sarà  corrispondente  al  ponto  a distanza 
infinita  nei  quale  Q incontra  R. 

Il  ragionamento  fatto  per  costruire  due  divisioni  omo- 
grafiche, conduce  al  teorema  che: 

Dn  fascio  di  rette  che  tnconlra  due  altre  rette,  forma  so- 
pra queste  ultime  due  divisioni  omografiche. 

Avendo  presente  la  nota  a pag.  103,  risalta  evidente  la 
reciproca  di  questo  teorema,  cioè: 

Allorché  due  rette  sono  divise  omograficamente,  se  il  loro 
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punto  di  concorso,  consideralo  come  appartenente  alla  prima 
divisione,  è il  suo  omologo  nella  seconda  divisione,  le  rette  che 
uniranno  uno  ad  uno  rispettivamente  tutti  i punti  di  divisione 
omologhi,  concorrono  in  uno  stesso  punto. 

3.  Per  costruire  un  fascio  omografico  ad  un  fascio  dato, 
si  può  procedere  nel  seguente  modo.  Sieno  A,  B,  C,  D,....  le 
rette  del  fascio  dato,  O il  loro  punto  di  concorso  ffig.  459); 
prendiamo  sulla  retta  A per  esempio,  un  punto  qualunque  a 
e per  esso  conduciamo  una  traversale  R che  taglia  tulle  le 
rette  del  fascio  dato  nei  punti  b,  e,  d....;  unendo  un 
punto  qualunque  O'  ai  punti  a,b,c,  d. . . .,  le  rette  O'a,  O'b, 
Oc,  Cd, ....  formeranno  un  fascio  omografico  al  primo,  per- 
chè il  rapporto  anarmonico  di  quattro  rette  del  primo  fascio 
è eguale  a quello  delle  rette  corrispondenti  del  secondo. 

Da  ciò  segue  che  : 

Se  due  fasci  di  raggi  che  partono  da  due  punti  fissi  s' in- 
contrano due  a due  in  punti  situati  in  linea  retta,  questi  raggi 
formano  due  fasci  omografici. 

La  retta  00'  rappresentando  due  rette  omologhe  dei  due 
fasci,  le  quali  coincidono,  diremo  che  essa  è un  raggio  co- 
mune ai  due  fasci. 

La  reciproca  del  teorema  precedente  è vera,  cioè: 

Se  due  fasci  omografici  sono  disposti  in  tal  guisa  che  la 
retta  che  unisce  i loro  centri  considerala  come  appartenente  al 
primo  fascio,  sia  la  sua  omologa  nel  secondo,  le  altre  rette  del 
primo  fascio  incontreranno  respetlivamente  le  loro  omologhe  in 
punti  situali  in  linea  retta.  (Nola  a pag.  104). 

1. 

Le  divisioni  omografiche  fatte  sopra  due  rette  e l’omo- 
grafia di  due  fasci  si  possono  esprimere  in  vari  modi  che 
tornano  di  grande  utilità  nelle  applicazioni.  Per  lo  che  sti- 
miamo bene  darne  un  qualche  cenno. 

4.  Se  due  rette  R ed  R'  sono  divise  omograficamente  nei 
punti  a,  b,  c, . . . . ;a',  b',  c', . . . . ; e rem  ed  m'  sono  due  punti 

d ni 

omologhi  arbitrari  presi  sulle  due  rette  ; il  rapporto  delle 
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distanze  di  m a due  punti  fissi  a,  b dt  R sta  al  rapporto  r?— ; 

b m' 

delle  distanze  di  tu'  ai  due  punti  fissi  a',  b'  omologhi  ad  a,  h, 
in  una  ragione  costante. 

£ reciprocameate,  se  due  punti  variabili  m,  tn’  dividono 

due  rette  R ed  R'  in  segmenti  i cui  rapporti  — , stiano 

tra  loro  in  una  ragione  costante , questi  due  punti  formano 
sulle  due  rette  due  divisioni  omografiche. 

1".  Fra  i punti  a,  b,  c,  m della  retta  R,  e i corrispon- 
denti a',  b\  c',  m',  della  retta  R'  ha  luogo  la  relazione 
am  ^ ac  _ a'm'  _ o'c' 
bm  ' bc  b'm'  ‘ b'c'  ’ 

da  cui 

am a'm'  / ac  . oV  \ ^ 

bm  6'm'  \ bc  ’ b'c'  ) ’ 

ma  ^ è una  quantità  costante;  dunque  se  rappresen- 
tiamo questa  quantità  con  avremo 
am  _ a'm' 

bm~^'lM 


2°.  Sia  c,  c'  un  sistema  particolare  dei  due  punti  m,  m', 


avremo 

am  _ 

o'm' 

ac 

bm  ~ 

^ b'm' 

’ 6c 

da  coi 

am 

oc 

a'm! 

bm  ' bc  b'm!  ' b'c'  ’ 


la  quale  relazione  mostra  che  i punti  m ed  m'  formano  due 
divisioni  omografiche. 

t>.  L’ espressione  (1)  può  scriversi 


a'm'  bm  f a'd  \ 
‘Tc  ( • 6V  ) * 


Se  supponiamo  che  il  ponto  b della  retta  R sia  preso 

\)tìt 

air infinito,  il  rapporto  ^ ò uguale  all’  unità,  e si  ha 
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Se  ora  aapponiamo  che  il  punto  a'  della  retta  R'  sìa 

€L*fìi' 

preso  all’ioGnito,  il  rapporto  -7-;  sarà  eguale  all’ unità  e si 

d>  c 

avrà: 


am  = 


ac . b'c' 
b'm' 


X 

b'm' 


Il  punto  a è un  punto  della  retta  R che  corrisponde  al- 
l’ infinito  di  R',  e 6'  è il  punto  di  R'  che  corrisponde  all’  in- 
finito di  R;  indichiamo  questi  due  punti  respettivamente 
con  PeQ';  l’espressione  precedente  dà 

X = Pfrt  . Q'm’ ....  (3  . 

Laonde,  quando  due  rette  sono  divise  omograficamente , se 
prendiamo  sopra  ciascuna  il  punto  che  corrisponde  all’  infinito 
dell’altra,  il  prodotto  delle  distanze  di  due  punti  omologhi 
qualunque  ai  due  punti  cosi  determinati,  è costante. 

Reciprocamente  : Se,  a cominciare  da  due  punti  fissi  P 
e Q'  sopra  due  rette  R ed  R',  prendiamo  due  punti  m ed  to', 
tali  che  il  prodotto  delle  loro  distanze  a P e Q’  rispettiva- 
mente, sia  costante,  questi  due  punti  divideranno  le  due  rette 
omograficamente. 

Sieno,  infatti,  a ed  a' due  posizioni  corrispondenti  dei 
due  punti  m ed  m' , avremo 

Pm  . Q'm'  = X,  Pa  . Q'rf  = X; 

da  cui 

Pm  _ , Q'm' 

Pà~  * * QV  • 

Se  tt  e 1/  sono  i punti  situati  all’  infinito  sulle  due 
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rette,  -^e  sararino  egaali  airanità;  e quindi  T espres- 
sione precedente  si  potrà  scrivere 

Pm  ^ um  _ v'tn' , Q'm' 

Tà  ■ ua  o'o'  ’ Q'a' 


Questa  relazione  mostra  che  se  i ponti  P,  u,  a e i loro 
corrispondenti  Q’,  u',  a' sono  Assi,  gli  altri  due  ponti  m 
ed  m'  dividono  omograficamente  le  due  rette. 

6.  Abbiamo  veduto  (Nota  IV,  n<*  6)  che  l’ eguaglianza  dei 
rapporti  anarmonici  di  due  sistemi  di  quattro  ponti  a,  b,  e, 
m e a',  b',  c',  vi  può  rappresentarsi  ancora  con  la  relazione 


he  b'a! 

ma  — e -7-;Sono 
ac  co! 

e f4  avremo 


am , M 
bm  ' bc 


cm  , co^ 

¥m''Fà~ 


quantità  costanti;  quindi  indicandole  con  > 


am 


^ 919  ... 


b’m! 


Laonde  se  prendiamo  sopra  una  retta  due  punti  fìssi  a,  b 
e sopra  un’altra  retta  due  punti  fìssi  c',  b',  dei  quali  il  primo 
è arbitrario,  ma  il  secondo  è l’omologo  del  punto  b della 
prima  retta,  la  relazione  (4)  esprimerà  la  divisione  omogra- 
fica delle  due  rette. 

7.  L’espressione 

b_e  . oc_  e'm' , «'o'  _ 
bm‘  am  b'm'  ’ b'a!  ’ 

supponendo  il  ponto  a all’  infinito  diventa 

be  c'm'  c'a! 

i I./  '<  • u~ì  — 4 * 

bm  bm  ba 


la  quale  può  scriversi 


bm  b'm'  ’ c'm'  ’ 
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Se  io  qaesl'  oUinia  supponiamo  una  volla  6',  un’  altra  volta  c' 
air infinito,  avremo  nel  primo  caso 


be  c'm' 

bm  e'a'  ~ * ’ 

e nel  secondo 

be  ba'  _ 

bm  b'm'  ~ 


M 


Indicando  con  X e p due  costanti  che  in  generale  variano 
passando  da  una  relazione  all’altra,  l’ espressioni  precedenti 
diventano 


8.  Quest’  ultima  conduce  ad  una  interessante  proprietà 
di  due  divisioni  omografiche,  cioè  che  possiamo  sempre 
prendere,  a cominciare  da  un  punto  dato  a della  prima  divi- 
sione, due  segmenti  a m,  aM  che  sieno  rispettivamente  eguali 
ai  loro  omologhi  a'm' , a'M'  nella  seconda  divisione,  ma  uno 
collo  Messo  segno,  e V altro  con  segno  contrario. 

Infatti  abbiamo 

am  a'm'  ’ aM  a'M' 

Se  vogliamo  che  am  sia  eguale  ad  a'm'  e dello  stesso  segno, 
e che  aM  sia  eguale  e di  segno  contrario  ad  a'M',  i punti 
m ed  M saranno  determinati  dalle  relazioni 

am  = XM-ft,aM  = X — f*. 

La  proprietà  che  abbiamo  dimostrata  di  due  divisioni 
omografiche,  conduce  ad  una  notevole  conseguenza. 
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9.  Chìsles  dice  che  due  divisioni  omografiche  a,  b,  e, 
d . . . a!  t b' , c' , d' . . . . falle  sopra  una  medesima  rella  sono 
in  involuzione,  quando  un  punlo  c'  della  seconda  consideralo 
come  apparlenenle  alla  prima,  abbia  per  suo  omologo  nella 
seconda  c. 

Premessa  qucsla  definizione,  dimoslreremo  che  : 

Due  rette  divise  omograficamente  possono  sempre  esser  poste 
V una  sull’ altra  in  modo  che  le  due  divisioni  siano  in  involuzione. 

Abbiansi  due  relle  divise  omograiìcamenle  e in  esse  duo 
punii  omologhi  a ed  a';  prendiamo  dne  allri  punii  omolo- 
ghi b,  b'  lali  che  i segmenli  ab  e a'b'  sieno  eguali.  Poniamo  • 
poi  la  seconda  rella  sulla  prima  in  modo  che  il  punlo  b'  coin- 
cida con  a e a!  con  b.  11  punlo  a consideralo  come  apparle- 
nenle alla  prima  divisione,  avrà  per  omologo  nella  seconda 
il  punlo  a',  e consideralo  come  apparlenenle  alla  seconda 
divisione  avrà  per  omologo  nella  prima  Io  slesso  punlo  a'. 

Sia  e un  nuovo  punlo  della  prima  divisione  e c'  il  suo 
omologo  nella  seconda,  dico  che  la  proprielà  di  cui  godono 
i punii  a ed  a',  ha  luogo  anche  pei  punii  c e c'. 

Infalli,  i quallro  punii  a,  a',  b,  c della  prima  divisione 
avendo  per  corrispondenli  nella  seconda  i punii  a',  a,  b',  c', 
i rapporli  anarmonici  di  quesle  due  serie  di  quallro  punii 
sono  eguali,  e per  conseguenza  le  Ire  coppie  di  punii  a,  a!  ; 
b,  V ; c,  d sono  in  involuzione.  Dunque  (pag.  106,  leor.  Vili) 
le  due  serie  di  quallro  punii  a,  b,  c,  d e a',  b' , d,  c |ianno 
i loro  rapporli  anarmonici  eguali  ; e per  conseguenza  se  il 
punlo  c si  considera  come  apparlenenle  alla  seconda  divi- 
sione, esso  ha  per  omologo  nella  prima  il  punlo  d. 

Lo  slesso  polrebbe  dimoslrarsi  per  gli  allri  punii;  dun- 
que ec. 

10.  Lo  divisioni  omografiche  in  involuzione  si  possono 
coslruire  agevolmcnle. 

Infalli,  sappiamo  che  date  due  coppie  di  punii  a,  a';  b, 
b'  se  ne  possono  Irovare  infinile  altre  c,  d ; d,d'  ; . tali 
che  ciascuna  sia  in  involuzione  con  a,  a\  e b,  b'.  Ora  io  dico 
che:  Le  due  serie  di  punti  a,  b,  c,  d . . . . e a',  b',  c',  d' . . . ., 
formano  due  divisioni  omografiche  in  involuzione. 
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Infatti  è noto  che  se  indichiamo  con  0 il  punto  cen- 
trale dell’involuzione,  si  ha  (pag.  103) 

' Oa  . Oa'  = Oc  . Oc'  = coilanle  ; 

dunque  (n°  S)  i due  punti  c e c'  formano  due  divisioni  omo- 
graCche.  Ma  la  relazione  precedente  sussiste  quando  si  cambia 
c in  c'  e c'  in  c;  per  conseguenza  se  il  punto  c'  è considerato 
come  appartenente  alla  prima  divisione,  il  suo  omologo  nella 
seconda  divisione  è il  punto  c. 

11.  Se  pei  punti  di  due  divisioni  omograQche  in  involu- 
zione conduciamo  delle  rette  concorrenti  ad  uno  stesso 
ponto,  avremo  ciò  che  Cuaslbs  chiama  /asci  omografici  in 
involutione.  Essi  godono  della  proprietà  che  una  retta,  consi- 
derata successivamente  come  raggio  dei  due  fasci,  ha,  nei 
due  casi,  Io  stesso  raggio  coniugato. 


II. 


12.  L’ omografìa  di  due  fasci  si  può  esprimere  con  rela- 
zioni analoghe  a quelle  che  abbiamo  date  per. rappresentare 
r omografìa  di  due  divisioni. 

Cosi  se  A,  B,  C,  M sono  quattro  raggi  del  primo  fascio 
e A',  B',  C,  M’  i corrispondenti  del  secondo,  si  ha 

srn  (A,  M),  sen  (A,  C)  _ scn  (A',  M') , seti  (A',  C) 

»en  (B,  Al)  ■ sen  (B,  C)  “ sen  (B‘,  M ) ' sen  (B',  C')’ 


da  cui 


sen(A.M)  .sen(A',M')  ... 

sen  (B,  M)  " sen  (B', 


essendo  > = 


«cn  (A , C)  . sen  (A' , C) 
sen  (B,  C)  ’ sen  (B',  C')  ' 


Due  rette  M ed  M'  che  passano  per  due  punti  fìssi  e sod- 
disfano alla  condizione  (A)  producono  due  fasci  omografici. 
Se  le  rette  fìsse  A e B;  A'  e B sono  perpendicolari  fra 
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, «cn(A,M)  *m(A'M'),.  . , ... 

loro,  . rapporli  e d..ool.oo  nopolliya. 

mente  tan  (A,  M)  e km  (A',  M'),  talché  si  avrà 
(an  (A,  M)  = > km  (A',  M'). . . ,(B). 

Per  fare  aso  di  questa  relazione  bisogna  convenire  del 
senso  nel  quale  si  contano  gli  angoli  positivi  intorno  ai  due 
centri  0,  O'. 

Se  le  rette  del  secondo  fascio  sono  parallele  fra  loro , si 
taglierà  questo  fascio  con  una  trasversale  qualunque  che  rin- 
contra nei  ponti  a',  b',  c',  m'....e  nella  formala  (A)  si  so- 
stituiranno ai  seni  degli  angoli  relativi  a queste  rette  i seg- 
menti che  essi  determinano  sulla  trasversale;  allora,  avendo 
riguardo  a ciò  che  abbiam  detto  nel  n.  4 , avremo 

*en(A,M)  . o'm'  »en(A,M)  - *en(A,M)  i 
seti  ( B,  M)  ~ ò’IS'’  »en  ( B,  M ) ~ ® (B , M)~Fm'  ’ 

le  quali  relazioni  servono  ad  esprimere  1*  omografìa  di  due 
fasci  quando  uno  di  questi  ha  le  sue  rette  parallele. 

13.  Due  fasci  sono  omografici  se  gli  angoli  dell’  uno  sono 
eguali  rispellivamenle  a quelli  degli  altri;  poiché  in  questo 
caso  é evidente  che  il  rapporto  anarmonico  di  quattro  raggi 
del  primo  fascio  é uguale  a quello  dei  quattro  raggi  omologhi 
del  secondo. 

In  questo  caso  quindi  Tomografìa  si  esprimerà  con  la 
relazione 

angolo  (A,  M)=  db  angolo  (A',  M') . . . . (C) 

I due  fasci  possono  presentare  due  casi  differenti,  rela- 
tivamente al  senso  nel  quale  rotano  i loro  raggi  rispettivi.  Se 
i raggi  rotano  nello  stesso  senso,  i due  fasci,  che  supponiamo 
abbiano  lo  stesso  centro,  possono  farsi  coincidere  con  una 
semplice  rotazione  di  uno  di  essi.  E se  i raggi  rotano  in 
senso  contrario,  si  ha  sempre  due  raggi  di  cui  ciascuno, 
considerato  come  appartenente  al  primo  fascio,  è esso  stesso 
il  suo  omologo  nel  secondo  fascio:  questi  due  raggi  sono  ret- 
tangolari, e i due  fasci  sono  posti  simmetricamente  da  una 


Digitized  by  Google 


NOTE.  453 

parte  e dall’  altra  di  ciascuno  di  essi.  Nel  primo  caso  Chasles 
chiama  i due  fasci  simili;  nel  secondo  simmetrici. 

ii.  È nolo  che  l’e^uai^lianza  dei  rapporti  anarmonici  di 
due  fasci  di  rette,  può  anche  esprimersi  colla  relazione 

«'’n  (A,  M)_  *en(  \ , C)  *en(C',  M'). «fn  (C',  A') 

sen  (B,  M )’  scn  (B,  t.)  (B',  M')‘  sen  (B',  A')  ’ 


dalia  quale  si  deduce 


srnf.A.M)  sen 

sen  ( B,  M ) ^ sen  (B' , M'  ) 


..(DJ 


. sen(B,C|  sen{B',A') 
ove  A = • — ; ■ e fi  = — , 

sen(A,C)  sen(A,L) 


Quindi  date  due  rette  fìsse  A,  B,  due  altre  rette  fisse 
C,  B'  e due  costanti  X e fi,  la  relazione  (D)  esprime  che  le 
due  rette  M,  M'  formano  due  fasci  omografici.  In  questi  due 
fasci  le  rette  B,  B'  sono  due  raggi  corrispondenti,  ma  i raggi 
A,  C non  si  corrispondono  e sono  presi  arbitrariamente. 

Se  gli  angoli  (A,  B)  e (C,  B'J  sono  retti,  si  ha 


« ancora 


tan(B,  M)“^ 


tan  (B'.M'J 


(EJ 


\ fan  (A,  M)  -t-  fi  tan  (C,  M'J  = i . . . . (F). 

Facendo  uso  di  quest’ ultima  relazione,  bisogna  avvertire 
che  quando  i due  fasci  sono  dati,  A e G'  non  sono  due  rette 
qualunque;  giacché  le  perpendicolari  B e B'  a queste  due 
rette  rispettivamente,  debbono  essere  raggi  corrispondenti 
dei  due  fasci. 

Itf.  Dall’ espressione  rE)  si  deduce  la  seguente  proprietà 
di  due  fasci  omografici:  Dato  un  raggio  del  primo  fascio,  si  pos- 
sono sempre  determinare  due  altri  raggi  facienli  con  quello  dalo 
due  angoli  eguali  rispettivamente  ai  loro  omologhi  nel  secondo 
fascio,  ma  uno  collo  stesso  segno  l'altro  con  segno  contrario 
Questi  due  angoli  sono  determinati  dalla  relazione, 

80 
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(an(B,  M)  = X±fi. 

16.  Se  finalmente  il  secondo  fascio  lia  il  suo  centro  all’  in- 
finito, l’omografia  dei  due  fasci  si  esprimerà  con  nna  delle 
seguenti  relazioni 

sfìi  ( A . M ) _ c'm' 

^sen 


sen  I M ) 
sen  ( B , M ) 


H-  [JL.  c'm!  = 


1, 


^(A^M)  _ 

sen  ( B , M ) b'  m' 


III. 


Passiamo  adesso  a dimostrare  talnne  proprietà  geome- 
triche di  due  rette  divise  omograficamente  e di  due  fasci 
omografici. 

17.  Allorché  dite  relle  sono  divise  omografiramrnle  nei 

punii  a,  b,  c . . ..  c a',  b',  c' che  si  corrispondono  uno  ad 

«no  rispriiivamenle ; se  prendiamo  sopra  una  reità  a a',  che 
unisce  due  punii  corrispondenti,  due  punti  fissi,  P,  P',  le  rette 
Pb,  Pc,  . . . . incontreranno  rispettivamente  le  rette  P’b', 
Po', ....  nei  punti  p,  y che  saranno  in  linea  retta. 

Infatti  queste  rette  formano  due  fasci  omografici , per- 
chè quattro  raggi  del  primo  fascio  hanno  il  loro  rapporto 
anarmonico  eguale  a quello  dei  quattro  raggi  corrispondenti 
del  secondo.  Ma  due  raggi  corrispondenti  Pa  e P'a'  coinci- 
dono in  direzione:  dunque  gli  altri  raggi  del  primo  fascio  in- 
contrano rispettivamente  i raggi  corrispondeoti  del  secondo 
in  punti  situali  in  linea  retta  (n°  3). 

18.  Doli  due  fasci  omografici,  se  pel  punto  d‘  inlersezione 
di  due  raggi  omologhi  si  conducono  due  rette  trasversali  fisse 
che  incontrano  rispcUivamenle  t due  fasci  in  due  serie  di  punti, 
le  rette  che  utUranno  i punti  d’ incontro  della  prima  trasver- 
sale ai  punti  d’ incontro  della  seconda,  uno  od  uno  rispettiva- 
mente,  concorrono  in  uno  stesso  punto. 
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Giacché  questi  ponti  formano  due  divisioni  omografiche 
nelle  quali  il  punto  d’ incontro  delle  due  trasversali  rappre- 
senta due  ponti  omologhi. 

19.  Se  due  rette  sono  divise  omograficamente  nei  punti 
a,  b,  c,  d,  . . . . e a',  b',  c',  d', che  si  corrispondono 
uno  a uno  rispettivamente,  due  rette  come  ab'  e ba'  che  vanno 
da  due  punti  qualunque  delta  prima  ai  due  punti  corrispon- 
denti della  seconda,  presi  inversamente,  s’incontrano  sempre 
sopra  una  stessa  retta,  (fig.  460.j 

Nel  punto  d'intersezione  delle  due  rette  R ed  R'  por- 
remo due  lettere  A e R':  la  lettera  A apparterrà  alla  prima 
retta,  e la  lettera  B'  alla  seconda.  Sia  A'  sopra  R'  il  ponto 
corrispondente  al  punto  A di  R,  e B sopra  R il  punto  cor- 
rispondente al  ponto  B*  della  seconda.  Dimostreremo  che  il 
ponto  d’ intersezione  di  due  rette  come  a’b  e b'a  si  trova 
sulla  retta  fissa  A'B. 

Infatti,  i due  fasci  aal,  ab',  aA',  aB'  e a'a,  a'b,  a! A,  a'B 
sono  omografici  ; ma  due  raggi  omologhi  aa'  a'a,  sono  sopra 
ona  stessa  retta;  dunque  gli  altri  tre  raggi  del  primo  fascio 
incontrano,  uno  ad  uno  rispettivamente,  gli  altri  tre  raggi 
del  secondo  fascio  in  tre  punti  situati  in  linea  retta.  Laonde 
il  punto  m è situato  sulla  retta  fissa  A'B. 

20.  Se  sopra  due  linee  rette  si  prendono  due  serie  di  tre 
punti  qualunque  a,  b,  c e a',  b',  c'  che  si  corrispondano  uno 
ad  uno,  i tre  punti  d’intersezione  delle  diagonali  ab'  e a'b, 
ac'  e a'c , be'  e b'c  sono  in  linea  retta. 

Questo  teorema  è un  corollario  evidente  del  precedente, 
osservando  in  questo  ultimo  che  i Ire  punti  a',  6*,  d,  che 
corrispondono  uno  ad  uno  ai  tre  a,  h,  e possono  essere  presi 
arbitrariamente. 

La  figura  ab'  c a'  b & rappresenta  on  esagono  iscritto 
' alle  due  rette  R,  R'  ; quindi  si  ha  il  teorema  : i tre  punti  di 
concorso  dei  lati  opposti  di  un  esagono  iscritto  a due  rette  sono 
in  linea  retta. 

21.  Se  i ponti  di  divisione  a,  b,  c,.. a',  b',  d, 
sulle  due  rette  R,  R'  (fig.  46iJ  sono  determinati  da  trasver- 
sali che  partono  da  uno  stesso  punto  O,  è evidente  che  la 
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rella  tnn,  iuogo  dei  punii  d’incontro  delle  diasonali  dei 
quadrilateri  aa'b'b,  bb'c'e,  ec.,  passa  pel  punto  di  concorso 
delle  due  relle. 

É chiaro  pure  che  i punti  a,  ....  sono  i coniugati 
armonici  del  ponto  O sui  segmenti  aa',  bb', ....  (pag.  90 
Cor.  II). 

22.  Dati  due  falci  omografici,  se  prendiamo  nel  primo 
due  raggi  qualunque.  A,  B,  e nel  secondo,  i due  raggi  omo- 
loghi A',  B',  la  rella  che  unirà  il  punto  d’ intersezione  dei  due 
raggi  non  omologhi  A,  B'  al  punto  d’ intersezione  degli  altri 
due  B,  A'  passerà  sempre  per  uno  stesso  punto  (isso.  (fig.  462._) 

Sia  X il  punto  d’intersezione  dei  due  raggi  A,  B',  e y 
il  punto  d’intersezione  dei  due  B,  A';  dico  che  la  retta  xy 
passa  sempre  per  uno  stesso  punto.  Prendiamo  il  raggio 
OA  che  nel  primo  fascio  corrisponde  alla  rella  O'O  del  se- 
condo fascio,  e il  raggio  O’fì  che  corrisponde  nel  secondo 
fascio  alla  retta  00'  del  primo.  Il  punto  di  concorso  n di 
queste  due  rette  è il  punto  fisso  pel  quale  passa  la  retta  xy. 

Infatti,  i quattro  raggi  del  primo  fascio  OA,  OB, 
00',  Oh  hanno  il  loro  rapporto  anarmonico  eguale  a quello 
dei  loro  omologhi  O'A',  O'B',  O'H,  O'O.  Tagliamo  i quattro 
primi  coi  raggio  O'A'  e gli  altri  quattro  col  raggio  OA;  si 
avranno  due  serie  di  quattro  punti  a,  y,  O',  u,  e a,  x,  u',  O, 
i cui  rapporti  anarmonici  saranno  eguali.  Ma  in  queste  due 
serie  il  punto  a è comune;  dunque  le  tre  rette  xy,  O'u',  u 0 
che  uniscono  gli  altri  tre  punti  della  prima  serie  ai  loro 
omologhi  della  seconda,  concorrono  in  uno  stesso  punto. 
Dunque  ec. 

23.  Se  tre  angoli  A , B , C sottendono  una  stessa  corda  00', 
le  tre  corde  mm',  nn',  pp',  che  essi  sottendono  due  a due,  con- 
corrono in  uno  stesso  punto,  (fig.  463.) 

Questo  teorema  è un  corollario  evidente  del  precedente, 
osservando  che  nei  due  fasci,  tre  rette  del  secondo  possono 
essere  prese  arbitrariamente  per  corrispondere  a tre  rette 
del  primo. 
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IV. 


La  teoria  delle  divisioni  omof^ra fiche  e dei  fasci  omosra* 
fici,  dovala  all*  eminente  geometra  Chaslrs,  è una  delle  più 
feconde  della  Geometria  moderna  ; ma  la  sua  piena  impor- 
tanza non  può  essere  valutata  che  procedendo  nello  studio 
della  scienza.  Tuttavia  gioverà  mostrarne  fin  d’ ora  qualche 
applicazione. 

24.  Una  retta  che  si  muove  mantenendosi  sempre  tangente 
ad  un  cerchio,  incontra  due  tangenti  fisse  in  due  punti  che 
formano  due  divisioni  omografiche,  (fìg.  464  ) 

Sieno  A ed  A'  le  due  tangenti  Gsse,  am  la  tangente  mo- 
bile. L’  angolo  aCa'  è supplemento  dell’  angolo  AmA';  ma 
gli  angoli  AmA'  sono  tulli  uguali  o supplemenlarii  l’uno  al- 
l’altro, dunque  lo  stesso  avverrà  degli  angoli  aCa';  talché  le 
due  rette  Ca,  Ca'  formano  due  fasci  omografici  e per  conse- 
guenza i due  punti  a ed  a'  formano  due  divisioni  omografiche. 

Da  questo  teorema  si  deduce  che  : / quattro  punti  d' in- 
tersezione di  una  tangente  mobile  con  quattro  tangenti  fisse 
hanno  il  loro  rapporto  anarmonico  costante.  A questa  quantità 
costante  Chaslrs  ha  dato  il  nome  di  rapporto  anarmonico  delle 
quattro  tangenti  fisse, 

25.  Il  rapporto  anarmonico  di  quattro  tangenti  a un  cer- 
chio è eguale  a quello  dei  quattro  punti  di  contatto.  (Gg.  465.) 

Sieno  A,  B,  G,  D le  quattro  tangenti,  a,  b,  c,  d i ri- 
spettivi punti  di  contatto,  a',  b',  c',d'i  punti  nei  quali  le  tan- 
genti date  incontrano  rispettivamente  una  quinta  tangente  M. 
Uniamo  il  centro  O ai  punti  a',  b',  c\  d'  e il  punto  mai 
punti  o,  6,  e,  d I due  fasci  ma,  mb,  me,  md  e Oa',  Ob',  Oc', 
Od' sono  omografici,  dunque  il  rapporto  anarmonico  dei  quat- 
tro punti  a',  b',  c',  d',  eh’ è quello  delle  quattro  tangenti,  è 
uguale  al  rapporto  anarmonico  dei  punti  dì  contatto  a,  b,  c,  d. 

26.  Il  prodotto  delle  distanze  di  una  tangente  mobile  a due 
vertici  opposti  di  un  quadrilatero  circoscritto  al  cerchio  sta  al 
prodotto  delle  sue  distanze  agli  altri  due  vertici , m un  rap- 
porto costante,  (fig.  466.) 
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Sia  ahb'a!  il  quadrilatero  circoscritto  e mm'  la  tangente 
mobile  che  incontra  i suoi  lati  opposti  ab,  a'b'  in  wi,  m'. 
Poiché  questi  due  punti  formano  due  divisioni  omogratiche, 
si  ha 

two  _ . wt'a' 
mb  m'6' ’ 

Ma  il  rapporto  ~ è uguale  al  rapporto  ^ delle  distanze  dei 

punti  a,  6 dalla  tangente  mobile,  e^éegualeal  rapporto^ 

delle  distanze  della  stessa  tangente  ai  ponti  a'  e V;  dunque 

ad  . Ve' . 

bc  . o d'  “ ' 

Al  valore  di  > possiamo  dare  un’  altra  forma. 

In  virtù  di  quello  che  abbiamo  veduto  nel  n°.  24,  si  ha 
sen  aCm  = seti  a'Cm’  e sen  mCb  = sen  m'Cb'.  Dippiù  i trian- 
goli aCm,  mCb  stanno  fra  loro  come  le  basi,  e per  conse- 
guenza (Serret,  Trig.  pag.  133) 

ma Co  . «n  »iCa 

• mb  Lb  . sen  mCb  ' 

Similmente 

m'a' Ca'.*«»in'Co'_ 

m'b'  Cb'  .sen  m'Lb'^ 

laonde 

Co  , Co'  Co  . Cb' 

“ Cft  * C6' ~ Co'.Cò’ 

cioè  : 

La  quanlilà  coslanle  X è uguale  al  prodoUo  delle  disianze 
del  centro  del  cerchio  ai  due  primi  verlici  opposti  del  qucaJri- 
latero,  diviso  pel  prodotto  delle  distanze  dello  stesso  centro  agli 
altri  due  vertici. 

27. 11  teorema  precedente  è un  caso  particolare  del  se- 
guente: 

Dato  un  poligono  di  un  numero  pari  di  lati  circoscriUo  ad 
un  cerchio,  se  conduciamo  una  tangente  qualunque,  il  prodotto 
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delle  sue  disianze  ai  vertici  di  posto  pari  starà  al  prodotto 
delle  sue  distanze  ai  vertici  di  posto  dispari^  in  un  rapporto 
costante,  eguale  al  prodotto  delle  distanze  dei  vertici  di  posto 
pari  dal  centro  del  cerchio,  diviso  pel  prodotto  delle  distanze  dei 
vertici  di  posto  dispari  dallo  stesso  centro. 

Supponiamo  che  questo  teorema  abbia  luogo  per  un  po- 
ligono di  2n  lati,  dico  che  si  verificherà  anche  per  un  poli- 
gono di  2n  H-  2 lati.  Infatti  quest’  ultimo  io  potremo  sempre 
decomporre  in  un  quadrilatero  e in  un  poligono  di  2n  lati; 
le  relazioni  relative  a queste  due  figure  danno  immediata- 
mente quella  relativa  al  poligono  di  2n-i-2  lati.  Ma  il  teo- 
rema è vero  per  un  quadrilatero,  dunque  ec. 

28.  In  un  quadrilatero  iscritto  in  un  cerchio,  il  prodotto 
delle  distanze  di  ciascun  punto  delta  circonferenza  a’  due  lati 
opposti  è uguale  al  prodotto  delle  distanze  dello  stesso  punto 
agli  altri  due  lati  opposti. 

Sieno  PA,  P'A  e Pfi,  P'B  due  coppie  dì  raggi  omologhi 
fìssi,  e Ptn,  P'tn  due  raggi  omologhi  variabili;  è chiaro  che 
i fasci  formati  da  questi  ultimi  saranno  omografici,  poiché 
gli  angoli  deir  uno  suno  eguali  a quelli  dell’  altro  ; quindi  (12) 

scn  wiPA  sen  mP'A 

sen  »»PB  sen  mP'B  ’ 

ma  il  primo  membro  è uguale  al  rapporto  delle  distanze 
di  m ai  due  lati  PA,  PB  del  qnadrilalero  PAP'B;  il  secondo, 
al  rapporto  delle  distanze  dello  stesso  punto  agli  altri  due 
lati  P'A , P'B  ; dunque  ec. 

29.  Questo  teorema  é un  caso  particolare  del  seguente: 

Se  un  poligono  di  un  numero  pari  di  lati  è iscritto  in  un 

cerchio,  il  prodotto  delle  distanze  di  un  punto  qualunque  della 
circonferenza  ai  lati  di  posto  pari  è uguale  al  prodotto  delle 
distanze  dello  stesso  punto  ai  lati  di  posto  dispari. 

Dimostrazione  analoga  a quella  del  teorema  (27). 

30.  Dati  un  angolo  AVB  e due  punii  P,  P'  tn  linea  retta 
col  suo  vertice,  se  facciamo  rotare  attorno  ad  un  punto  (isso  O 
una  trasversale  che  incontri  f lati  dell’  angoto  in  a , a',  il  punto 
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di  concorso  tn  delle  due  rette  Pa,  P'a'  descriverà  una  linea 
retta,  (fig.  i&T.) 

Infatti  i punti  a,  a'  formano  sulle  due  rette  VA,  VA'  due 
divisioni  omografiche;  e per  conseguenza  i raggi  Pa,  P'a'  for- 
mano due  fasci  omografici.  Ma  il  punto  V è la  riunione  di  due 
puntidi  divisione  omologhi  : dunque  i due  fasci  hanno  due  raggi 
omologhi  coincidenti  nella  direzione  PP' ; e per  conseguenza 
i loro  raggi  omologhi  si  tagliano  due  a due  sopra  una  retta. 

È chiaro  che  questa  retta  passerà  per  il  punto  n inter- 
sezione di  VA  e OP'  e pel  punto  p intersezione  di  VA'  e OP. 

31.  Se  intorno  ad  un  punto  fisso  O facciamo  girare  una 
trasversale  che  incontri  due  rette  fisse  in  due  punti  a,  a',  e che 
da  due  altri  punti  fissi  P,  P',  in  linea  retta  col  primo  si  con- 
ducano dei  raggi  a questi  due  punti;  il  punto  d’  intersezione 
di  questi  due  raggi  descriverà  una  linea  retta  che  passa  pel 
punto  di  concorso  delle  due  rette  fisse  (fig.  468  ) 

Infatti,  i due  punti  a,  a'  segnano  sulle  due  rette  due 
divisioni  omografiche,  e per  conseguenza  i due  raggi  Pa, 
P'a'  formano  due  fasci  omografici  Ma  questi  due  fasci  hanno 
due  raggi  coincidenti  nella  direzione  PP';  dunque  il  punto 
d’intersezione  m descrive  uua  linea  retta,  la  quale  passa 
pel  punto  di  concorso  delle  due  VA,  VA',  perchè  due  raggi 
omologhi  passano  per  questo  ponto. 

Sieno  a ed  a*  i punti  nei  quali  le  rette  Pa,  P'a'  incon- 
trano rispettivamente  VA',  VA.  Poiché  questi  due  punti 
formano  due  divisioni  omografiche  nelle  quali  il  ponto  V rap- 
presenta due  punti  omologhi  coincidenti,  ne  segue  che  le 
rette  W concorrono  in  uno  stesso  ponto,  il  quale  deve  tro- 
varsi sopra  OPP' , perché  questa  retta  è una  delle  posizioni 
della  linea  oca'. 

Il  teorema  precedente  può  essere  enunciato  ancora  nel 
seguente  modo: 

Se  un  triangolo  a'  ma  si  muove  in  modo  che  i suoi  tre  lati 
passino  per  tre  punti  fissi  0,  P,  P'  situati  in  linea  retta  e 
che  due  vertici  a,  h'  si  trovino  sempre  sopra  due  rette  fisse  ; 
il  terso  m descrive  una  linea  retta. 

Questo  teorema  si  estende  ad  un  poligono  qualunque. 
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VOTA  Tn. 

Centro  di  gravltd.  Centro  delle  medie  armoniehe. 


I. 


1.  Se  sopra  due  rette  SA,  SA'  che  si  lagtiano  nel  punto  S 
e sulle  quali  A e A'  sono  due  punti  fissi,  prendiamo  due  punti 
variabili  M e M' , uniti  fra  loro  mediante  la  relazione 


AM  , A'M' 
m.^^m'  . — =1^, 


ove  m,  m'  e (t.  sono  coefficienti  costanti,  la  retta  MM'  passerà 
sempre  per  uno  stesso  punto  0.  (fig.  469  j 

Infatti  questa  relazione  esprime  la  divisione  omografica 
delle  due  rette  SA,  SA',  e in  questa  divisione  due  punti  omo- 
loghi coincidono  in  S.  Per  conseguenza  la  retta  MM'  passa 
sempre  per  uno  stesso  punto  O. 

2.  Date  due  rette  SA , SA'  concorrenti  in  un  pnnto  S e 
sulle  quali  A e A'  sono  due  punti  fissi;  se  intorno  ad  un  punto  O 
facciamo  girare  una  trasversale  che  incontra  queste  rette  in 
punti  M,  M',  si  avrà  la  relazione 

AM  , A'M' 
m.-^-i-m' . = a , 


ove  m,  m',  fz  sono  quantità  costanti,  delle  quali  una  è arbi- 
traria. 

Infatti,  la  trasversale  segna  sulle  due  rette  due  divisioni 
omografiche,  nelle  quali  due  punti  omoloshi  coincidono  in  S; 
dunque  la  relazione  precedente  deve  aver  sempre  luogo. 

Per  determinare  le  costanti,  supponiamo  che  psia  presa 
arbitrariamente  ; pel  punto  O conduciamo  due  rette  OP',  OQ 
rispettivamente  parallele  ad  SA , SA'  ; P’  è il  punto  d’incontro 
di  OP'  con  SA',  Q.  il  ponto  d’incontro  di  OQ  con  SA  ; avremo 
le  due  relazioni 

A'P'  AO 

=fz,  = 

le  quali  determinano  completamente  m ed  m'. 
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3.  Se  n = 0,  r espressione 


AM 

wi  — tt 


m' 


A'M' 

SAI' 


= 0, 


mostra  che  il  punto  pel  quale  passa  la  retta  MM'  è situato 
sopra  AA'.  JuDatli  da  essa  si  ha 


SAI  ~ * SM'  ’ 


la  quale  esprime  che  nella  divisione  oroografìca  delle  due 
rette  SA,  SA',  i punti  A e A'  sono  due  punti  omologhi. 
(Nola  VI,  n°  4.]  Dunque  la  retta  A A*  è una  delle  posizioni 
delia  retta  mm' , e per  conseguenza  il  punto  O si  trova  sopra 
AA'. 

4.  Date  più  velie  SA , SA' , SA" ....  che  passano  tulle 
per  uno  slesso  punto  S,  e sulle  quali  si  prendono  arbilraria- 
mente  dei  punti  fissi  A,  A' , A", ....  ; se  allorno  ad  un  punto  0 
si  fa  girare  una  trasversale  che  incontra  queste  rette  in  punti 
M,  M' , M", ....  si  avrà  la  relazione  costante 


m 


AM 

SM 


m 


, A'M' 
SM' 


4 » Vi" 

'SSF  -t-  . • . . = F . . (2) 


m,  m',  m", . .. . , fx  essendo  quantità  costanti,  le  quali,  ad  ec- 
cezione di  due , possono  essere  prese  arbilrartammle.  ffig.  470.J 

Supponiamo  che  la  proposizione  si  verifichi  per  n rette; 
dimostreremo  che  essa  deve  necessariamente  esser  vera 
per  n 1 rette. 

Sieno  m e m*  i due  coefficienti  indeterminati.  Facciamo 
astrazione  dalla  prima  retta  SA;  avremo  un  asse  di  meno, 
e per  ipotesi,  la  proposizione  sarà  vera;  in  guisa  che  i coef- 
ficienti in",  m'" ....  essendo  dati,  potremo  sempre  determi- 
nare i due  m'i  e in  modo  che  si  verifichi  la  relazione , 


m. 


A"M" 

ì)M" 


Fi* 


Ma  se  consideriamo  due  sole  rette  SA,  SA',  possiamo 
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determinare  dae  coefficienti  m,  m',  in  modo  che  si  abbia 
sempre  l’ eguaglianza 


AM  , A'M' 
*"  SM  S M' 


(f*  — Pi) 


Sommando  le  due  ultime  relazioni  si  trova 


m . 


AM 

SM 


(m'i  -h  m',) 


A'M' 
S M' 


m" 


A"M" 
S M" 


-H  . . • . — fi 


Questa  espressione,  relativa  a n -4-  1 rette,  avrà  sempre 
luoso,  poiché  risutta  da  due  che  si  verificano  sempre;  e i 
coeflìcienti  dei  suoi  due  primi  termini,  i soli  che  non  sieno 
dati,  hanno  valori  determinati. 

Supponiamo  ora  che  le  quaotità  indeterminate  sieno  m 
e fi.  Facciamo  astrazione  dalla  prima  retta  SA  e determi- 
niamo due  quantità  rn'(  e in  modo  che  si  abbia 


m' 


1 


A'M' 

S.u' 


■+■  m 


A"M" 
■ J»M" 


Pi- 


Considerando  le  due  rette  SA,  SA* , determineremo  due 
quantità  m e fi,  tali  che  sì  abbia 


AM  . , , .A'M- 


P» 


Sommando  le  due  ultime  eguaglianze,  si  ha 


m . 


AM 

SM 


m 


A'M' 
* SxM' 


■+■  m' 


A"M" 


SM" 


= fij  -H  p,  , 


nella  quale  le  due  costanti  m e (fi,  -t-  fi,)  sono  completamente 
determinate. 

Laonde  la  relazione  fra  n h-  1 rette  ha  luogo  sempre 
che  sìa  vera  quella  per  n rette;  ma  il  teorema  si  veriGca 
per  due  rette,  dunque  ee. 

Poiché  te  indeterminate  sono  due  è chiaro  che  se  la  rela- 
zione (2)  si  verifica  per  due  posizioni  della  trasversale  passanti 
per  uno  stesso  punto,  si  verificherà  per  qualunque  altra 
trasversale  condotta  per  lo  stesso  punto. 
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La  reciproca  di  questo  teorema  è vera  e si  dimostra  fa- 
cilmente. 


Il 


5.  Se  dai  punti  A,  A',  A", S conduciamo  delle 

perpendicolari  alla  retta  OM,  che  indicheremo  rispettivamente 

. A M A'M' 

con  p,  p',  p"...  e q,  è chiaro  che  i rapporti  ^ ec. 

saranno  rispettivamente  eguali  ai  rapporti  ^ ^ ec.  Quindi 
r espresssione  (2)  diventa 

m . p -I-  m' . p'  -t-  tn"  . p"  -4-  . . . • — (*  • q = 0 » • • • • (3) 
la  quale  dà  il  teorema  : 

Se  una  reità  gira  allomo  ad  un  punto,  le  sue  distanze  a 
più  punti  fissi  soddisfano  alla  relazione  (3),  ove  m,  m*, 
fti" f*  sono  quantità  costanti  che,  ad  eccezione  di  due,  pos- 

sono essere  prese  arbitrariamente. 

E reciprocamente,  se  le  distanze  di  una  retta  variabile 
di  posizione,  a più  punti  fissi,  soddisfano  alla  relazione  (3), 
questa  retta  passa  sempre  per  un  punto. 

Facendo  oso  dell’  espressione  (3)  bisogna  badare  ai  segni 
che  debbono  avere  le  distanze  p,  p'  la  regola  è la  se- 
g lente:  si  darà  un  segno  arbitrario  a q,  e alle  distanze 

Pj  P' si  daranno  segni  simili  o contrarii  secondo  che  i 

punti  A,  A', saranno  dalla  stessa  parte  della  trasversale 

che  il  punto  S,  o dall’  altra  parte. 

6.  Dati  punti  qualunque  A , A , A' . . . . c quantità  costanti 
m,  m',  m",  ...,viha  sempre  un  punto  0 tale,  che  condotta  per 
esso  una  retta  qualunque,  la  somma  delle  sue  distanze  ai 

punti  A,  A', moltiplicaU  rispettivamente  per  le  costanti 

m,  mi, ....  sia  sempre  nulla. 

Infatti,  abbassiamo  dai  punti  dati  delle  perpendicolari 
sopra  una  retta  qualunque  e sieno  a,  a',  al',....  i piedi  ri- 
spettivi di  queste  perpendicolari.  Sulla  retta  oo'o"  potremo 
sempre  trovare  un  certo  ponto  0*  tale  che  sia  soddisfatta  la 
relazione 

m.  O'a  -I-  m'  . O'a'  -i-  mi'  . O'a"  +....=  0 . 
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Se  da  questo  punto  conduciamo  una  parallela  alle  per- 
pendicolari e indichiamo  con  p,  p'....  le  sue  distanze  ai 
punti  A , A', . . . . , la  relazione 

m . p -4-  m'  . p'  -4- . . . . = 0 

sarà  soddisfatta , e per  conseguenza  tutte  le  rette  così  deter- 
minate passeranno  per  uno  stesso  punto  O. 

Se  i punti  A,  A',  A",. . . si  suppongono  materiali  ed  aventi 
per  masse  rispettive  le  costanti  m,  m',  tn“ il  punto  0 
dicesi  centro  di  gravità  dei  punti  dati. 

Se  m = m'  = m"  = . , . . = 1 , il  punto  O prende  il  nome 

di  centro  delle  medie  distanze  dei  punti  A , A' Quindi 

po.«siamo  dire  che  la  somma  delle  distanze  di  più  punti  ad  una 
retta  condotta  pel  centro  delle  medie  distanze  di  questi  punti 
è nulla;  e anche,  se  una  retta  è situata  in  modo  che  la  somma 
delle  sue  distanze  a punti  dati  sia  nulla,  questa  retta  contiene 
il  centro  delle  medie  distanze  di  questi  punti. 

I seguenti  teoremi  sono  una  conseguenza  evidente  di 
questa  osservazione. 

Il  centro  delle  medie  distanze  di  un  triangolo  è il  punto 
d’ intersezione  delle  tre  mediane. 

2°  Il  centro  delle  medie  distanze  di  un  quadrilatero  è il 
pnnlo  d' incontro  delle  rette  che  uniscono  i mezzi  dei  lati  op- 
posti. 

3°  Il  centro  delle  medie  distanze  dei  vertici  di  un  poligono 
regolare  è il  centro  di  figura  di  questo  poligono. 

7.  Se  i punti  dati  sono  in  linea  retta,  è chiaro  che  il 
loro  centro  di  gravità  è un  punto  O di  questa  retta  determi- 
nalo dalla  relazione. 

m . AO  -4-  in' . A'O  -4-  . . • . = 0 (4) 

Infatti,  se  indichiamo  con  p,  p',....  le  disianze  rispet- 
tive di  A,  A' ad  una  retta  qualunque  condotta  per  0, 

AO  A'O 

avremo = — r-  e quindi 

P P 

m . p -4-  m' . p'  -4-  . . . . = 0 . 

II  centro  delle  medie  distanze  di  più  punti  A,  A' . . . . si- 
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taati  in  linea  rella , ai  troverà  aopra  di  essa  e sarà  determi- 
nato dalla  relazione 

AO A'O  . . . . = 0 . 

8.  La  proiezione  del  centro  di  gravità  di  più  punti  sopra 
una  retta  qualunque  è il  centro  di  gravità  delle  proiezioni  di 
questi  punti  sulla  medesima  retta. 

Per  maggiore  generalità  supporremo  che  le  proiezioni 

siano  fatte  mediante  oblique  parallele  fra  loro.  Indichiamo 

con  a,  a',  a"....  o le  proiezioni  rispettive  dei  punti  A, 

A',  A"....  e del  loro  centro  di  gravità  0;  è chiaro  che 

AO  A'O  A'O  . 

——=-7—=  = •;  quindi  avremo 

ao  a o a 0 ^ 

m , «0  H-  m' - a'o -4-  m" . <i"o  -t-  . . . . = 0; 
la  quale  relazione  esprime  che  il  punto  o è il  centro  di  gra- 
vità dei  ponti  a,  a",  a" , aventi  per  masse  m,  m' , m" . . . .; 
dunque  ec. 

Un  teorema  analogo  ha  luogo  pel  centro  delle  medie 
distanze. 

9.  Da  questo  teorema  risulta  il  seguente  noefodo  per  de- 
terminare il  centro  di  gravità  di  p.ù  punti  A,  A',  A"....: 
proiettate  questi  punti  sopra  due  rette  e prendete  i centri  di 
gravità  delle  due  serie  di  punti  in  proiezione;  i due  ponti 
cosi  determinati  saranno  le  proiezioni  del  centro  di  gravità 
richiesto.  Un  simile  metodo  si  pu6  adoperare  per  la  ricerca 
del  centro  delle  medie  distanze  di  pià  punti. 

10.  Sieno  A,  A’,  A". ...  piè  ponti,  O il  loro  centro  di 
gravità,  p,  p",  p''...,.  le  loro  distanze  ad  una  retta  OX; 
avremo 

m . p -t-  tn' . p'  -t-  m"  . p" = o . 

Conduciamoora  una  retta  parallela  ad  OX  e indichiamo  con  P, 

P',  P" le  sue  distanze  ai  punti  A,  A',,  A"  ....  e con  G la 

sua  distanza  al  punto  0 ; avremop= P — G,p'  = P'  — G . . . . , 
e per  conseguenza 

m . P -+■  m' . P'  -t-m" . P"  -1- . . . .= (m-t-  m' -t- m" -4-  . . . .) G . 
Quindi  : 

Il  centro  di  gravità  di  un  sistema  di  punti  materiali  è un 
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punto  la  cui  disianza  a una  retta  qualunque , moltiplicala  per 
la  somma  delle  masse  di  tulli  i punti,  è ujuale  alla  somma  delle 
distanze  di  questi  punti  alla  stessa  retta,  moltiplicale  rispet- 
tivamente per  le  masse  di  questi  punti. 

Nel  caso  del  centro  delie  medie  distanze,  se  i punii 
sono  n,  avremo 

p -4.  P ' ^ p » , 

li  = . 

n 

Questa  relazione  mostrando  che  la  disianza  del  punto  O 
ad  nna  retta  qualunque  è il  valor  medio  delle  distanze  di 
tutti  i punii  A,  A', ....  alla  stessa  retta,  giustifica  il  nome 
dato  a questo  punto. 

11.  Sieno  A , A' , A" . . . . più  punti  le  coi  masse  sono  m, 

•ni,  m" 11  centro  di  gravità  dei  due  punti  A ed  A'  sarà 

un  punto  o della  retta  AA'  determinalo  dalia  relazione 
m . Ao  -t-  m* . A'o  = 0 . 

Questa  espressione  può  scriversi 

Ao oA' 

m'  ~ jn  ’ 

e mostra  che  se  dividiamo  la  retta  A A'  in  due  segmenti  Ao, 
oA'  proporzionali  ai  numeri  m',  m;  il  ponto  0 cosi  deiermi* 
nato  è il  centro  di  gravità  dei  punti  A ed  A’. 

Conduciamo  la  retta  oA",  e dividiamo  la  distanza  oA" in 
parti  00*,  o'A"  proporzionali  ai  numeri  m"  e (fin-m');  il 
ponto  d cosi  determinalo  è il  centro  di  gravità  del  ponto  A" 
di  massa  m"  e di  un  punto  o di  massa  m-hm!  : dico  che  0'  è 
il  centro  di  gravità  dei  Ire  ponti  A,  A',  A". 

Infatti,  abbassiamo  dai  ponti  A,  A',  A",  0,  0'  le  per- 
pendicolari P,  P',  P",  g,  ^ sopra  una  retta  XY  qualunque; 
è chiaro  che  avremo  la  proporzione 

A"o'  : 00'  : ; g*  — P"  : g — g'  ; 

ovvero 

m -H I»'  : ; g'  — P"  : g — g*, 

che  dà 

(m-t-m')g-i- m" . P"  z=  (m  H- m'  -f-m")g'. 
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Ma  0 è il  centro  di  gravità  dei  punti  A , A'  e per  con- 
seguenza 

( m -h  wi')  g = m • P m' . P'  ; 

dunque 

m . P -4-  m' . P'  m" . P"  = ( m-i-  m'  -1-  m")  g*  ; 

la  quale  relazione  dimostra  quel  che  volevamo. 

Se  adesso  sulla  distanza  o'A'”  prendiamo  due  segmenti 
o'o",  A'V'  proporzionali  ai  numeri  m'",  (m -i- m' -+- *n")  ; un 
ragionamento  analogo  proverebbe  che  o"  è il  centro  di 
gravità  dei  punti  A,  A',  A",  A"';  ec.  L’ultimo  punto  0 
trovato  a questo  modo  è il  centro  di  gravità  dei  punti  dati. 

<2  Da  quel  che  precede  segue  che  per  trovare  il  centro 
delle  medie  distanze  di  più  punti  A,  A',  A" . . . . si  potrà 
procedere  nel  seguente  modo  ; 

Dividete  la  retta  A A*  in  due  parti  eguali  Ao,  A'o;  dividete 
la  retta  oA"  in  due  parti  oo',  AV  proporzionali  ai  numeri  1 
e 2 ; dividete  la  retta  o'A'"  in  due  parti  o'o" , A'"o"  proporzio- 
nali ai  numeri  1 e 3,  ec.  L’  ultimo  punto  di  divisione  O tro- 
vato a questo  modo  è il  centro  delle  medie  distanze  dei  punti 
dati. 


III. 

13.  Se  sulle  rette  A,  A',  A" ....  prendiamo  rispettiva- 
mente punti  arbitrarti  R,  K'',  R"  . . . .,  potremo  sostituire  alle 

S R S 

costanti  m,  m' ,m", ....  le  altre  m . t-u,  m' . i7£j,. . . .,ed  allora 

AK  A K 

la  relazione  (2)  acquisterà  la  forma 

AM.  AR  A'M'  , A'R'  . 

”‘*Sm’ SR"^'”*  ‘SM'  * SR'"^ 

Supponiamo  che  i punti  R,  R', .. . . sieno  presi  tutti  so- 
pra una  stessa  retta  L (6g.  472 1 e pel  punto  0 nel  quale  que- 
sta retta  è incontrala  da  una  delle  trasversali  MM'  che  pas- 
sano pel  punto  Osso  n conduciamo  delle  rette  ai  punti  A, 
A', S.  Una  trasversale  qualunque  T taglia  le  rette  OA, 
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OA' ....  OS,  On,  OR  respellivamenle  nei  punii  o,  a*, 

s,  bt,  r,  ed  avremo 

AM  . AR  _ aw  . or  A'M'  , A'R'  _ a'w  . rfr 
SM  ■SÀT'  SR'“«w*  «r’®®’’ 


talché  la  relazione  precedente  diverrà 


Ob) 

m . h m 

a r 


a'w 

• ~ — t" 
or 


Questa  eguaglianza  non  contiene  più  le  rette  SA , SA'. . . , 
ma  sibbene  i punii  a,  d s,b>  determinati  sopra  una  tra- 

sversale qualunque  T da  più  rette  passanti  per  uno  stesso 
punto  O,  mobile  sulla  retta  fìssa  L,  e giranti  attorno  ai  punti 
fissi  A,  A', . . . . S,  fì;  quindi  essa  esprime  il  seguente  teo- 
rema : 

Dati  più  punii  fissi  A,  A', . . . . fì,  e una  retta  L,  se  con- 
duciamo da  ciascun  punto  di  essa  dei  raijgi  a questi  punti  ed 
una  traversale  che  incontra  questi  raggi  in  punti  a.  a', . . . u, 
e la  retta  L in  un  punto  r,  tra  i segmenti  formati  dai  punti 
a,  a', . . . . , a cominciare  da  uno  di  essi  u e dal  punto  r,  avrà 
sempre  luogo  la  relazione 


Ob)  , a b> 

m . t-m  — 

ar  ar 


0 (8) 


ove  le  costanti  m,  m', . . . . , sono  tutte  arbitrarie  ad  eccezione 
di  due,  e rimangono  immutate  variando  la  trasversale. 

Reciprocamente  ; 

Dati  più  punti  fissi  A,  A',  A"...,  delle  costanti  m,  m',  m”, ... 
e una  retta  L,  se  per  ciascun  punto  0 di  questa  retta  conducia- 
mo a questi  punti  le  rette  OA,  OA',  OA", . ..  . , che  incontre- 
ranno una  trasversale  in  punti  a,  a',  a'', e prendiamo  so- 

pra questa  trasversale  il  punto  u determinato  dalla  relazione  (tf), 
nella  quale  r è il  punto  d' incontro  della  trasversale  e della  retta 
L,  la  retta  Ou  passerà  sempre  per  uno  stesso  punto  fisso,  qua- 
lunque sia  la  posizione  della  trasversale. 

PoNCBLET  ha  chiamato  il  punto  b>,  determinato  dalla  re- 
lazione (5) , centro  delle  medie  armoniche  dei  punti  a,  a', .... 

31 
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relativo  al  punto  r,  e il  ponto  £l,  pel  quale  passano  tulle  le 
rette  Ou,  centro  delle  medie  armoniche  dei  punii  A,  A', . ... 
relativo  alla  retta  L. 

Giovandosi  di  queste  deHniziooi,  il  leoreitia  aprirne  che: 

Dato  un  sistema  di  punti  \,  A’, ...  .e  il  loro  centro  delle 
medie  armoniche  Q, , relativo  ad  una  retta  l. , ee  conduciamo  da 
un  punto  di  questa  retta  dei  raggi  ai  punti  A,  A', ....  O.  e ti- 
riamo una  trasversale  che  incontri  questi  raggi  in  punti  a,  a',  . . . 
(o  e la  retta  L in  un  punto  r,  il  punto  &>  sarà  il  centro  delle 
medie  armoniche  dei  ponti  a,  a' relativo  al  punto  r. 

14.  L’ espressume  (tS),  avendo  rittuardo  alle  ideMHà 

ooi  = rck»  — ra,  cito  = rw  — ro',  ee. , 

diventa 


tn  -t-  m'  -H  . . . . 
rw 


m m! 

' — — ? 

ro  ra 


(«) 


Se  supponiamo  m = m' 
si  riduce  a 


. . . . = 1 , r ultima  reinione 

= ì ('±_H  JLh-....^ (7) 

n\ra  ra  / 


_l  1/1 
rw 


posto  che  i punti  a,  a', ... . sieno  In  numero  di  n.  Ed  allora  il 
segmento  rw  ha  ricevuto  da  IdACLAraiN  il  nome  di  media  ar- 
monica tra  le  distanze  ra,  ra', . . . .;  e si  vede  che  la  media 
armonica  fra  più  distanze  è ugucde  alta  media  aritmetica  delle 
reciproche  di  queste  distanze. 

itf.  Se  nella  relazione  (S),  dopo  averla  moltiplicala  per  or, 
supponiamo  che  il  punto  r sia  an’inGnilo,  lo  che  equivale 
a supporre  le  trasversali  parallele  alia  retta  L,  avremo 

m . a w -i- w' . jo'w -t- , a . 3=  0 , 

la  quale  esprime  che  il  ponto  w é il  centro  di  gravità  dei 
punti  a,ti,. ...,  le  eoi  messe  sono  m,  m', . . . . 

-Se  la  retta  iL  è all’  uafiuito.,  il  ponto  r lè  altresì  alf  in- 
finito e i raggi  OA,  OA', ....  sono  parafieli;  quiedi  Tullimo 
risultalo  eomòinalo  col  teorema  (8)  mostra  che  il  punte  11  è 
il  centro  di  gravUà  dei  punti  A,  A', ..... 
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16.  Una  relazione  ancora  più  notevole  delle  precedenti 
fra  i due  centri  di  gravità  e delie  medie  armoniche  è data  dal 
teorema  : 

Il  centro  delle  medie  armoniche  di  un  sùlema  di  punii  ma- 
teriali A,  A',  A" relaliro  al  una  retta  L,  è il  centro  di 

gravità  di  questi  medesimi  punti  aventi  altre  masse  eguali  rispet- 
tivamente cdle  prime  dUìise  per  le  distanze  dei  punti  alla  retta. 

Infatti,  se  dividiamo  la  relazione  (5)  per  ^ ed  osser- 
viamo che 

fl'w  _ a&> sen  .à'OM  _ sen  AOM 

a' r ■ ar  sen  .A'Oi..  ' sen  vOL  ’ 


è facile  vedere  che  quella  relazione  si  trasforma  nell’ altra 

sen  AO^I  , sen  A'OM  ^ 

tn  . TTTT  rn  . . , — i-  • • . • — 0 . 

sen  AOL  sen  A OL 


Se  ora  indichiamo  con  p,  p* le  perpendicolari  ab- 
bassale dai  punii  A , A', sopra  la  retta  iìO.M,  c P,  P', . .. 

le  per|>endicolari  abbassate  dai  medesimi  punti  sopra  la  retta 
L,  è chiaro  che  avremo 


dunque 


«en  A'Oil  p'  sen  A OH  p 

C-  - — r ’L.  GC 

sen  A'OL  P' ’ sen  AOL  P’  ’ 


m 

p •?-+- 


ni 

F 


, = 0, 


la  quale  relazione  dimostra  il  teorema. 

Per  le  appHcazioni  elementari  di  queste  teoriche  e per 
altri  particolari  si  può  consultare  la  Memoria  del  professore 
CiiRMNi:  Sui  centri  dei  sistemi  geometrici.  Applicazioni  di 
Online  più  elevato  e di  mai’gior  momento  si  troveranno  nella 
Mémoire  sur  les  ''entres  des  moyennes  harmoniques  di  Ponck- 
LET,  pubblicata  nel  3°  voi.  dei  Giornale  di  Cueleu. 
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WOTA  Vili. 

Poli  e polari.  Piani  polari- 


I. 


1.  Se  da  un  punto  qualunque  O conduciamo  quattro  tra- 
svenali  ad  un  cerchio,  il  rapporto  anarmonico  di  quattro 
punti  qualunque  d'intersezione  come  A,  B,G,  D è eguale  a 
quello  degli  altri  quattro  A',  B',  C',  D'.  (Rs.  473.) 

Conduciamo  AB',  AC,  AD',  A'B,  A'C,  A'D.  Le  interse- 
zioni di  AB’  con  A'B,  di  AG'  con  A'C  e di  AD'  con  A'D  si 
trovano  sulla  polare  del  punto  O (pas;*  94,  teo.  Vili);  qii>ndì 
il  rapporto  anarmonico  del  fascio  delle  quattro  rette  A 
AB',  AG',  AD'  è eguale  a quello  delle  quattro  rette  A'A,  A’B, 
A'C,  A'D;  lo  che  dimostra  il  teorema. 

II  ragionamento  è lo  stesso  se  il  punto  O é dentro  il 
cerchio. 

Questa  proposizione  si  esprime  anche  nel  seguente 
modo: 

»cn^  AD.ccn^  BC  «cn^  A'D'.  «cn^  B'C' 

2 2 2 2 

sen  5 AB  scn^  CD  sen  i A'B'.  sen  ^ C'D' 

2.  Quattro  punti  in  linea  retta  hanno  il  loro  rapporto 
anarmonico  eguale  a quello  delle  loro  polari. 

Le  quattro  polari  formano  un  fascio  il  coi  vertice  è il 
polo  della  retta  data  (pag.  93,  teor.  VII).  Ma  l’angolo  for- 
malo da  due  rette  che  vanno  dal  centro  del  cerchio  a’  due 
poli  è eguale  a quello  delle  polari  rispeltice  ; dunque  il  fascio 
formato  unendo  il  centro  del  cerchio  ai  quattro  poli  ha  lo 
stesso  rapporto  anarmonico  di  quello  formalo  dalle  quattro 
polari. 

Da  questo  teorema  segue  che  te  vi  sono  due  divisioni  omo- 
grafiche sopra  due  rette.  le  polari  dei  punti  di  divisione  for- 
mano due  fasci  omografici. 


Digitized  by  Google 


NOTE. 


473 


3.  Se  in  un  cerchio  si  prendono  i poli  P e P'  di  due  relle  AB 
e A'B',  le  disianze  di  ciascuna  di  queste  rette  al  polo  dell'  altra 
stanno  tra  loro  come  le  distanze  dei  due  poli  al  centro  del 
cerchio;  cioè  si  ha  (fig.  474.j 

PC  PB' 

PC  “ P B • 


Conduciamo  PD  perpendicolare  a CP*  e P'E  perpendi- 
colare a CP.  Si  ha 

CA*  : CA  : : CP  ; CP’  : : CD  ; CE, 

da  cui 

CA'  — CD  ; CA  — CE  : ; CD  : CE  : : CP  : CP' 
ovvero 

PB’ : P'B  ::  CP  : CP' 

dunque  ec. 

4.  Se  una  corda  di  un  cerchio  gira  intorno  ad  un  punto  fis- 
so, la  somma  algebrica  delle  reciproche  delle  distanze  delle  sue 
estremità  alla  polare  di  questo  punto,  è costante,  (fig.  47S.J 
Sieno  O il  punto  fisso,  aa'  la  corda,  0'  il  punto  nel  quale 
ossa  incontra  la  polare  di  0;  avremo  (pag.  86,  Nota.) 

1 1 ^ 

O'o  aa'  ~.0'0 


Ma  i tre  segmenti  O'a,  O'a’,  O'O  sono  rispettivamente 
proporzionali  alle  distanze  ap,  a'p'  Oq  dei  tre  punti  a,  a*,  0 
alla  polare;  dunque 


_l_ 

ap 


12 

a'p'  ~ Oq 


= costante. 


Le  perpendicolari  avranno  lo  stesso  segno  o segno  di- 
verso secondochè  saranno  dirette  nello  stesso  senso  o in 
^senso  contrario  a cominciare  dai  punti  a ed  a’. 

5.  Se  indichiamo  con  d,  d’  le  distanze  rispettive  del 
punto  p e della  sua  polare  P al  centro  C del  cerchio  di  rag- 
gio k;  abbiamo  veduto  che 

d.d'  =k*. 
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Parlemlo  da  qoesta  reiasione  ai  paò  fare  completamente 
astrazione  dat  cerchio  e dire  che  la  retta  P è la  pelare  del 
ponto  p rispetto  al  ponto  C e alia  quantità  costante  k^.  Fatta 
questa  ipotesi,  nulla  impedisce  che  questa  costante  sia  nega- 
tiva, cioè  — k*;  ciò  vorrà  dire  solamente  che  le  distanze  d,d 
sono  prese  a parti  opposte  del  punto  G Questa  osservazione 
è di  molta  importanza, 

6.  Se  «n  quadrilalero  è ciraueriUo  ad  un  cerchio , e un 
quadrilatero  iscrillo  è formalo  unendo  i punii  di  contatto  ; i®  le 
diagonali  dei  due  quadrilateri  s’ intersecano  nello  stesso  punto; 
2®  le  quattro  diagonali  formano  un  fascio  armonico;  3°  t quat- 
tro punti  d’ intersezione  dei  lati  opposti  si  trovano  sopra  una 
stessa  linea  retta,  ifis;.  476.) 

1®  Sieno  PQRS  il  quadrilalero  circoscritto,  e ABCD 
quello  iscritto;  e sia  Oil  punto  di  concorso  dei  lati  AB,  DG. 
Poiché  AB  e OG  sono  le  polari  dei  punti  P e R,  il  ponto  0 
è il  pòlo  della  retta  PR;  la  quale  perciò  passerà  per  il  punto 
V intersezione  delle  diagonali  del  quadrilatero  iscritto.  Si- 
milmente si  prova  che  SQ  è la  polare  di  O*  e che  qoindi  passa 
anch’  essa  pel  punto  V. 

2®  Poiché  PR  è la  polare  di  O,  protanttandolà  deve  pas- 
pare  per  O',  intersezione  di  AD  e BG;  ma  O'  è il  polo  di  SQ, 
quindi  AO'  è tagliata  armonica«>ente  (pag.  92,  teo.  VI.);  e 
per  conseguenza  le  rette  VA,  VS,  VD,  VR  formano  un  fa- 
scio armoitteo. 

3®  00'  e O'O"'  ai  trovano  sopra  nna  stessa  retta  perchè 
sono  ambedue  polari  del  ponto  V.' 

Da  questa  proposizione  segue  che  se  un  quadrilalero  è 
circoscritto  ad  un  cerchio,  le  due  diagonali  e la  retta  che  uni- 
sce i punti  di  concorso  dei  lati  opposti  formano  un  triangolo 
di  cui  ciascun  vertice  ha  per  polare  il  lato  opposto. 

7.  Se  un  quadrilalero  è iscrillo  in  un  cerchio,  il  quadralo 
della  linea  che  unisce  i punti  di  concorso  dei  lati  opposti  è 
uguale  alla  somma  dei  quadrati  delle  tangenti  condotte  dalle 
tue  estremità.  > tìg.  477.) 

Sieno  ABCD  il  quadrilalero  iscritto,  EF  la  linea  che  oni- 
sco i punti  di  concorso  dei  lati  opposti,  ET,  ET  le  tangenti 
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condotte  da  E,  FT"  quella  condotta  da  F.  La  retta  TT'  es- 
sendo la  polare  del  punto  E passa  per  F ; quindi  avremo: 
(pag.  184,  teor.  VI). 

EF*  — ET*  = FT  . FT'  = FT  '*, 

da  cui 

EF*  = ET*  -H  FT  "*. 

8.  Se  due  triangoli  ABC,  A'B'C'  sono  tali  che  i vertici  e 
i lati  di  uno  sten»  i poli  e le  polari  dei  lati  e dei  vertici  dell’al- 
tro, i tre  punii  P,  Q,  R,  intersezione  dei  lati  corrispondenti 
sono  in  linea  retta;  e le  linee  che  uniscono  i vertici  corrispon- 
denti concorrono  in  un  punto,  (fig.  478.) 

UniaiDO  C'R,C'A,  AA'.  Il  punto  E intersezione  di  AB 
e dì  B’C'  è il  polo  di  AC;  il  ponto  P il  polo  di  AA';  quindi  i 
quattro  punti  in  linea  retta  P,  E,  C,  B',  sono  i poli  delle 
quattro  linee  AA',  AC',  AB,  AC,  e perciò  il  rapporto  anar- 
monico  R . PI'X'B'  A . A'C'FQ  = R . B'C'FQ  = R . QEC'B' 
e per  conseauenza  RQe  RP  sono  in  una  linea  retta. 

I punti  P,  Q,  R.  sono  i poli  delle  rette  AA',  BB',  CC'; 
ma  P,  Q,  R sono  in  lìnea  retta,  dunque  AA',  BB',  CC's’  in- 
contrano in  nno  stesso  ponto. 


U. 

9.  Se  per  un  punto  O sUualo  sulla  superficie  di  una  sfera 
si  conduce  una  secante  sferica  0.\'  ad  un  cerchio  minore  C , il 
luogo  del  punto  R cnniugalo  armonico  di  O rispetto  ai  due  punti 
A e A',  intersezione  della  secante  e del  cerchio,  è un  arco  di 
cerchio  massimo  perpendicolare  ad  Olì.  (Qg.  479.) 

Sia  O'  il  coniugato  armonico  di  O rispetto  ai  punti  B,  B'; 
conduciamo  O’R;  dico  che  O'R  è perpendicolare  ad  OC.  De- 
scriviamo CP  perpendicolare  ad  OR;  avremo 

tan  OP  = cos  COP  . tan  OC. 

Se  il  triangolo  OO'R  è rettangolo  in  0',  avremo  anche 
tan  OO  = cos  COP  . tan  OR; 
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talché  la  qaislione  è ridotta  a provare  la  seguente  formola: 


tan  0 P _ lan  OC  , , 

ton  00'  ~ («rOR 

Facciamo /an^  OA  . lan  ^ OA'  = lan  7 OB . fan  5 OB'  = K; 

À À X Jì 

avremo 

lan  ^ OA  -h  lan  ^ OA! 
fan  OP  = fan  s (OA  4-  OA’)  = — = ^ rr- 

fan  I OB  -h  lan  | OB' 

fan  OC  = fan  J (OB  -4-  OB  ) ^ = — — 

Poiché  R è coniugato  armonico  di  0 rispetto  ai  punti 
A ed  A'  abbiamo.  (Nota  IV,  n”  24.) 

cof  OR  = ^ {col  0.\  -h  col  0.4'); 
ma 

cof  OA  = ^ ^ ~ \ ) » 

quinJi 

col  OR  = 7 (cof  7 OA  — fan  ^ OA  -h  col  5 OA' — fan  ^ OA') 

= (fan  5 OA'  + fan  7 OA). 

4 IL  2 2 

Per  la  medesima  ragione  si  ha 

col  00  = -■  (fan  ^ OB'  h-  fan  3 OB). 

4 IL  2 2 

Queste  quattro  formolo  dimostrano  la  relazione  (a}. 
Dunque  O'R  é il  luogo  del  punto  R. 
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Se  il  punto  O fosse  interno  al  circolo  avremmo 
OP  = 5 (OA'  — OA)  e col  OR  = ^ (eoi  OA  — col  OA') 

^ A 


il  resto  del  ragionamento  sarebbe  lo  stesso. 

Il  punto  O si  chiama  il  poto  dell’arco  OR;  e l’arco  OR 
polare  del  punto  O rispetto  al  cerchio  ABB'a'. 

Il  punto  O essendo  coniugato  armonico  di  O rispetto 
ai  punti  B e B',  si  ha  lan  CO  . (an  CO'  = <an*  CB. 

Se  proiettiamo  la  figura  precedente  sopra  un  piano  che 
tocchi  la  sfera  nel  ponto  C,  il  punto  O e l’ arco  polare  corri- 
spondente saranno  proiettati  in  un  polo  e nella  sua  polare 
rispetto  alla  proiezione  del  cerchio  sul  piano  tangente. 

10.  L’ arco  polare  di  un  punto  0 della  circonferenza 
del  cerchio  minore,  è 1’  arco  tangente  condotto  in  quel  punto. 

L’arco  polare  di  un  punto  O esterno  al  cerchio  è l’arco 
che  unisce  i punti  di  contatto  dei  circoli  massimi  condotti  da 
esso  tangenti  al  cerchio  minore. 

Questo  apparisce  evidente  mediante  la  proiezione;  ma 
può  provarsi  direttamente  nel  seguente  modo. 

Sieno  OT,  OT'  gli  archi  tangenti.  L’arco  TP  è perpen- 
dicolare a CO  e lo  taglia  in  un  certo  punto  0’;  e i due  trian- 
goli rettangoli  CO^T  e COT  danno 


quindi 


cos  TCO  = 


lan  CO'  _ lan  CT^ 
lan  CT'  ~ (an  CO’ 


lan  * CT  = lan  CO  . lan  CO'; 


la  quale  relazione  prova  che  TT'  è l’arco  polare  del  punto  0. 

11.  Dal  teorema  dato  nel  n°7  si  deducono  agevolmente 
le  seguenti  proposizioni,  analoghe  a quelle  dimostrale  nel  ' 
Libro  Vili,  cap.  III. 

1°  Gli  archi  polari  dei  punti  di  un  cerchio  massimo  rispello 
a un  circolo  minore,  passano  pel  poto  di  questo  circolo  massimo. 
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Sia  P (fig.  129;  le  rette  rappresentano  archi  di  cerchi  mas- 
simi) il  polo  dell’  arco  di  cerchio  massimo  BD  rispetto  al 
cerchio  minore  C;  dico  che  la  polare  di  un  punto  qualunque 
D di  BD  passa  per  P.  Conduciamo  l’arco  di  cerchio  massi- 
mo PE  perpendicolare  all’arco  CD;  i triangoli  CPE,  CBD  es- 
sendo rettangoli  ed  avendo  l’ angolo  C di  comune  danno 

_ fati  t*E  _ lan  CB 

~ ta/i  LP  lan  CD  * 


da  cui 

(an  CE  . lan  CD  r=  lan  CP  . lan  CB  = lan  * CA , 

poiché  P è il  polo  dei  cerchio  massimo  BD.  Dunque  il  cir- 
colo n>aSBÌmo  PC  è il  polare  del  punto  D. 

Dal  che  segue  che  l'arco  che  unitcf  due  punii  ha  per 
«uo  polo  il  punto  d’  inlerseziune  delle  loro  polari. 

2°  il  luogo  dei  poli  dei  circoli  massimi  che  passano  per  un 
punto  è l' arco  polare  del  dato  punto. 

Dimostrazione  simile  alla  precedente. 

3"  Se  per  un  punto  preso  sulla  sfera  si  conducono  due  ar- 
chi di  cerchi  massimi  che  taglino  un  circolo  minore , e uniamo 
con  archi  i punti  d’ intersezione  due  a due,  il  luogo  dei  punti 
d' intersezione  di  questi  archi  è il  polare  del  punto  dolo. 

Dimostrazione  analoga  a quella  del  teo.  Vili,  pag.  04. 

4°  Se  da  uno  slesso  punto  della  sfera  conduciamo  quattro 
archi  che  taglino  un  cerchio  minore,  il  rapporto  anarmonico 
di  quailro  qualunque  dei  pumi  d' intersezione  è lo  slesso  di 
quello  degli  altri  quailro.  (n.”  1.) 

5°  Se  sopra  un  circolo  massimo  si  prendono  quattro  punii, 
i loro  archi  polari  rispello  a un  cerchio  minore  formeranno  un 
fascio  sferico , il  cui  rapporto  anarmonico  è lo  slesso  che  quello 
dei  quailro  punii.  (n.°  2.) 

1 teoremi  precedenti  si  ottengono  immediatamente 
proiettando  la  Ogiira  sferica  sol  piano  del  cerchio  minore. 
In  un  modo  analogo  dai  teoremi  dimostrai  sui  quadrilateri 
iscritti  e circoBcritti  al  cerchio  si  deducono  quelli  relativi  ai 
quadrilateri  sferici  iscritti  e circoscritti  ad  un  circolo  minore. 
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12.  Daremo  qualche  applicazione  per  moslrare  l’ uso  dello 
leorie  precedenli- 

1®  Dato  un  punto  O e un  cerchio  minore  (fig.  479),  si  con- 
duca un  arco  qualunque  OA'  che  (agli  il  cerchio,  e si  prenda 
una  porzione  0\  tale  che  col  OX  = col  OA  -h  col  OA  ; si  do- 
manda il  luogo  di  X. 

Cuslruiamo  il  polare  di  O e sia  R il  punto  ov’  esso  ta- 
glia OA'.  Abbiamo  (n.®  9.) 

col  OX  = col  OA  ■+■  col  OA’  = 2 col  OR. 


Ora  se  conduciamo  dal  ponto  X un  arco  X S perpendi- 
colare ad  OC,  avremo 


co*  XOS 


lati  OS 
lari  OX 


l««  00" 


, co*  XOS  _ , 


quindi 


lati  O S _ lon  OX col  OR 1 

lati  00'  lari  ÒR  coi  OX  2 


il  luogo  richiesto  è perciò  un  cerchio  massimo  perpendico- 
lare ad  OC  nel  punto  S,  che  è determinato  dall’  ultima  rela- 
zione. 

2®  Dato  un  ponto  O e un  cerchio  minore  il  cui  centro  sfe- 
rico è C (Bg,  4so),  trovare  un  altro  punto  O'  sulla  sfera  tale 
che  se  pel  punto  O,  per  es.,  si  conduca  un  arco  qualunque 
O PQ,  si  abbia 

seti  OP  gen  O'P 

seri  OQ  seti  O'Q  ’ 

Costruiamo  l’ arco  polare  del  punto  O;  il  punto  0'  ove 
questo  arco  incontra  CO  è il  punto  richiesto. 

Infatti  dalla  trigonometria  sappiamo  che  se  un  angolo  di 
un  triangolo  sferico  è bisecato  internamente  o esternamen- 
te, i seni  dei  segmenti  del  lato  opposto  sono  tra  loro  come  i 
seni  degli  altri  due  lati.  Quindi,  poiché  POQR  è taglialo  ar- 
monicaraenle  e che  l'angolo  OO'R  è retto,  00’  é I’  arco  bi- 
settore  dell’angolo  PO'Q,  e perciò 

sen  OP seri  0’  P 

seti  OQ  ~ *en  O'Q 
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L’angolo  Q'OQ  è altresì  bisecato  da  00',  quindi  il  trian- 
golo POQ'  dà 

sen  PO' seri  P O 

sen  Q O'  ~ sen  Q'O  ‘ 

HI. 

13.  Se  per  un  punto  0 conduco  una  secante  qualunque  alla 
sfera  C,  il  luogo  del  punto  P , coniugalo  armonico  di  0 ri- 
spetto ai  punti  IH  ed  N nei  quali  la  secante  incontra  la  sfera, 
è un  piano  perpendicolare  al  diametro  CO.  (fig.  481. J 

Se  per  la  secante  e pel  centro  C faccianao  passare  un 
piano,  esiio  segnerà  sulla  sfera  un  cerchio  massimo.  Il  luogo 
del  punto  P rispetto  a tutte  le  secanti  che  si  possono  con- 
durre in  questo  piano  è (pag.  92)  la  polare  del  punto  O ri- 
spetto ai  cerchio  M.NBA.  Ora  se  facciamo  variare  la  posi- 
zione della  secante  M.N,  troveremo  che  per  ciascuna  posizione 
il  luogo  del  punto  P è la  polare  del  punto  O rispetto  al 
cerchio  corrispondente.  Tutte  queste  polari  passano  per  lo 
stesso  ponto  O',  coniugato  armonico  dei  ponti  A e B nei 
quali  OC  incontra  la  sfera;  sono  tutte  perpendicolari  ad  OC; 
dunque  il  luogo  richiesto  è un  piano  perpendicolare  ad  OC 
che  passa  pel  punto  O*. 

Il  piano  ottenuto  colla  costruzione  precedente  si  chiama 
piano  polare  del  punto  O rispetto  alla  sfera  data  ; e il  punto 
O è detto  polo  del  piano. 

È evidente  che  fra  le  distanze  CO  e CO'  ha  luogo  la  re- 
lazione CO  . CO'  = R*,  ove  R è il  raggio  della  sfera. 

Da  questa  relazione  apparisce  evidente  che  se  il  polo  è 
interno  alla  sfera,  il  piano  polare  sarà  esterno,  e che  se  il 
polo  è sulla  sfera,  il  piano  polare  è tangente  alla  sfera  nel 
polo. 

14.  Se  pel  punto  0 conduciamo  le  tangenti  al  cerchio 
MNBA,  e se  facciamo  rotare  (otta  la  figura  intorno  alla 
retta  OC,  vedremo  facilmente  che: 

Quando  il  polo  è esterno  alla  sfera,  il  piano  polare  taglia 
la  superficie  della  sfera  in  una  circonferenza  di  cerchio  eh’ è la 
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curva  di  confano  di  un  cono  reno  circoscritlo  alla  sfera,  avente 
il  vertice  al  polo. 

i6.  I piani  polari  dei  punti  di  un  piano  , rispetto  ad  una 
sfera,  passano  pel  poh  di  questo  piano,  (fig.  482 ) 

Sia  P il  piano  polare  del  punto  p rispetto  alla  sfera  di 
centro  C,  e p'  un  punto  qualunque  di  questo  piano:  dicoche 
il  piano  polare  di  p'  è il  piano  P'  condotto  dal  punto  p per- 
pendicolarmente alla  retta  Cp'.  Il  teorema  è dimostralo  quando 
avremo  provaloche  il  puntoad’intersezione  di  P' colla  retta  Cp' 
è il  coniugalo  armonico  di  p'  rispetto  ai  ponti  D , E nei  quali  Cp* 
incontra  la  sfera.  Ora  se  per  la  retta  Cp'  conduciamo  un  terzo 
piano  Q perpendicolare  ai  piani  P e P',  esso  taglierà  questi 
ultimi  rispettivamente  nelle  rette  II  e n’.  La  retta  iT  passerà 
pel  ponto  p e la  retta  n sarà  la  polare  di  p rispetto  al  cer- 
chio prodotto  nella  sfera  dal  piano  Q.  Ora  sappiamo  che  il 
punto  p'  ha  per  polare  rispetto  a questo  cen  hio  la  retta  If; 
dunque  il  punto  a è il  coniugalo  armonico  di  p'  rispetto  ai 
punti  D,  E e per  conseguenza  il  teorema  è dimostralo. 

Da  questo  teorema  segue  che  : se  più  coni  circoscritti  ai 
una  sfera  hanno  i loro  vertici  sopra  uno  stesso  piano  P,  i piani 
delle  loro  basi  passano  per  uno  stesso  punto  p,  polo  del 
piano  P. 

16.  Poiché  i piani  polari  dei  punti  della  retta  n passano 
tutti  pel  punto  p,  e sono  perpendicolari  a quello  che  con- 
tiene la  linea  n e il  centro  C della  sfera,  ne  segue  che  tutti 
questi  piani  passano  per  una  stessa  linea  retta  n,  condotta 
pel  punto  p perpendicolarmente  al  piano  anzidetto.  Le  rette 
n e n,  si  chiamano  reciproche;  talché: 

/ piani  polari  dei  punti  di  una  retta  rispetto  ad  una  sfera, 
passano  per  un’  altra  linea  retta,  reciproca  della  prima. 

17.  I poli  dei  piani  che  passano  per  uno  stesso  punto  sono 
situati  sul  piano  polare  di  questo  punto. 

Dimostrazione  analoga  a quella  del  teorema  (13). 

Da  questo  teorema  segue  che  : se  più  coni  sono  circo- 
scritti  ad  una  sfera  in  modo  che  i loro  piani  passino  per  uno 
stesso  punto  p,  il  luogo  dei  loro  vertici  è il  piano  P,  piano  po- 
lare di  p. 
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18.  Dal  teorema  precedente,  ragionando  come  nel  n°  14 
si  deduce  il  seauenle  teorema  : 

I poli  dei  pittai  che  passano  per  una  slessa  linea  retta  sono 
sopra  un’  altra  linea  retta  reciproca  della  pi  ima. 

19.  Immaainiarao  eoiidullu  per  la  retta  n ffig.  4S2)  una 
serie  di  piani  che  tagliano  nella  sfera  i cerchi  C,  C',  C". .. .; 
e pel  centro  C un  piano  perpendicolare  alla  retta  n,  che  in- 
contra questa  retta  nel  punto  A e la  sfera  nel  cerchio  C,. 
Quest’  ultimo  piano  incontra  i primi  seguendo  rette  che  pas- 
sano pei  centri  delle  rispettive  circonferenze  e pel  ponto  A. 
Indichiamo  con  M,  N;  iM',  N';  M",  N"  i punti  nei  quali  cia- 
scuna di  queMe  rette  incentra  la  circonferenza  corrispon- 
dente. 1 poli  della  retta  (1  rispetto  alle  circonferenze  G,C'.... 
dovendo  essere  i coniugati  armonici  del  punto  A rispetto  ai 
punti  M,  N;  M',  N*;  ec.,  ne  segue  evidentemente  che  essi 
dovranno  trovarsi  sulla  polare  del  punto  A rispetto  al  cer- 
chio C,.  Quindi  : 

il  luogo  dei  poli  di  una  retta  II,  rispetto  a tutti  i cerchi 
situali  sopra  una  sfera  e passanti  per  n,  è la  retta  reciproca 
di  n. 

20.  In  modo  analogo  si  prova  che: 

il  luogo  delle  polari  di  un  punto  rispetto  a tulli  i cerchi 
situali  sopra  una  sfera  e passami  per  questo  punto  ^ ò il  piano 
polare  di  questo  stesso  punto. 

21.  Se  quattro  punti  presi  come  poh  sono  in  linea  retta, 
il  loro  rapporto  anarmonico  è uguale  a quello  dei  loro  quattro 
piani  pidari. 

Infatti  questi  quattro  piani  passano  per  una  stessa  retta: 
dippiù  le  quattro  rette  condotte  dal  centro  della  sfera  ai 
quattro  poli  fanno  fra  loro  angoli  eguali  a quelli  dei  quattro 
piani  polari;  dunque  ec. 
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JVOTA  IX. 

Helodo  delle  polari  reciproche. 

1.  Sia  ABCD  un  potigono  qualunque  (fig.  4g3).  Da  un 
pnnto  O del  suo  .piamo  conduciamo  ai  suoi  tali  le  perpen- 
dicelacì,  Oa,  0/>,  Oc,  Od,  sulle  quali  prendiamo  punii 
A',  B,  C,  D'  tali  che  si  abbia  OA'  Oa  ^ Ofi'  . 06 
= OC'  . Oc  = OD'  . Od  = fe*,  ove  fe*  è uua  qitanlilà  co- 
staste: i prmti  A',  fi',  C',  D'  sono  i poli  delie  reite  AB,  BC, 
CD,  AD  relalivaaiente  ad  un  cerchi»  di  centro  O e di  rag- 
gio k;  e reciprocamente  i punii  A , fi,  C,  D sono  i poli  delle 
rette  A'D',  A'fi',  B'C',  CD'.  Quindi  i due  paligoni  ABCD  e 
A'B'C'D'  hanno  la  proprietà  che  i vertici  e i lati  dell’  uno 
sono  i poli  e le  polari  dei  lati  e dei  vertici:  dell’  altro. 

Due  figure  rettilinee  diconsi  polari  recifiroche  quando 
ciascuna  linea  dell’  una  iha  per  suo  polo  rispetto  a un  dato 
cerchio  un  punto  oorrispontlenle  dell’altra  e reci[irocamenle. 
1 poiigosi  aBCD  e A'BC'D'  sono  quindi  figure  polari  reci- 
proche ; e la  costrueione  precedente  mostra  che  si  pi»  sem- 
pre formare  la  figura  polare  reciproca  ad  un  poligono  dato. 

2.  Sia  5 una  curva  piana  qualunque  (fig.  A&4).  Da  un 
ponto  O del  suo  piano  cosduciam»  alta  tangente  PT  nel 
punto  P la  perpendicolare  OT,  willa  quale  prondiamo  tm 
punto  p tale  che  si  ablàa  Op ..  OT  = k*,  ove  le*  ò una 
quantità  costante  : il  paolo  pòi!  palo  della  tangente  ,PT  ri- 
spetto al  cerchio  di  centro  0 e di  raggio  It.  U luogo  del 
ponto  p è una  curva  s tale  che  ciascuna  tangente  p(  ad  essa 
è la  polare  del  punto  cori  ispondente  P della  curva  data  S. 
Infatti,  poiché  p e p'  sono  i poli  delle  rette  PT  e FT',  il 
punto  Q sarà  il  polo  della  corda  pp'.  Supponiamo  ora  che  il 
ponto  F 'SÌ  avvicini  costantemente  al  punto  Ppailora  il 
punto  Q e ta  corda  pf>'  tenderanno  rispetlivamenle  verso  il 
punto  Pi<e  la  langenl«>p<;  ilunque  al  limile  il  ponto  P sarà 
il  polo  delia  laiigeiile  pi. 
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Due  corvè  diconsi  polari  reciproche  quaodo  ciascooa 
tani;ente  ad  una  di  esse  ha  per  polo  rispello  a oo  dato  cer- 
chio on  punto  corrispondente  dell’ altra  e reciprocamente. 
Le  curve  S e s sono  quindi  polari  reciproche. 

Il  metodo  delle  polari  reciproche,  caso  particolare  della 
irasrormazione  generale  delle  ligure,  è stato  osalo  con  molto 
successo  dai  geometri  moderni  e precipuamente  da  Poncb- 
:.ET.  r.omunque  la  sua  maggiore  utilità  si  riscontri  vera- 
mente nelle  parti  superiori  delle  matematiche;  tuttavia  è 
bene  conoscerne  fin  d’ora  i principii  elementari,  che  noi 
verremo  dichiarando  sopra  qualche  esempio. 

3.  Siano  ABCDEF  (fig.  485^  un  esagono  iscritto  in  un  cer- 
chio e abcdef  l’esagono  circoscritto  formato  dalle  tangenti 
condotte  dai  vertici  del  primo:  questi  due  poligoni  sono  figure 
polari  reciproche.  Le  diagonali  ad,  be,  c/*  dell’ esagono  cir- 
coscritto sono  le  polari  dei  punti  di  concorso  dei  lati  opposti 
dell’esagono  iscritto;  ma  pel  teorema  di  Pascal  questi  punti 
sono  in  linea  retta;  dunque: 

Le  linee  che  unUamo  i punii  o/>po«(i  di  un  esagono  cir- 
coscrillo  ad  una  circonferenza  *’  incontrano  in  un  punto. 
Questo  teorema  è dovuto  a Biiianchon  I teoremi  dì  Pascal 
e di  BKlA^CHo^  sono  quindi  mutuamente  polari,  talché  uno 
è conseguenza  dell’  altro. 

4.  Sieno  ABC,  abc  due  triangoli  polari  recìproci  rispetto 
ad  on  cerchio  dì  centro  O (fig.  487j.  Sappiamo  che  le  altezze 
AM,  BN,  CP  del  primo  triangolo  s’incontrano  in  uno  stesso 
punto  I;  quindi  ì poli  m,  n,  p di  queste  (re  altezze  sono  in 
linea  retta.  La  ricerca  dì  questi  polì  è agevolissima  avendo 
presenti  i seguenti  principii. 

1°.  / poli  di  più  rene  concorrenti  in  un  punto  zi  trovaw) 
sulla  polare  di  questo  punto  (pag.  93); 

2’’.  I poli  di  due  rette  perpendicolari  si  trovano  sopra  due 
raggi  perpendicolari. 

In  virtù  del  primo  principio  il  polo  di  AM  deve  trovarsi 
sopra  bc  polare  di  A ; in  virtù  del  secondo  questo  polo  deve 
trovarsi  altresì  sulla  perpendicolare  Om  al  raggio  Oa;  dun- 
que sarà  nel  punto  m intersezione  dì  Om  con  bc.  AI  modo 
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slc.sso  si  procederebbe  per  trovare  p e n.  Quindi  abbiamo  ii 
sc<;uenle  teorema: 

Se  da  un  punto  O it  condwono  delle  rette  ai  vertici  di 
un  triangolo  ahc  e delle  perpendicolari  a queste  rette  ; e se 
ciascuna  perpendicolare  si  prolunga  sino  a che  incontri  il  lato 
opposto  al  vertice  che  le  corrisponde;  i tre  punti  m,  n,  p cosi 
ottenuti  sono  sopra  una  medesima  linea  retta. 

5.  1 due  esempi  che  abbiamo  dati  sono  sufllricnli  per 
Tar  comprendere  ai  giovani  lo  spirito  del  metodo  in  discorso; 
e far  loro  manifesto  come  tulli  i teoremi  risguardanti  pro- 
prietà descrittive  delle  tigure  si  possano  raddoppiare  trasfor- 
mandoli col  detto  metodo  II  quale  si  applica  anche  alla  tras- 
formazione delle  proprietà  metriche  delle  figure  ; cosi  il 
teorema  19  Nota  IV  e il  teorema  25  Nola  VI  sono  recipro- 
camente polari  ; come  lo  son  pure  il  teorema  di  Dbsargues 
(pag.  440)  e il  seguente:  le  quattro  rette  condotte  da  un  punto 
qualunque  ai  vertici  di  un  quadrilatero  circoscritto  ad  una  cir- 
conferenza e le  due  tangenti  condotte  da  questo  stesso  punto  al 
cerchio  dato  formano  un  fascio  in  involuzione.  Questi  esempi 
sono  facilissimi  e non  hanno  bisogno  di  dichiarazioni.  Per 
mostrare  però  come  si  possa  procedere  in  casi  più  complicati 
proverò  che  i teoremi  26  e 28  Nota  VI  sono  reciprocamente 
polari.  Supporrò  conosciuto  il  secondo  e sia  abcd  il  quadri- 
latero polare  reciproco  al  quadrilatero  ABCD  rispetto  a cir- 
conferenza O (fig.  486j.  Dai  vertici  del  poligono  circoscritto  ' 
abbasso  le  perpendicolari  aa\  bb’,  cc\  dd!  sulla  tangente  TX' 
polare  del  punto  m dato  sulla  circonferenza.  Poiché  m e J 
sono  i poli  di  TX'  e di  AD  e m e b i poli  di  XX'  e di  BC, 
abbiamo  (Nola  Vili,  n”.  3), 

M _ ^ bO^ 

mp  mO  ’ niq  mO  ’ 

da  cui 


dd’’  . bb'  _ dO  . ho 

mp  . mq  ~ m(J^  ' 


32 
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AI  modo  slesso  troviamo 

cc’  . aa!  _ rO  . aO 
mr  . mi  mO^  ’ 

e per  conseguenza 

dd'  . hh’  _ dO  . IO 
cc'  . aa!  cO  . oÒ  ’ 


la  quale  relazione  dimostra  il  teorema  26. 

6.  I melodi  precedenti  tuttavia  non  sono  applicabili  alla 
trasformazione  di  qualunque  proprietà  metrica.  Un  metodo 
generale  per  eseguire  questa  trasformazione  è dovalo  aH’uf- 
fiziale  di  artiglieria  Mannheim;  gioverà  darne  un  cenno. 

Sia  AmB  un  angolo  ed  o un  punto  qualunque  nel  suo 
piano  (fig.  488j.  La  figura  polare  reciproca  dell’angolo  dato 
rispetto  ad  un  cerchio  di  centro  o è la  retta  ab,  i cui  estremi 
a,  b sono  rispettivamente  i poli  di  Am  e di  mB.  Dal  punto  o 
conduciamo  una  trasversale  qualunque  cd  e la  retta  om  eh’  è 
perpendicolare  ad  ab;  finalmente  dai  punti  ae  b abbassiamo 
le  perpendicolari  ac^  e bdj  sopra  cd.  Osservando  che  ac,  è la 
polare  del  punto  c e bd,  la  polare  di  d c supposto  eguale  ad  1 

1 1 

il  raggio  del  cerchio  direttore,  abbiamo  od,  = —,oc,  = — . 

od  oc 

D’ altra  parte 

. ■ c 1 d,  od  ] oc, 

sen  dom  = sen  bac,  = = , 

ab  ab 


in  virtù  della  relazione  c,  d,-h  d,  o-\- oc,  = 0 . 
Quindi 


ab  — 


1 1\  1 

.od  oc)  sen  dom 


(1) 


Poiché  ab  dipende  solamente  dall'angolo  dato  e dalla 

posizione  del  punto  o,  ne  segue  che  ì — -, — è co- 

\od  oc  J sen  dom 

stante  qualunque  sia  la  trasversale  condona  dal  |>unto  o.  .Ma 
nel  caso  in  cui  la  trasversale  sia  od!'  parallela  ad  Am,  quel- 
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1 1 

l’espressione  è uguale  a gènd'iofn  ~ essendo  perpen- 

dicolare ad  om;  dunque  in  generale 


f---ì 

\od  ocj 


) 1 - 

1 

/ sen  dom 

“ d"r 

Per  una  trasversale  «/'condotta  da  un  altro  punto  p di  om, 
avremo 


^1  1 \ 1 1 

pf  pe)  seti  fpm  f'r'  * 


-,  d"r  om  ... 
Ma  7^  = — ; quindi 
/"r'  pm  ^ 


om  \\)f  fé)  sen  fpm 


(2) 


Se  la  trasversale  ef  è perpendicolare  ad  om  o parallela  ad 
Am,  avremo  nel  primo  caso, 


L) 

om  \pi  pe  ) 


(3j, 


e nel  secondo 


_ pm  i 1 pm 

* om  * pf  ' seti  fpm  om'  fr' 


i*ì 


Se  la  trasversale  è c'd'  perpendicolare  ad  om,  1’  espres- 
sione (t)  diventa 


(8); 


e in  quest’ ultimo  caso  ab  esprime  anche  la  perpendicolare 
abbassala  dal  punto  b sopra  la  polare  del  punto  c’  rispetto  al 
cerchio  o.  Talché  la  relazione  f5)  può  considerarsi  come 
una  trasformazione  della  distanza  di  un  punto  ad  una  reità. 

I valori  precedenti  di  ab  servono  a trasformare  le  pro- 
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priclà  metriche  delle  fli?ure,  come  mostreremo  con  qualche 
esempio.  Ma  prima  osserverò  che  nella  formazione  del  se- 
condo membro  dell’  eguaglianza  (1)  bisogna  cominciare  dal 
reciproco  del  segmento  od,  che  termina  alla  retta  B pò- 
lare  della  seconda  estremila  di  ab. 

7.  Dati  tre  punti  a,  b,  c situati  sopra  una  linea  retta  M , 

sappiamo  che  si  ha 

. ab-i-bc-^ca  = 0 . 

Sieno  A,  B,  C le  polari  dei  tre  punti  a,  b,  c rispetto  al 
cerchio  o,  che  passano  pel  punto  m polo  della  retta  M.  Con- 
duciamo la  retta  om  che  indicheremo  con  D,  e una  trasver- 
sale qualunque  che  incontra  le  quattro  retle  A,  D,  B,  C in 
punti  che  per  semplicità  rappresenteremo  con  a,  b,  c,  d. 
Trasformando  i segmenti  ab , bc , ca  mediante  I’  espres- 
sione (2),  la  relazione  proposta  si  trasformerà  nell’altra 


la  quale  si  vede  facilmente  che  può  scriversi 
ab.cd-hac.  db  -h  ad  .bc  = 0, 

espressione  già  da  noi  trovata  per  altra  via  nella  Nota  IV. 

8.  Sappiamo  (Nota  IV)  che  il  rapporto  anarmonico  di 
quattro  punti  m,  n,  p,  q posti  in  linea  retta  può  scriversi 
sotto  la  forma 

_i ^ 

q«i ^ 

qp 

Indichiamo  con  M,  N,  P,  Q le  polari  dei  punti  m, 
n,  p,  q che  concorrono  nel  punto  s polo  della  retta  data 
rispetto  al  cerchio  di  centro  o.  Conduciamo  os  che  chiame- 
remo C e una  trasversale  qualunque  che  taglia  M,  N,  P,  Q,  C 
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in  ponti  che  per  seroplicilà  indicheremo  anche  con  m,  u, 
p,  q,  c.  Dalla  relazione  (2)  avremo 


qm  = 

c s 1 

r 1 

1 

0 s ' 

cm 

cq  ) 

^ SCìl 

r 

qp  = 

C S 1 

f- 

1 

0 s 

\ cp 

cq  J 

sen 

T 

ec.  ; 


e per  conseguenza  la  proposta  relazione  si  trasforma  nel- 
l’altra 

1 1 

j JL  ~ JL L 

cm  cq  cp  cq 


1 J_  1 

cn  cq  cp  cq 

la  quale,  come  è facile  veriGcare,  (Nota  IV,  n®  11,  eq:  7), 
esprime  il  rapporto  anarmonico  dei  quattro  punti  nt,  n,  p,  q 
in  funzione  delle  loro  distanze  ad  un  punto  arbitrario  c. 

Trasformando  ora  i segmenti  cm,  cq,  ec.  colla  solila 
espressione  (2),  l’ ultima  relazione  si  trasformerà  nell’ altra 

1 1 

I I I I 

1 _ 1 T T j 1 1 1 

am  ac  aq  ac  ap  ac  aq  ac 

' 1 i 

l l — l 

j__j_  1 _i_  i. i_ 

an  ac  aq  ac  ap  ac  aq  ac 


che  rappresenta  il  rapporto  anarmonico  dei  quattro  punti 
«»,  n,  p,  q in  funzione  delle  loro  distanze  a due  punti  arbi- 
trari! a,  c. 
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Sieno  m,  n,  p,  q;  n\  p',  q'  punii  corrìspondenli  di 
due  divisioni  omografiche  falle  sopra  due  relle;  a,  c due 
ponti  arbitrari  della  prima;  b',  «f  due  punti  arbitrari  della 
seconda.  Se  1*  eguaglianza  dei  rapporti  anarmonici  dei  due 
sistemi  di  punti  si  rappresenta  con  l’espressione  precedente, 
e se  si  suppone  che  tutti  i punti  sieno  fissi  eccetto  tn,  m’, 
avremo 


a m a c b' m‘  b'd! 


ove  a,  p,  7,  a',  /3',  y'  sono  costanti.  Questa  espressione, 
indicando  con  p,  v nuove  costanti  espresse  per  mezzo  delle 
precedenti,  può  scriversi  sotto  la  forma 


(am  ac)(b’m'  6'd')‘^^(om  ac)~^^{b'm'  b'd)'^^~°‘ 


Ma  _ i = -2^,  ‘ 

a m a c a m . a c b ml 


i 

bfd! 


m'd' 


b'm'  . b‘d‘  ’ 


quindi  l’ espressione  precedente  diventa 


am  b'm' 
cm  ’ d 'm' 


am 

cm 


b'm! 

p T, — r -i-  V = 0. . . . (o) 

d m ' ' 


Se  nella  medesima  espressione  di  sopra  si  effettuano  le 
moltiplicazioni  indicale,  troveremo 

1 \ \ p 

am  * b'm'  om  Vm'  ® > 

che  può  scriversi 

am  . b'm'  -t-  X . am  -t- f* . b'm'  -i-  v = o , . . . . (b) 

Le  relazioni  (a)  e (b)  sono  dovute  a Cjusles  e servono 
per  rappresentare  la  divisione  omografica  di  due  rette.  È 
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chiaro  che  le  costanti  p e v hanno  valori  diversi  nelle 
relazioni  precedenti. 

9.  Dato  un  triangolo  rettangolo  abc  (fig.  489j,  sappiamo 
che 

c6*  = ac®  6a*  ; 


si  vuol  trasformare  quest’  eguaglianza. 

Sia  a'6'c'  il  triangolo  polare  reciproco  di  ahc  rispetto 
alla  circonferenza  o.  I punti  6'  e-c'  essendo  poli  di  ac,  ab 
l’angolo  l/oc'  è eguale  all’angolo  cab,  cioè  è retto.  Quindi 
applicando  la  relazione  (5)  troveremo 


1 


ob" 


Condotta  per  o la  retta  mn  pcipendieolare  ad  oa'  avremo 
parimente 


1 


on  om 

Quindi  r espressione  proposta  si  trasforma  nell’  altra 


cioè:  Se  in  un  triangolo  qualunque  a'b'c'  si  prenda  un  punto  o 
tale,  che  l’ angolo  b'oc'  sia  retto,  si  ha 


Se  il  punto  b si  confondo  col  punto  o,  i lati  eb,  ab  pas- 
seranno per  0,  e per  conseguenza  i loro  pdi  rispettivi  a',  c' 

vanno  all’ infinito;  laonde-^  , —,  , 4:;:,  sono  uguali  a zero, 

on  oc  ob' 

e r espressione  precedente  diventa 

_L  - J-  JL 

oni  * oc"  - ^ ob'  ^ ° 
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Ma  il  triangolo  oc"b'  è rettangolo  in  o,  e om  è i’allezz^i 
(li  questo  trianuolo  perchè  oa'  è parallela  a b'a';  quindi 

In  un  triangolo  rettangolo,  la  gomma  delle  reciproche 
dei  quadrali  dei  lati  dell'  angolo  retto  è uguale  alla  reciproca 
del  quadralo  dell’  altezza. 

Applicando  questo  teorema  al  triangolo  rettangolo  abc, 

0 osservando  che  la  perpendicolare  a p è data  da  — — — 

oa'  oa"  ’ 


avremo, 


la  qual  relazione  ha  luogo  per  un  triangolo  qualunque  a'b’c 
0 per  un  punto  o tale  che  I’  angolo  b'oc'  sia  retto. 

Per  altri  particolari  vedi  Mannueim,  Transformalion  deg 
propriéle's  me'lriqueg  des  figures. 


KOTA  JL. 

Sezioni  coniche. 

Nel  Libro  VII  sono  state  considerate  le  intersezioni  del 
cono  con  piani  passanti  per  l’asse  o con  piani  perpendico- 
lari allo  stesso.  In  questa  Nota  ci  proponiamo  di  studiare  le 
intersezioni  del  cono  con  piani  inclinati  all’asse. 

Avvertiamo  che  per  brevità  useremo  la  parola  cono  per 
indicare  il  cono  circolare  retto;  tolte  le  volte  che  vorremo 
parlare  del  cono  obliquo,  lo  dichiareremo  espressamente. 


I. 


Sia  (fig.  490;  491, 492j  A'  O'  B'  la  sezione  principale  del  co- 
no, cioè  quella  formata  da  un  piano  condotto  per  l’asse  perpen- 
dicolarmente alla  base.  Tagliamo  il  cono  con  nn  piano  perpcn- 
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(licolare  a quello  della  sezione  principale  ed  obliquo  alfassc; 
e sia  aB  l’intersezione  di  questi  due  piani;  l’ansolo  A"AI> 
può  essere  minore  , maggiore  o eguale  all’angolo  A"0'B'.  Ne^ 
primo  e nell’ultimo  caso  il  piano  secante  taglia  solo  una  metà 
della  superficie  conica  ; nel  secondo  entrambe  le  parti.  Nel 
primo  caso  la  linea  d’ intersezione  è una  curva  chiosa  che  si 
chiama  ellisse;  nel  secondo  la  linea  d’intersezione  si  com- 
pone di  due  curve  distinte  e dicesi  iperbole;  nel  terzo  final- 
mente è una  curva  detta  parabola  che  é chiusa  da  una  parte 
e dall’  altra  si  estende  all’  infinito. 

Le  Ire  curve  si  distinguono  poi  col  nome  generico  dì 
sezioni  coniche  o semplicemente  coniche. 

L’intersezione  AB  dei  piano  della  sezione  principale 
col  piano  secante  si  chiama  asse  della  sezione  conica.  Nel- 
r ellisse  l’asse  ha  una  lunghezza  determinata  AB.  Nell’iper- 
bole l’asse  è veramente  una  retta  illimitata;  ma  per  analo- 
gia coll’ellisse  s’intende  per  asse  dell’iperbole  la  parte  di 
questa  retta  compresa  fra  i punti  A e B nei  quali  essa  in- 
contra la  curva.  Nella  parabola  l’ asse  non  ha  lunghezza  de- 
terminata. 

1 punti  nei  quali  l’ asse  incontra  il  perimetro  della  curva 
diconsi  vertici.  La  parabola  ha  un  sol  vertice  A;  l’ellisse  c 
l’iperbole  ne  hanno  due  A e B. 

Nell’ellisse  e nella  iperbole  il  punto  ad  egual  distanza 
dai  vertici  dicesi  centro.  La  parabola  non  ha  centro,  o in  al- 
tre parole  il  suo  centro  è all’  infinito. 

Se  nel  piano  della  sezione  principale  descriviamo  un 
cerchio  GFG'  tangente  alle  due  generatrici  opposte  O'A',  O'B’ 
c aU'asse  AB,  il  punto  di  contatto  F di  questo  cerchio  con 
l’asse  si  chiama  fuoco  della  sezione  conica.  È chiaro  che  la 
parabola  ha  un  solo  fuoco , mentre  l’ ellisse  e la  iperbole  ne 
hanno  due. 

Se  facciamo  girare  il  cerchio  GFG'  intorno  all’asse  del 
cono,  verremo  a descrivere  una  sfera  iscritta  nel  cono.  Sia 
GRG*  la  curva  di  contatto;  sappiamo  che  essa  è un  cerchio 
il  coi  piano  è perpendicolare  all’  asse  del  cono.  Questo  piano 
incontra  quello  della  sezione  conica  in  una  retta  NL  perpen- 


Digìtized  by  Google 


494 


NOTE. 


dicolare  all’  asse  delia  sezione  conica.  Questa  retta  ha  rice- 
vuto il  nome  di  direUrice.  È manifesto  che  la  parabola  ha  una 
sola  direttrice,  menire  l’ellisse  e la  iperbole  ne  hanno  due. 

Il  punto  in  cui  la  direttrice  incontra  l’ asse  della  sezione 
conica  si  chiama  piede  del  la- direttrice. 

La  distanza  fra  un  punto  di  una  sezione  conica  e il  fuoco 
dicesi  ragqio  rettore. 

Nell’ellisse  e nell’iperbole  la  distanza  fra  un  fuoco  e il 
centro  dicesi  eceentriciià. 


i.  Da  un  punto  qualunque  M di  una  sezione  conica 
conduco  il  piano  CMC  per|>endicolare  a quello  della  sezione 
principale;  l’ intersezione  MP  dei  piani  CMC  e AM6  essendo 
perpendicolare  al  piano  della  sezione  principale,  è altresi 
perpendicolare  alle  due  rette  AB  e CC. 

Ciò  posto,  le  rette  NG’  e PC'  essendo  parallele,  avremo, 
per  l’ ellisse  e l’ iperbole 


BN  _ NP 
BG’  “ G C ’ 


e per  la  parabola 


NP  _ 
G C ■" 


1 


Ma  BG'  = BF,  GC  = MK  = MF;  quindi  per  l’ellisse  e la 
iperbole 

BN  _ NP 

Bf  “MP’ 


per  la  parabola 


NP_ 

MP  “ 


1 


(2). 


La  relazione  (2)  si  poteva  dedurre  dalla  (1)  osservando  che 
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nella  parabola  il  punto  B essendo  all’  infinito,  il  rapporto 
è eguale  all’  unità. 

Poiché  NP  è la  distanza  fra  il  punto  M e la  direttrice 
NL,  le  relazioni  (1)  e (2)  esprimono  la  seguente  proprietà  ge- 
nerale delie  sezioni  coniche  ; 

In  Qualunque  sezione  conica  il  rapporto  fra  le  disianze  di 
ciascun  punto  della  curva  al  fuoco  e alla  direttrice  corrispon- 
dente è costante, 

2.  lo  virtù  di  questo  teorema  si  ha 

BN 

BF"  AF  ’’ 

cioè: 

Nell’  ellisse  e nell’  iperbole  i punti  N cd  F dividono  armo- 
nicamenle  V asse  AB. 

3.  Nell’ellisse  BF  < BN,  quindi  AF  < AN. 

Nella  iperbole  BF  > BN,  quindi  AF  > AN. 

Nella  parabola  AF  = AN. 

Dunque: 

La  distanza  del  vertice  A al  fuoco  F di  una  sezione  co- 
nica è minore,  maggiore  o uguale  alla  distanza  dello  stesso 
vertice  alla  direttrice  NL,  secondo  che  la  curva  è una  ellisse, 
una  iperbole  o una  parabola;  o in  altri  termini: 

La  sezione  conica'  è una  ellisse , una  iperbole  o una  para- 
bola secondochè  il  rapporto  costante  delle  distanze  di  un  punto 
della  curva  al  fuoco  e alla  direttrice  corrispondente  è minore, 
maggiore  o eguale  all’  unità. 

MF 

Per  questa  ragione  al  rapporto  è stalo  dato  il  nome 

di  rapporto  o ragione  determinante. 

4.  Da  quel  che  precede  segue  che: 

Il  luogo  geometrica  dei  punti  equidistanti  da  un  punto 
€ da  una  retta  fissi  è una  sezione  conica  di  cui  il  punto  e la 
retta  dati  sono  il  fuoco  e la  direttrice  corrispondente. 

Questo  teorema  permette  di  costruire  le  coniche  sopra 
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nn  piano,  dati  che  sieno  la  direttrice , il  fuoco  corrispon- 
dente e la  ragione  determinante. 

Si  confronti  questa  genesi  delle  sezioni  coniche  con  quella 
del  cerchio  (pag.  91). 

{$.  Prolungando  MP  sino  a che  incontri  di  nuovo  la 
curva  nel  punto  M';  avremo  MF  = M'F,  e quindi  MP  = M'P; 
dunque: 

Le  sezioni  coniche  sono  simmelriche  rispello  al  loro  asse. 

Alla  stessa  conseguenza  si  giunge  osservando  che  il  cono 
è simmetrico  relativamente  al  piano  della  sezione  principale. 

6.  1 quattro  punti  N,  A,  F,  B formando  una  proporzione 
armonica,  se  indichiamo  con  O il  centro  delFellisse  e della 
iperbole  avremo  (pag.  87 , teor.  I) 

OA»  = ON  X OF; 


cioè  : 

Nell'  ellisse  e nella  iperbole  il  semi-asse  è medio  proporzio- 
nale fra  le  disianze  del  centro  al  fuoco  e alla  direllrice  corri- 
spondente. 

7.  La  relazione  precedente  si  può  scrivere 

OF  OA 
OA  ~ ON’ 


da  cui 


OF  OA 

OA  — OF  ~ ON  — OA 


ovvero 


ÒA  ~ AN  ’ 


ma  OF  è l’ eccentricità  ; dunque  : 

Nell’  ellisse  e nella  iperbole  la  ragione  determinante  è ugu'ile 
al  rapporto  dell’  eccentricità  al  semi-asse. 

8.  Chiamando  N'  il  punto  nel  quale  la  seconda  direttrice 
incontra  l’asse,  avremo 

AF  _ OF  _ 20A  _ ^ . 

ÀN  — OA  “ 20N  ~ NN'  ’ 

cioè: 
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Nell’ellisse  e nella  iperbole  la  ragione  delerminanle  è uguale 
al  rapporto  dell’  asse  alla  disianza  delle  due  direttrici. 

9.  Per  r ellisse  e l’ iperbole  si  ha 

MF'  MF 
P.V  ~ PN’ 

da  cui,  per  F ellisse 

MF'  -f-  MF  _ MF  _ AB 
PN'  -t-  PN  ~ PN  ~ NN'’ 

e per  F iperbole 

MF'  — MF  _ MF  A B 
PN'^PN  ~ PN  “ NN'* 


quindi  per  F ellisse 

MF'  MF  ab, 


c per  F iperbole 

•MF  — MF  = AB; 


dunque  : 

Nell’ellisse  la  somma  e nella  iperbole  la  differenza  dei  raggi 
vettori  di  un  punto  qualunque  della  curva  è uguale  aW  asse. 

Da  questo  teorema  sì  deduce  una  costruzione  deli’ ellisse 
e della  iperbole  per  punti,  dati  che  sicno  l’asse  corrispon- 
dente e i fuochi. 

10.  Dal  centro  0 dell’  ellisse  conduciamo  CD  perpendi- 
colare ad  AB  (fig.  493j.  È facile  vedere  che  la  curva  è simme- 
trica rispetto  a CD:  per  questa  ragione  si  dice  che  l’ellisse  ha 
un  secondo  asse  CI).  Inoltre  si  ha  CD  <2  CF;  ma  2 CF  = AB; 
dunque  CD  < AB;  laonde  gli  assi  AB  e CD  si  distinguono 
col  nome  di  asse  maggiore  e asse  minore  rispellivamente. 

Da  ciò  segue  anche  che  le  distanze  dei  vertici  dell’  asse 
minore  ai  fuochi  sono  eguali  al  semi-asse  maggiore. 

11.  Costruiamo  il  rettangolo  COFT ; poiché  OT  = FC  = 0 A , 
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il  punto  T appartiene  alla  circonferenza  che  ha  per  centro 
O e per  raggio  OA  ;e  per  conseguenza  AF  X FB  = FT*  = OC*, 
cioè  ; V asse  maggiore  di  una  ellisse  è diviso  da  un  fuoco  in 
due  segmenti  t'{  cut  prodotto  è uguale  al  quadralo  del  semi-asse 
minore. 

12.  Conducendo  pel  centro  della  iperbole  una  perpendi- 
colare all’asse,  la  curva  sarà  simmetrica  rispetto  a questa 
retta  ma  non  la  incontrerà.  Se  sopra  questa  retta  prendiamo 
due  punti  C e D equidistanti  da  O e tali  che  OC*  = AF  X F"®» 
per  conservare  l’analogia  con  l’ellisse,  si  dice  che  la  por- 
zione di  retta  CD  è un  secondo  asse  della  iperbole  : AB  si 
dice  asse  trasverso,  CD  non  trasverso. 

13.  Sia  N un  punto  esterno  all’  ellisse  ; conduciamo 

NF,  NF',  MF'.  Nel  triangolo  NMF'  si  ha  MN  h-  NF’  > MF'  e 
per  conseguenza  NF  ■+■  NF'  > MF  -t-  MF'  > 2 a.  Per  un 
punto  interno  N'  si  troverebbe  N'F  N'F'  < 2o.  Dunque: 
per  un  punto  esterno  o interno  all’  ellisse  la  somma  dei  raggi 
vettori  è nel  primo  caso  maggiore,  nel  secondo  minore  del- 
l’asse AB. 

Un  ragionamento  analogo  applicalo  alla  iperbole  con- 
duce al  teorema:  per  un  punto  esterno  ò interno  all’iperbole 
la  differenza  dei  raggi  vettori  è nel  primo  caso  minore,  nel  se- 
condo maggiore  dell’  asse  trasverso. 

Le  proprietà  precedenti  permettono  di  descrivere  per 
ponti  una  ellisse  e una  iperbole,  dati  che  sieno  i due  assi. 

H.  Sul  prolungamento  di  MF  ((ig.  494J  prendiamo  una 
porzione  MG  = MF',  e conduciamo  GF'  e la  bisettrice  MD 
dell’  angolo  GMF'.  Sia  N un  punto  qualunque  di  MD';  tiriamo 

NG,  NF',  NF.  È chiaro  che  D'G  = D'F'  e per  conseguenza 
NG  = NF'.  Ma  NG  -+-  NF  > FG,  cioè  NF’  -v-  NF  > AB;  dun- 
que il  ponto  N è esterno  alla  curva,  e la  retta  NMD'  è tan- 
gente all’ellisse  nel  punto  M.  Laonde: 

Se  da  un  punto  dell’  ellisse  si  conducono  i raggi  vettori,  la 
retta  che  diride  per  metà  l’ angolo  formato  da  uno  di  questi 
raggi  e dal  prolungamento  delf  altro,  è tangente  alla  curva. 

L’ inversa  di  questa  proposizione  è evidente. 

La  reciproca  è vera  ; cioè  : 
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Una  langenle  ND'  all' ellisse  fa  coi  raggi  vettori  condotti  al 
punto  di  contatto  M gli  angoli  NMF,  D'MF'  eguali. 

Con  un  ragionamento  analogo  si  dimostra  che: 

Una  tangente  alla  iperbole  è bisettrice  dell'  angolo  formalo 
dai  raggi  vettori  condotti  al  punto  di  contatto. 

18.  Conducendo  OD'  si  ha  OD*  = ^ FG  = OA;  donane: 

Le  proiezioni  dei  fuochi  di  una  ellisse  sopra  una  tangente 
qualunque  sono  situati  sopra  la  circonferenza  che  ha  per  diame- 
tro V asse  maggiore. 

Da  questo  teorema  segue  che  : 

Se  un  angolo  retto  DjDD'  si  muove  in  guisa  che  il  suo 
vertice  D descriva  la  circonferenza  fatta  sopra  AB  come  diame- 
tro e uno  dei  suoi  lati  DDj  passi  pel  punto  F,  l’altro  lato 
D'D  tocca  costantemente  una  ellisse  di  cui  F è uno  dei  fuochi. 

t6.  Poiché  Fangolo  iscritto  D^DD'  è retto,  la  linea  DjD' 
passa  pel  centro  0;  quindi  i triangoli  OF'D' e OFD^  sono  eguali, 
e per  conseguenza  D'F'  = D,F;  ma  DjF  X FD  = AF  X FB; 
dunque  (12)  il  prodotto  delle  distanze  di  una  tangente  qualun- 
que ai  due  fuochi  è uguale  al  quadrato  del  semi-asse  minore. 

1 teoremi  (18)  e (16)  hanno  altresì  luogo  per  l’iperbole. 

17.  Conduciamo  da  un  fuoco  F della  iperbole  le  due  tan- 
genti FH,  FH'  a circonferenza  OA  f/ìg.  49SJ;  ed  uniamo  ì 
punti  di  contatto  H e H'col  centro.  Le  rette  PQ,  RS  in  tal  guisa 
ottenute  toccano  la  curva  perchè  gli  angoli  FIIQ,  FH'S  sono 
retti  ; dico  che  il  loro  punto  di  contatto  è all’  infinito.  Infatti, 
supponiamo  per  un  momento  che  il  ponto  di  contatto  di  PQ 
sia  M,  in  guisa  che  si  abbia  MF'  — MF  = AB.  Dal  punto 
F'  conduciamo  F'G  parallela  a PQ  ed  uniamo  il  punto  G 
nel  quale  questa  parallela  incontra  FH  con  M;  avremo 
WG  = MF.  Ma  F'G  = 20H  = AB;  dunque  dovrebbe  aversi 
MF'  — MG  — F'G;  lo  che  essendo  impossibile,  il  punto  di 
contatto  è all’  infinito. 

Ora  una  retta  che  sì  accosta  continuamente  ad  una 
curva  indefinita  senza  poterla  mai  raggiungere  si  chiama 
asintoto.  Dunque  : 

La  iperbole  ha  due  asinloli. 


Digitized  by  Google 


NOTE. 


i;oo 

Quando  l’angolo  compreso  fra  gli  asintoti  è retto  l’iper- 
bole si  (lice  equilatera. 

18.  1 teoremi  precedenti  danno  il  modo  di  condurre  una 
tangente  all’ellisse  e alla  iperbole  per  un  punto  situato  sulla 
curva  0 al  di  fuori  di  essa.  Noi  considereremo  il  solo  secondo 
caso,  poiché  il  primo  è troppo  facile  per  aver  bisogno  di  di- 
chiarazioni. 

Condurre  da  un  punto  N esterno  all’  ellisse  una  tangente 
a questa  curva,  (fig 

Dal  punto  N e con  raggio  NF  descrivo  una  circon- 
ferenza; dal  fuoco  F'  con  raggio  AB  descrivo  una  seconda 
circonferenza  che  taglia  la  prima  nei  punti  C,  D.  Conduco 
le  rette  CF',  DF'  e unisco  i punti  M ed  M'  in  cui  esse  incon- 
trano r ellisse  al  punto  N;  le  rette  NM,  .\M'  sono  le  tangenti 
richieste. 

La  costruzione  è ugnale  per  la  iperbole. 

Lascio  le  dimostrazioni  agli  studiosi. 

19.  Sull’  as<e  maggiore  AB  di  una  ellisse  descrivo  la  cir- 
conferenza .aNB  (fig.  49^)i  da  un  punto  N di  questa  circon- 
ferenza conduco  NP  perpendicolare  ad  .\B  che  incontra  l’el- 
lisse nel  punto  M e sia  Q'.ML  la  tangente  in  questo  punto.  I 
triangoli  simili  .MF'Q',  MFQ  danno 

MQ  : MQ  ::  F'Q'  ; FQ  LQ  : LQ. 

Laonde  la  tangente  ad  un  punto  dell’  ellisse  è divisa  armoni- 
camente dal  punto  di  contatto,  dall’asse  maggiore  e dalle  per- 
pendicolari abbassate  sopra  di  essa  dai  due  fuochi.  Da  ciò  se- 
gue che  NP  è la  polare  del  punto  L;  quindi  NL  è tangente 
al  cerchio  in  N. 

Ora  i triangoli  simili  PML,  F’Q'L,  FQL  danno 

MP  : LP  ::  fq'  ; lq', 

MP  ; LP  FQ  : LQ; 

da  cui 

MP*  : LP*  FQ  X F Q’  ; LQ  X J^Q'; 
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ma 

FQ  X F Q'  = OC»,  LQ  X LCr  = LN>, 


dunque 

MP  : OC  ::  LP  : ln  ::  NP  : ON, 

per  la  similitudine  dei  triangoli  OPN,  NPL;  e per  conse- 
guenza 

MP  OC  _ ^ 

NP  “ ON  ” OA  ’ 


cioè  : 

Le  perpendicolari  MP,  NP  all’asse  maggiore,  che  si  cor- 
rispondono nell'  ellisse  e tn  circonferenza  OA,  stanno  fra  loro 
come  OC  CA. 

20.  Poiché  NP  è la  polare  del  punto  L si  ha  che 

L’asse  maggiore  dell’ellisse  è diviso  armonicamente  dalla 

curva  e dai  punti  nei  quali  è incontrato  dalla  tangente  e dalla 
perpendicolare  abbassata  sopra  di  esso  dal  punto  di  contatto. 

In  virtù  di  questa  proposiziono  si  ha  OA*  = OP  X OL. 
dunque  : 

il  semi-asse  maggiore  dell’ellisse  è medio  proporzionale  fra 
le  distanze  del  centro  ai  punti  nei  quali  è incontrato  dalla  tan- 
gente e dalla  perpendicolare  abbassata  dal  punto  di  contatto  so- 
pra di  esso. 

I teoremi  contenuti  nei  due  numeri  precedenti  hanno 
altresì  luogo  per  la  iperbole. 

21.  Se  un  punto  è esterno  o interno  alla  parabola,  la  sua 
distanza  al  fuoco  sarà  maggiore  nel  primo  caso  e minore  nel 
secondo  della  sua  distanza  alla  direttrice. 

Dimostrazione  facilissima. 

22.  Dal  punto  M della  parabola  (fig.  i98)  conduciamo  il 
raggio  vettore  MF,  la  perpendicolare  MQ  alla  direttrice,  la 
bisettrice  MT  dell’  angolo  QMF  e la  retta  QF  ; uniamo  un 
ponto  qualunque  G di  MT  coi  ponti  Q ed  F e tiriamo  GO  per- 
pendicolare alla  direttrice.  È chiaro  che  MT  è perpendicolare 
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sul  mezzo  di  QF;  quindi  GQ  = GF-,  ma  GQ>  GO;  dunque 
il  punto  G é fuori  la  parabola,  e per  conseguenza  GMT  é 
tangente  alla  parabola  ; talché: 

La  bisellrice  dell'  angolo  compreso  fra  il  raggio  vettore  MF 
e la  perpendicolare  MQ  alla  direttrice  è tangente  alla  parabola 
nel  punto  M. 

L’ inversa  di  questa  proposizione  è evidente. 

Da  questo  teorema  si  deducono  te  conseguenze: 

1°  £a  tangente  alla  parabola  è ugualmente  inclinala  eal- 
r asse  e sul  raggio  vettore  del  punto  di  contatto. 

2"  Il  luogo  dei  piedi  delle  perpendicolari  abbassate  dal 
fuoco  sulle  tangenti  alla  parabola,  è la  tangente  al  vertice 
dell’  asse. 

Infatti,  poiché  AF  = NA,  FE  = EQ,  la  retta  AE  è per- 
pendicolare ad  NF  ed  è per  conseguenza  la  tangente  al  ver- 
tice della  parabola.  Ma  il  punto  E é il  piede  della  perpen- 
dicolare condotta  dal  fuoco  sulla  tangente  MT  ; dunque  ec. 

Da  questo  teorema  segue  che  : se  un  angolo  retto  FEM 
si  muove  in  guisa  tale  che  il  suo  vertice  E descriva  la  retta  Ay 
e il  lato  MF  passi  pel  punto  F,  V altro  lato  MT  toccherà  co- 
slanlemenle  una  parabola  avente  per  fuoco  il  punto  F. 

23.  Ora  possiamo  condurre  una  tangente  alia  parabola 
per  un  punto  situato  sulla  curva  o al  di  fuori  di  essa  : tra- 
lasciamo il  primo  caso  come  facilissimo  e ci  occupiamo  sola- 
mente del  secondo. 

Sia  N il  punto  dato  esterno  alla  parabola  (fig.  499)  ; con 
centro  in  N e raggio  NF  descriviamo  una  circonferenza,  e 
Siene  G e D i punti  nei  quali  essa  taglia  la  direttrice.  Condu- 
ciamo per  questi  ponti  due  parallele  all’  asse  che  incontrano 
la  curva  rispettivamente  nei  punti  M,  M':  le  rette  NH,  NM' 
sono  tangenti  alla  parabola.  Lascio  la  dimostrazione  ai  gio- 
vani. 

Premesse  queste  nozioni  fondamentali  sulle  sezioni  co- 
niche, passiamo  a mostrare  rapidamente  come  a queste 
curve  si  applichino  il  metodo  delle  polari  reciproche  e quello 
delle  proiezioni. 
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Il  priocìpio  sul  quale  si  fonda  l’ applicazione  del  melodo 
delle  polari  reciproche  alle  sezioni  coniche  è il  seguente: 

24.  La  polare  reciproca  di  una  circonferenza  è una  conica 
che  ha  per  fuoco  il  centro  della  circonferenza  direttrice. 

Avendo  presente  la  definizione  delle  figure  polari  reci> 
proche,  è chiaro  che  potremo  dimostrare  questo  teorema  o 
cercando  l’ inviluppo  delle  posizioni  della  polare  di  un  punto 
della  circonferenza  data,  o il  luogo  dei  poli  delle  tangenti  a 
questa  circonferenza:  daremo  entrambi  i metodi. 

1®  Sieno  (fig.  ISOO)  CA  la  circonferenza  data  e F il  centro 
della  circonferenza  direttrice.  Uniamo  F con  un  punto  qua* 
lunque  M di  circonferenza  CA  e sia  P la  polare  di  M ri- 
spetto al  cerchio  direttore;  avremo 

FM  . FU'  = FA'*,  FU . FN  = FT*, 

da  CUI 

FU  _ FA  * _ 

FN  “ F'P  “ 

indicando  con  > una  quantità  costante.  Conduciamo  M'O  pa- 
rallele ad  NC , avremo 

FO  _ M'O  _ FM' 

FC  “ NC  ~ FN  ~ ’ 


e quindi 

FO  = X . FC  , M'O  = i . NC; 


dunque  M'  descrive  circonferenza  M'O  quando  il  punto  M 
si  muove  sulla  circonferenza  data;  e per  conseguenza  il  lato 
P deli’  angolo  retto  PM'F  che  ha  il  suo  vertice  sopra  una  cir- 
conferenza e l’altro  lato  FU'  passa  nel  punto  F,  tocca  co- 
stantemente una  conica  che  ha  il  punto  F per  fuoco,  il  punto 
0 per  centro  e M'O  per  semi-asse  maggiore.  Ma  FOè  mag- 
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giore  o minore  di  OM'  secondochè  FC  è maggiore  o minore 
di  GN,  dunque  la  conica  è una  ellisse  se  il  centro  F è interno 
alla  circonferenza  data , ed  una  iperbole  se  è esterno. 

Supponiamo  ora  che  il  ponto  F sia  sulla  circonferenza 
data  (fig.  0Olj.  Sia  R l’asse  radicale  delle  due  circonferenze: 
la  retta  FM  incontra  quest’  asse  nel  punto  M'.  Poiché  il  qua- 
drilatero MM'BA  è iscrittibile  nella  circonferenza,  si  ha 

FM  . FM'  = FA  . FB  = FS*; 

per  conseguenza,  quando  il  ponto  M si  muove  sopra  circon- 
ferenza GA,  il  suo  coniugato  M' descrive  l’ asse  R;  e poiché 
il  lato  M'F  passa  pel  centro  F , l’altro  lato  M'P  dell’  angolo 
rollo  FM'P,  cioè  la  polare  del  ponto  M tocca  costantemente 
una  parabola  di  cui  F è il  fuoco. 

2°  Sieno  d e fi  centri  della  circonferenza  data  e di  quella 
direttrice  (fig.  502j , D la  polare  del  centro  d e m il  polo  di 
una  tangente  MT  alla  prima  circonferenza.  Il  raggio  dM  = p 
essendo  perpendicolare  alla  tangente  MT  si  ha  (Nota  IX, 
n»  6.  ) 

11  , . mm' 

fm  fm'  ~ ^ /■»»  . ftn'  ~ ^ ‘ 

Se  dai  punti  f ed  m abbassiamo  le  perpendicolari  fd,  e 
tjir  sopra  D,  avremo 


mtn'  _ rm 

W ~ ~dT  ’ 


c per  conseguenza 


rtìi  Ttìi 


Dunque:  il  luogo  del  punto  m è una  conica  avente  per  fuoco 
il  punto  f,  centro  del  cerchio  direttore,  e per  direttrice  la  po- 
lare D del  centro  d. 

La  polare  del  punto  M è la  retta  mi  che  unisce  il  punto 
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m col  punto  t nel  quale  la  direttrice  è incontrata  dalla  per- 
pendicolare ft  ad  ftn:  mt  è tangente  alla  conica. 

Questo  secondo  caso  si  può  anche  dimostrare  giovan- 
dosi della  proprietà  data  nel  n°  3,  Nota  Vili;  i giovani  fa- 
ranno bene  di  trovare  questa  dimostrazione. 

Conseguenza  evidente  del  teorema  che  abbiamo  dimo- 
strato è che  una  conica  non  può  essere  tagliata  in  più  di 
due  punti  da  una  retta;  perchè  altrimenti  da  un  ponto  si 
potrebbero  condurre  tre  tangenti  ad  un  cerchio. 

25.  Dati  un  cerchio  e un  esagono  circoscritto,  la  Ogura 
polare  reciproca  rispetto  a on  cerchio  di  centro  f,  sarà  una 
conica  di  fuoco  f ed  un  esagono  iscritto;  ma  nel  primo 
esagono  le  tre  diagonali  concorrono  in  un  punto;  dunque 
nell’  esagono  iscritto  nella  conica,  i tre  ponti  d’ incontro  dei 
lati  opposti  sono  situati  in  linea  retta;  e per  conseguenza  : 

in  qualunque  esagono  iscrillo  in  una  conica,  i Ire  punii 
di  concorso  dei  lati  opposti  sono  situati  in  linea  retta.  — Teo- 
rema di  Pascal. 

26.  Questo  teorema  permette  di  risolvere  il  seguente 
problema. 

Far  passare  una  conica  per  cinque  punti  dati  a,  b,  c,  d,  e. 
(fig.  803.; 

Pel  punto  di  concorso  o dei  lati  ab,  ed,  conduco  arbi- 
trariamente una  retta  mn,  che  taglia  in  n e m le  rette  bc, 
cd;  conduco  poscia  le  rette  ma  ne;  la  loro  intersezione  f ap- 
partiene alla  conica , giacché  nell’  esagono  abedef  i punti  di 
concorso  o,  m , n,  dei  lati  opposti  sono  in  linea  retta.  Si  otter- 
ranno cosi  tanti  punti  quanti  se  ne  vogliono;  e la  conica  potrà 
essere  una  ellisse , una  iperbole  o una  parabola. 

Da  ciò  segue  che  due  coniche  non  possono  tagliarsi  in  più 
di  quattro  punti. 

27.  Dati  on  cerchio  ed  un  esagono  iscritto,  la  6gora  re- 
ciproca polare  rispetto  ad  on  cerchio  di  centro  F,  è una  co- 
nica di  fuoco  F e un  esagono  circoscritto.  Ma  nel  primo  po- 
lìgono i ponti  di  concorso  dei  lati  opposti  sono  in  linea  retta, 
dunque  nell’  esagono  circoscritto  alla  conica  le  tre  diagonali 
concorrono  nello  stesso  ponto.  Talché  : 
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In  qualunque  esagono  eircoscrillo  ad  una  conica ^ le  tre 
diagonali  si  tagliano  in  uno  stesso  punto. 

28.  Se  i ponti  di  contatto  dei  lati  AF,  F£  si  confondono 
in  ano  che  indico  con  F , l’ esagono  si  trasforma  in  un  pen- 
tagono e si  ha  che  : 

In  qualunque  pentagono  ABCDE  drcoscriilo  ad  una  co- 
nica, la  retta  CF  condotta  da  un  vertice  C al  punto  di  contatto 
F del  lato  opposto,  e le  due  diagonali  AD,  BE  che  uniscono 
gli  altri  quattro  vertici,  concorrono  nello  stesso  punto.  Infatti 
la  figura  si  paò  considerare  come  un  esagono  i cni  sei  ver- 
tici sono  A,  B,  C,  D,  E,  F. 

29.  Questo  teorema  permette  di  risolvere  il  segnente  pro- 
blema : 

Descrivere  una  conica  tangente  a cmque  rette  date. 

Coir  ultimo  teorema  si  determinano  i cinque  punti  di 
contatto,  e la  quistione  è ridotta  a far  passare  una  conica 
per  cinque  punti. 

Da  ciò  segue  che  due  coniche  non  possono  avere  più  di 
quattro  tangenti  comuni. 

30.  Sieno  in  una  conica  AA',  BF,  CC  tre  corde  parallele 
qualunque  (fig.SQi.)  La  figura  ABCC'B'A'  essendo  un  esagono 
iscritto,  i ponti  di  concorso  dei  lati  opposti  sono  situati  in  li- 
nea retta  ; ma  il  punto  di  concorso  dei  lati  AA',  CC'  è per 
ipotesi  all’  iofinilo,  dunque  la  retta  PQ  è parallela  alle  corde. 
Quindi  la  retta  MN  che  unisce  il  punto  M al  mezzo  N della 
retta  PQ  divide  per  metà  tutte  le  corde  parallele  AA',BB',CC'. 

Ma  una  retta  che  divide  per  metà  un  sistema  di  corde 
parallele  di  una  conica  si  chiama  diametro;  dunque: 

In  qualunque  conica  il  luogo  dei  mezzi  delle  corde  parallele 
ai  una  retta  qualunque  è un  diametro  della  curva.  Si  vede  an- 
che che  tn  qualunque  conica  vi  sono  infiniti  diametri. 

E chiaro  che  nell’  ellisse  e nella  iperbole  i diametri  pas- 
sano tutti  pel  centro  e nella  parabola  sono  paralleli  all’asse. 

31.  Nell’  ellisse  e nella  iperbole  due  diametri  si  dicono 
coniugati  quando  ciascuno  di  essi  divide  per  metà  le  corde 
parallele  all’  altro.  Volendo  costruire  due  diametri  coniugati, 
si  conduce  un  diametro  qualunque  AB  (fig.  SOSj  e si  uniscono 
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i ponti  A,  B con  nn  pnnlo  M della  corva,  i diametri  PQ, 
RS  paralleli  alte  corde  Afii,  MB  sono  coniugali,  poiché 
AB  = EM,MF  = FB. 

Gli  assi  sono  on  sistema  di  diametri  coniugati  rettangolari. 

32.  Le  corde  che  un  diametro  divide  in  due  parli  eguali, 
sono  parallele  alle  tangenti  condotte  per  gli  estremi  di  questo 
diametro;  poiché  se  la  tangente  PT  non  fosse  parallela  ad  AM, 
potremmo  pel  punto  P condurre  una  parallela  PT'  a questa 
retta,  ed  allora  il  ponto  medio  di  Pm  dovrebbe  trovarsi  so- 
pra PQ,  lo  che  è impossibile. 

33.  Da  on  pnnto-m  esterno  al  cerchio  d conduciamo  le 
tangenti  H,  B,  e tiriamo  le  rette  A,  B,  C,  F (fig.  606). 

Costruiamo  la  Agorà  polare  reciproca  alla  data  rispetto 
al  cerchio  di  centro  o.  Sappiamo  che 


1«. 

(B,A)  = (A,C), 

2“. 

(A,H)  = (E,A) 

3®. 

(H,F)=(F,E); 

quindi 

(oh,  od)  = (oa,  oc) 

(oa,oA.)  = (oc,oa) 
(oh,of)=z{of,  oe) 

ovè  le  rette  oh,  oa,  oc,  ee  ù considerano  indeAnitamenle 
prolungate;  e si  hanno  i seguenti  teoremi  : 

Se  da  un  puntoestemo  a,  s>  conducono  due  tangenli'S,  P 
ed  una  conica, 

l"  Le  rette  ob,  oc  che  vanno  dal  fuoco  ai  punti  nei  quali 
queste  tangenti  tagliano  la  direttrice  M>no  egualmente  inclinate 
sulla  linea  oa  ; 

2°  la  linea  oa  che  va  dal  fuoco  della  conica  al  punto  a è 
bisettrice  dell’angolo  delle  rette  oe,  oh  die  vanno  dot  fuoco  ai 
punti  di  contatto  delle  tangenti  ; 

3°  la  linea  of  che  va  dal  fuoco  al  punto  f nel  quale  la 
corda  di  contatto  eh  incontra  la  direUrice,  é la  bisettrice  del- 
V angolo  delle  rette  ob,  oc  che  vanno  dal  fuoco  ai  punti  nei 
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quali  le  tangenti''^,  P tagliano  la  direttrice,  e dell’angolo  delle 
rette  che  vanno  dal  fuoco  ai  punti  di  contatto. 

Questi  teoremi  si  possono  dimostrare  anche  diretta- 
mente giovandosi  delle  relazioni  date  nel  numero  6 Nota  IX; 
il  quale  facilissimo  ed  utile  esercizio  lasciamo  a cura  degli 
studiosi. 


III. 

L’ applicazione  del  metodo  delle  proiezioni  alle  sezioni 
coniche  si  fonda  sul  seguente* teorema: 

34.  Qualunque  conica  può  considerarsi  come  la  proiezione 
di  un  cerchio;  o in  altri  termini  : 

Una  conica  data  si  può  sempre  considerare  come  sezione 
di  un  piano  con  un  cono. 

Accenno,  lasciando  agli  studiosi  la  cura  di  rintracciarne 
le  dimostrazioni,  i seguenti  teoremi  relativi  a questo  oggetto: 

Il  luogo  dei  vertici  di  tutte  le  superficie  coniche  sulle  quali 
si  può  applicare  una  data  ellisse,  è una  iperbole,  il  cui  piano  è 
perpendicolare  a quello  dell’  ellisse,  e di  cui  i vertici  e i fuochi 
sono  rispettivamente  i fuochi  e i vertici  dell’  ellisse  data.  Gli 
assi  di  queste  superficie  coniche  sono  tangenti  all’  iperbole. 

Il  luogo  dei  vertici  (U  tutte  le  superficie  coniche  sulle  quali 
si  può  applicare  una  data  iperbole,  è una  ellisse  situata  in  un 
piano  perpendicolare  a quello  dell’  iperbole,  e di  cut  i vertici  e 
i fuochi  sono  rispettivamente  t fuochi  e • vertici  dell’  iperbole 
data.  Gli  assi  di  queste  superficie  coniche  sono  tangenti  all’ellisse. 

Il  luogo  dei  vertici  di  tulle  le  superficie  coniche  sulle  quali 
si  può  applicare  una  data  parabola,  è una  seconda  parabola 
situata  in  un  piano  perpendicolare  a quello  della  parabola 
data,  e di  cui  il  vertice  e il  fuoco  sono  rùpellivamenle  il  fuoco 
e il  vertice  della  prima  parabola.  GU  assi  di  queste  superficie  co- 
niche sono  tangenti  alla  seconda  parabola. 

A me  basterà  dimostrare  che  : 

Qualunque  curva  conica  può  essere  proiettala  in  un  cer- 
chio, il  cut  centro  è uno  dei  fuochi. 

Sieno  AB  l’asse  maggiore  e CD  il  semi-asse  minore  di  una 
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data  ellisse  (fig.  HO'l)  ; F ano  dei  faochi.  Per  AB  fo  passare 
an  piano  perpendicolare  a quello  dell'ellisse,  e in  qaesto  piano 
conduco  da  uno  dei  due  vertici,  per  es.,  da  B,  una  linea  BF' 
eguale  a BF  e la  prolungo  sino  a che  FA'  = BF'^  unisco  A A' 
e FF'  e indico  con  O il  punto  di  concorso  di  queste  due 
ultime  linee.  Sopra  A'B  come  diametro,  descrivo  in  un  piano 
perpendicolare  al  piano  AA'B  un  cerchio  che  prendo  per 
base  di  un  cono  il  cui  vertice  sia  0 : l’ ellisse  data  è una 
sezione  di  questo  cono. 

Per  provarlo  conduco  dal  punto  C un  piano  parallelo  alla 
base  del  cono,  che  lo  taglierà  in  un  cerchio  avente  HI  per 
diametro  e conterrà  evidentemente  l’asse  minore  dell’ el- 

I 

lisse.  Condotta  AS  parallela  ad  A'B , avrò  CI  = ^ AS 
= AB  = AF,  e HC  = I AB  = BF  = BF,  e perciò 

HC  . CI  = BF  . FA  = CD*  ; dunque  il  punto  D è sulla  cir- 
conferenza del  cerchio  HI,  e per  conseguenza  sulla  super- 
■ ficie  del  cono.  Inoltre  è evidente  che  la  sezione  fatta  nel 
cono  dal  piano  della  data  ellisse  è una  ellisse  avente  AB  per 
uno  dei  suoi  assi  e l’ altro  coincidente  con  CD  ; laonde  queste 
due  ellissi  avendo  i semi-assi  eguali  sono  identiche  ; dun- 
que ec. 

Lo  stesso  metodo  ed  una  dimostrazione  leggermente 
differente  si  applica  all’  iperbole  e alla  parabola. 

35.  Qaesto  teorema  è un  caso  particolare  del  seguente  : 
data  qualunque  «estone  conica  e un  punto  nel  suo  piano,  pos- 
siamo proiettarla  in  un  cerchio  di  cui  questo  punto  è il  centro. 
(Vedi  Salhon,  Trattato  sulle  Sezioni  Coniche,  Londra,  terza 
edizione,  pag.  308.) 

30.  Giovandosi  del  teorema  precedente  e dei  principii  svi- 
luppati nella  Nota  111,  si  ottengono  immediatamente  i se- 
guenti teoremi  : 

1°  In  qualunque  sezione  conica , il  rapporto  anarmonico 
di  quattro  linee  rette  condotte  da  quattro  punti  fissi  della  curva 
a un  quinto  punto  variabile  è costante.  Questo  rapporto  co- 
stante si  dice  rapporto  anarmonico  dei  quattro  punti  della 
sezione  conica. 
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Conseguenza  evidente  di  questo  teorema  è che: 

Se  intorno  a due  punii  qualunque  di  una  lezione  conica 
facciamo  girare  due  raggi  che  s’ inconlram  *uUa  curva,  questi 
due  raggi  descrivono  due  fasci  omografici. 

Reciprocamente: 

Il  luogo  dei  punti  d*  intersezione  dei  raggi  onudoghi  di  due 
fasci  omografici  è una  sezione  conica  che  passa  pei  centri  dei 
due  fasci. 

Siano  O ed  O i centri  dei  dne  fasci;  OA,  OB,  OC,  OD.... 
i raggi  del  primo  fascio;  OA',  OB',  OC',  D'O  . . . . i raggi 
corrispondenti  del  secondo;  a,  |3,  7,  d....  i ponti  d’inter- 
sezione dei  raggi  omologhi:  i ponti  O,  O,  a,  fi,  y,  d,  ec. 
sono  sopra  una  sezione  conica. 

Facciamo  passare  una  conica  pei  cinque  ponti  O,  O, 
oc,  |3,  7;  se  la  conica  tagliasse  OD*  in  un  ponto  d'  diverso 
da  d,  la  retta  Od'  sarebbe  raggio  omologo  ad  O'D',  lo  che  è 
impossibile  ; dunque  ec. 

Da  questa  reciproca  si  deducono  due  nuove  descrizioni 
per  punti  di  qualunque  conica,  conosciute  Fona  sotto  il  nome 
di  metodo  di  Uaclaubin,  comecché  taluni  ne  attribuiscano  il 
merito  a Braikenridgb;  l’altra  sotto  quello  di  m^odo  di 
Newton  ; 

i°.  Il  luogo  del  vertice  M di  te»  triangolo  Mab , t cui  lati 
passano  per  tre  punti  fissi  A,  B,  C e la  cui  base  ab  si  muove 
sopra  due  rette  tuie  OP,  OQ,  è una  conica  (fig.  SÙ8.) 

2°.  Due  angoli  dati  NOM,  NO'M  girano  intorno  ai  loro 
vertici  0 ed  0',  tn  modo  che  l’ intersezione  di  due  lati  ON,  (yN 
si  muova  sopra  una  retta  fissa  PQ;  il  luogo  del  punto  M,  in- 
tersezione degli  altri  due  lati  sarà  una  conica  che  passa  pei 
punti  O ed  O'.  (fig.  {|09.^ 

Le  dimostrazioni  lascio  per  esercizio  agli  stadiosi. 

37.  2°  I sei  punti  d' intersezione  di  una  trasversale  che  in- 
contra una  conica  e un  quadrilatero  inscritto  in  essa  sono  in 
involuzione. 

Fra  le  numerose  eon^igu^ze  che  si  possono  dedarre  da 
questo  importante  teorema,  accenneremo  le  seguenti: 

Una  trasversale  qualunque  taglia  due  sezioni  coniche  cir- 
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coscritte  allo  stesso  quadrilatero  e due  lati  opposti  di  questo 
quadrilatero  in  sei  punti  in  involuzione. 

Una  trasversale  taglia  tre  sezioni  coniche  circoscritte  allo 
stesso  quadrilatero  in  sei  punti  in  involuzione. 

E in  generale: 

Una  trasversale  taglia  n coniche  circoscritte  alio  stesso 
quadrilatero  in  n punti  in  involuzione. 

Sapponiamo  che  la  trasversale  incontri  1 lati  opposti 
del  quadrilatero  nei  punti  a,  a';  6,  f e le  sezioni  coniche  ri- 
spettivamente nei  punti  a,  ce';  P';  7,  y ; 

Indicando  con  o il  centro  d’involuzione  dei  punti  a,  a'; 
b,  b';  ce,  a',  eh’ è evidentemente  comune  a tutti  gli  altri  si- 
stemi, avremo 

ao  .oa'  = bo  . ob'  — ao  . oa' 
ao . oa'  = bo  . ob'  = p© . op' 
ao . oa!  = bo  .ob'  = yo  . oy' 


Quindi , 1°  00 . oo'  = cto . oa'  = Po . ©P' , che  prova  la  pri- 
ma proposizione  ; 2®  ao . oa'  = po . op'  =r:  yo  .o'y,  che  dimo- 
stra la  seconda;  la  terza  poi  risulta  dalla  serie  di  egua- 
glianze ao . oa'  =r  Po  . op'  z=  yo . oy'  = do  . oS'  = . . . . 

Se  una  retta  incontra  i lati  di  un  quadrilatero  dato  nei 
punti  a,  b,  a',  b'  ed  è mobile  attorno  ad  un  quinto  punto  c, 
il  luogo  del  punto  c'  che  forma  un  sistema  di  sei  punti  in  in- 
voluzione coi  rimanenti  è una  sezione  conica  che  passa  pei  ver- 
tici del  quadrilatero  dato  e pel  punto  c. 

Facciamo  passare  una  sezione  conica  pei  vertici  del 
quadrilatero  e pel  punto  c questa  curva  taglierà  la  trasver- 
sale nel  sesto  punto  dell’  involuzione  i cui  altri  cinque  punti 
sono  a,  b,  a',  b,  c;  cioè  si  confonderà  con  c';  dunque  ec. 

38.  3°  Una  retta  che  si  muove , mantenendosi  sempre  tan- 
gente ad  una  conica,  incontra  due  tangenti  fisse  in  due  punti 
che  formano  due  divisioni  omografiche. 

Da  questo  teorema  risulta  che  : 

Il  rapporto  anarmonico  dei  quattro  punti  nei  quaU  una 
tangente  mobile  ad  una  sezione  conica  è tagliata  da  quattro 
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langenli  fisse  è coslanle.  Questo  rapporto  dicesi  il  rapporto 
anartnonico  delle  quattro  tangenti  fisse. 

La  reciproca  del  teorema  3°  è vera;  cioè: 

Se  due  rette  M , M'  situate  nello  stesso  piano  sono  divise 
omograficamente  nei  punti  a,  b,  c,  d, ....  ; a',  b',  c'  d', . . . . ; 
le  rette  M,  &T,  aa',  bb',  cc',  dd'  ec.,  sono  tangenti  ad  una  stessa 
sezione  conica. 

Intatti,  descriviamo  una  conica  tangente  alle  cinque 
rette  M,  M',  aa',  bb',  cc';  se  dd'  non  è altresì  tangente  alla 
stessa  conica,  conduciamo  dai  punto  d una  tangente  alla  co- 
nica e sia  ^ il  punto  nel  quale  essa  incontra  la  retta  M'.  11 
rapporto  enarmonico  dei  punti  a',  b',  c',  S è uguale  a quello 
dei  punti  a',  b*,  c'  d'  poiché  entrambi  i sistemi  hanno  Io  stesso 
rapporto  anarmonico  dei  ponti  a,  b,  c,  d;  dunque  i ponti  S 
e d'  debbono  coincidere. 

Date  due  tangenti  fisse  OP,  OQ  ad  una  conica,  se  un 
triangolo  a Mb  la  cui  base  ab  è tangente  in  questa  conica,  si 
muove  in  modo  che  i lati  Ma,  Mb  passino  per  due  punti  fissi  Of 
ed  O",  mentre  i vertici  a,  b,  percorrono  OP,  OQ;  il  luogo  del 
vertice  M è una  conica  che  passa  pei  punti  O,  O',  O". 

Questa  nuova  genesi  delle  coniche,  dovuta  a Ghasles, 
è conseguenza  facilissima  dell'  ultimo  teorema. 

39.  4°  Se  per  un  punto  si  conduce  una  retta,  il  luogo  del 
coniugalo  armonico  di  questo  punto  rispetto  ai  due  punti  nei 
quali  la  linea  taglia  una  data  conica,  è una  linea  retta.  11  punto 
dato  si  chiama  polo,  e il  luogo  del  suo  coniugato  polare  ri- 
spetto alla  curva.  Quindi  il  punto  e la  sua  polare  rispetto  ad 
una  curva  conica  si  possono  considerare  come  le  proiezioni  di 
uh  punto  e la  sua  polare  rispetto  ad  un  cerchio.  Da  questa 
osservazione  segue  che  molte  delle  proprietà  dei  poli  e delle  po- 
lari rispetto  al  cerchio  si  applicano  a qualunque  curva  conica. 

11  teorema  che  il  raggio  di  un  cerchio  è medio  propor- 
zionale fra  le  distanze  del  centro  al  polo  e alla  polare,  ha 
per  corrispondente  rispetto  a qualunque  conica  il  seguente: 
il  semi-diametro  sul  quale  si  trova  il  polo  è medio  proporzio- 
nale tra  le  distanze  prese  su  questo  semi-diametro  dal  centro 
al  polo  e alla  polare. 
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II  teorema  che  la  polare  è perpendicolare  al  diametro 
condotto  pel  polo  può  esprimersi  anche  cosi:  La  polare  di  un 
punto  rispetto  ad  un  cerchio  è parallela  alla  tangente  condotta 
per  V estremità  del  diametro  che  passa  pel  punto  dato  ; e si 
vede  che  ha  per  corrispondente  : La  polare  di  un  punto  ri- 
spetto a qualunque  conica  è parallela  alla  tangente  che  passa 
per  V estremità  del  diametro  condotto  pel  punto  dato.  Da  ciò  si 
vede  che  la  direttrice  è la  polare  del  fuoco  corrispondente; 
per  questa  ragione  la  direttrice  ha  ricevuto  da  taluni  il  nome 
di  polare  focale.  È noto  che  una  corda  di  un  cerchio  che  sot- 
tende un  angolo  costante  al  centro,  tocca  un  cerchio  con- 
centrico, e che  le  tangenti  alle  sue  estremità  s’intersecano 
sopra  un  terzo  cerchio  anche  concentrico  al  dato.  Il  corri- 
spondente è : Se  una  corda  di  una  data  sezione  conica  sot- 
tende un  angolo  costante  ad  uno  dei  fuochi,  essa  è tangente  ad 
una  altra  conica,  e il  luogo  dell’  intersezione  di  tangenti,  alle 
sue  estremità  è una  terza  conica  ; tutte  e tre  queste  coniche 
hanno  fuoco  e direttrice  a comune. 

40.  La  proiezione  ortografica  di  un  cerchio  è una  ellisse, 
il  cui  asse  maggiore  è il  diametro  del  cerchio,  e V asse  minore 
è la  proiezione  del  diametro  perpendicolare  all’  intersezione  dei 
due  piani. 

Infatti  se  indichiamo  con  a il  diametro  del  cerchio, 
con  b la  proiezione  del  diametro  perpendicolare  e con  > 
l’angolo  compreso  fra  i due  piani,  è chiaro  che  avremo 
b = a cos  X Parimente  se  y'  è la  perpendicolare  abbassata  da 
un  punto  M del  cerchio  sul  diametro  parallelo  all’  interse- 
zione dei  dne  piani  e se  è la  perpendicolare  abbassata  so- 
pra a dal  punto  m proiezione  di  M,  avremo  y — y'  cos  ).;  e per 

conseguenza  ^ ^ • Quindi  la  curva  é una  ellisse. 

41.  Se  un  cerchio  è proiettato  ortograficamente  in  una  el- 
lisse, due  diametri  rettangolari  qualunque  del  primo  sono 
proiettati  in  una  coppia  di  diametri  coniugati  della  seconda. 

Infatti  sieno  A'  e B'  i due  diametri  rettangolari  del  cer- 
chio a',  V le  proiezioni  corrispondenti  ; i primi  sono  tali  che 
ciascuno  biseca  le  corde  parallele  all’  altro.  Ora  é chiaro  che 
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colla  proiezione  ortografica  linee  parallele  sono  proiettate  in 
linee  allresi  parallele  ; e di  più  se  indichiamo  con  MN  una 
corda  parallela  al  diametro  A'  e con  P il  suo  ponto  medio  , 
con  mn  la  corda  corrispondente  dell’ ellisse  che  sarà  parallela 
ad  a',  e con  p la  proiezione  di  P;  avremo  mp=:MPcos>, 
pn  = PN  cosX,  X essendo  sempre  F inclinazione  dei  due 
piani,  e per  conseguenza  mp  =pn.  Dunque  1/  taglia  per  metà 
tutte  le  corde  parallele  ad  a',  e a'  e 6*  sono  diametri  coniu- 
gati deir  ellisse. 

1 vertici  di  un  quadrato  circoscritto  ad  un  cerchio  di 
raggio  R sono  sopra  una  circonferenza  concentrica  alla  data 
il  cui  raggio  è uguale  a R\/2.  Quindi  : i vertici  del  parallelo- 
grammo formato  dalle  tangenti  condotte  all’  estremità  di  due 
diametri  coniugali  di  una  data  ellisse  avente  per  semi-assi  a,  b 
sono  sopra  una  data  ellisse  concentrica  alla  data  e similmente 
disposta,  e avente  per  semi-assi  a e b 
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